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χ одного спина. Закон Кюри

Среднее значение величины с плотностью вероятности f (x)

x =

∫
x f (x) dx

Средний магнитный момент квантовой спиновой системы

M(T ,B) =

∑
j Mj exp

(
−Ej−MjB

t

)
∑

j exp
(
−Ej−MjB

T

)
Для одного спина: есть два состояния c энергией E1,2 = 0 и M1,2 = ±µ

M(T ,B) =
µeµB/kT − µe−µB/kT

eµB/kT + e−µB/kT = µ
sinhµB/kT
coshµB/kT

= µ tanh
µB
kT

При малых B и больших T

M(T ,B) = µ tanh
µB
kT
≈ µµB

kT
−→ χ =

dM
dB

=
µ2

kT
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χ двух спинов

Гамильтониан Гейзенберга

Ĥ =
1
2

∑
i,j

Ji,j ~̂Si ~̂Sj − gµB
∑

i

Ŝzi

Волновые функции базиса
Ψi = |↑↑〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉 , |↓↓〉

Матричные элементы гамильтониана
Hij = 〈Ψi | Ĥ |Ψj〉

Матрица гамильтониана

H = J


1/4 0 0 0
0 −1/4 1/2 0
0 1/2 −1/4 0
0 0 0 1/4


Собственные значения энергии
синглет E1 = −3/4J; M = 0
триплет E2,3,4 = 1/4J; M = ±1, 0

M(T ,B) =

∑
j Mj exp

(
−Ej−MjB

t

)
∑

j exp
(
−Ej−MjB

T

)
χ =

dM
dB
≈ ∆M

∆B
=

M(∆B)−M(−∆B)

2∆B
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Зависимость J от расстояния между атомами для молекулы H2

J(r) = −J0

( r
a

)5/2
exp

(
−2r

a

)
Л. П. Горьков, Л. П.
Питаевский, “Энергия
расщепления термов молекулы
водорода”, Докл. АН СССР,
151:4, 822–825, (1963)
C. Herring and M. Flicker,
Asymptotic exchange coupling
of two hydrogen atoms, Phys.
Rev. 134, A362 (1964). Kolos, W., and L. Wolniewicz. "Variational

calculation of the long-range interaction between
two ground-state hydrogen atoms."Chemical
Physics Letters 24.4 457-460 (1974)
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Постановка задачи

Рассчитать магнитную восприимчивость системы случайно
расположенных водородоподобных примесей, энергия взаимодействия
между которыми зависит от расстояния как J(r) как функцию от
концентрации примесей, магнитного поля и температуры χ(na3,B,T ).

J(r) = −J0

( r
a

)5/2
exp

(
−2r

a

)
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Что было сделано до нас? Синглетная фаза, закон χ ∼ T−α

χ ∼ 1
Tα

, α(na3) < 1

Bhatt, R. N., and P. A. Lee. "Scaling studies of highly disordered spin-1/2
antiferromagnetic systems."Physical Review Letters 48.5 : 344 (1982)
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Что хотим изучить мы? Закон χ ∼ (T + Tc)−1

χ−1 ∼ T + Tc
Roy, A. and Sarachik, M.P., Susceptibility of Si: P across the metal-insulator
transition. II. Evidence for local moments in the metallic phase.
Physical Review B, 37(10), p.5531, (1988)
Schlager, H.G. and Löhneysen, H.V., Susceptibility of local magnetic moments in
phosphorus-doped silicon near the metal-insulator transition. Europhysics Letters,
40(6), p.661, (1997)
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Как исследовать? Метод плотности состояний

Среднее значение величины с плотностью вероятности f (x)

x =

∫
x f (x) dx

M(T ,B) =

∑
j Mj exp

(
−Ej−MjB

t

)
∑

j exp
(
−Ej−MjB

T

) =⇒ M(T ,B) =

∫∫
M f (E ,M,T ,B) dE dM

f (E ,M,T ,B) =
1

Z (T ,B)
g(E ,M) exp

(
−E −MB

kT

)
Z (T ,B) =

∫∫
g(E ,M) exp

(
−E −MB

T

)
dE dM

g(E ,M) — есть число состояний с конкретными значениями E и M,
выраженное как непрерывная функция E и M.
Знаем плотность состояний g(E ,M) =⇒ можем посчитать M, χ,E ,C ...
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Построение g(E ,M). Центральная предельная теорема

g(E ,M) = g(M)
1√
2πσ

exp

(
−
(
E − E (M)

)2
2σ2(M)

)
Пусть из N спинов системы q направлено вверх, N − q — вниз.
Тогда M = 1

2gµ(2q − N), g — g-фактор электрона

g(M) = CN
q =⇒ gq(E ) = CN

q
1√
2πσ

exp

(
−
(
E − Eq

)2
2σ2

q

)

CN
q ≈ 2N

√
2
πN

exp

(
−(N − 2q)2

2N

)

gq(E ) =
2N
√

Nπσ
exp

(
−(N − 2q)2

2N
−
(
E − Eq

)2
2σ2

q

)
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Средняя энергия E как функция магнитного момента m
Магнитный момент на один спин m = N−2q

N = 2M
gµN ∈ [−1, 1]

E (m) =
N
2

J1Ŝi Ŝj =
N
2

J1Ŝi Ŝj

J1 =

∞∫
0

nJ(r)4πr2dr =
945π
28

√
π

2
J0na3

Всего есть 1
2N(N − 1) парных взаимодействий между спинами.

1
2q(q − 1) имеют суммарный момент +1, а 1

2(N − q)(N − q − 1) —
момент −1. Каждое из этих взаимодействий даёт вклад в суммарную
энергию +1/4. Оставшиеся (N − q)q пар имеют момент 0, а их вклад
в энергию поровну делится на состояния +1/4 и −3/4.

Ŝi Ŝj =
1
4

q(q − 1) + (N − q)(N − q − 1)− 2q(N − q)

N(N − 1)
=

1
4

(
m2 + O

(
1
N

))
E (m) =

N
2

J1Ŝi Ŝj =
1
8
NJ1

(
m2 + O

(
1
N

))
≈ 1

8
NJ1m2
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Дисперсия σ2 как функция магнитного момента m

σ2 = E 2 − E 2

σ2 =
1
4

∑
i ,j

k,m

JijJkl Ŝi Ŝj Ŝk Ŝl −
1
2

∑
i ,j

Jij Ŝi Ŝj
1
2

∑
k,l

Jkl Ŝk Ŝl

σ2 =
1
4

∑
i ,j
k,l

JijJkl Ŝi Ŝj Ŝk Ŝl −
1
2

∑
i ,j

Jij Ŝi Ŝj
1
2

∑
k,l

Jkl Ŝk Ŝl

J2
ij =

3J2
0a3

R3216

∞∫
0

(
4r
a

)7

exp

(
−4r

a

)
d
(
4r
a

)
=

3 · 7!J2
0a3

216R3

∑
j

J2
ij = n

4
3
πR3J2

ij =
7!πJ2

0na3

214

σ2 = Nσ2
1

(
1− 2

3
m2 − 1

3
m4
)

σ2
1 =

3 · 7!

219 πJ2
0na3
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Проверка формул для средней энергии E (m) и дисперсии σ2(m)

Гамильтониан Гейзенберга для N = 2–16 спинов

Ĥ =
1
2

∑
i ,j

Ji ,j ~̂Si ~̂Sj − gµB
∑

i

Ŝzi

2N базисных волновых функций вида Ψi = |↑↑ ... ↓↑ ... ↓↓〉
Матрица гамильтониана 2N × 2N с элементами Hij = 〈Ψi | Ĥ |Ψj〉
Полученную матрицу численно диагонализуем используя возможности
параллельных вычислений на GPU на платформе CUDA. Так как эта
операция требует значительных машинных ресурсов, для усреднения
по реализациям беспорядка использовался следующий подход.
Вначале генерировалось 106 систем 2–16 спинов и вычислялись
первые 4 момента набора односпиновых энергий Ji = 1/N

∑
i 6=j Jij .

После чего рассматривались только такие реализации, которые имели
моменты, отличающиеся от средних не более чем на 5%.
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Плотность состояний g(E ,M) для систем из случайно
расположенных 2–16 спинов
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Численно рассчитанные средняя энергия E (m) и дисперсия σ2(m)
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E (m) =
1
8
NJ1

(
m2 + O

(
1
N
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; J1 =

945π
28

√
π

2
J0na3

σ2 = Nσ2
1

(
1− 2
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m2 − 1
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m4
)

σ2
1 =

3 · 7!

219 πJ2
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Переход от дискретного магнитного момента к непрерывному

gq(E ) =
2N
√

Nπσ
exp

(
−(N − 2q)2

2N
−
(
E − Eq

)2
2σ2

q

)
Безразмерные энергия и дисперсия e = E

NJ1
, s1 = σ1

J1

Рассматриваем случай m� 1, пренебрегаем слагаемыми порядка m4.
Тогда плотность состояний имеет вид:

g(e,m) =
2N

πs1
√

1− 2
3m2

× exp

(
−Nm2

2
−

N
(
e − 1

8m2)2
2s2

1
(
1− 2

3m2
))
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Расчёт магнитной восприимчивости, β � 1

M(T ,B) =

∫∫
M f (E ,M,T ,B) dE dM

f (E ,M,T ,B) =
1

Z (T ,B)
g(E ,M) exp

(
−E −MB

kT

)
Z (T ,B) =

∫∫
g(E ,M) exp

(
−E −MB

T

)
dE dM

Безразмерные T и B =⇒ t = kT/J1; β = gµB/2J1

P(t, β) =

∫∫
mg(e,m) exp

(
−e −mB

t

)
dt dm

Z (t, β) =

∫∫
g(e,m) exp

(
−e −mB

t

)
dt dm; =⇒ M =

gµN
2

P
Z
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Расчёт магнитной восприимчивости, закон Кюри-Вейсса

g(e,m) =
2N

πs1
√

1− 2
3m2

× exp

(
−Nm2

2
−

N
(
e − 1

8m2)2
2s2

1
(
1− 2

3m2
))

P(t, β) =

∫∫
mg(e,m) exp

(
−e −mB

t

)
dt dm

Z (t, β) =

∫∫
g(e,m) exp

(
−e −mB

t

)
dt dm; =⇒ M =

gµN
2

P
Z

χ =
1
V
∂M
∂B

=
g2µ2n
4J1

∂m
∂β

=
g2µ2n
4J1

(
1
Z
∂P
∂β
− P

Z 2
∂Z
∂β

)
χ =

g2µ2n

4J1(t + 1
4 +

2s2
1

3t )
; =⇒ 1

χ
=

4kT + J1

g2µ2n
+

8σ2
1

3g2µ2nkT

σ2
1/J1

2 � 1; kT > J1; =⇒ 1
χ

=
4k(T + Tc)

g2µ2n
; Tc = J1/4k
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Проверка 2: квантовая цепочка спинов

Ĥ =
1
2

∑
i

J0~̂Si ~̂Si+1 − gµB
∑

i

Ŝzi

Средняя энергия

E =
1
4
NJ0

(
m2 +

m2

N
− 1

N
+ O

(
1

N2

))
Дисперсия

σ2 = E 2 − E 2
=

1
16

NJ2
0

(
3− 4m2 + m4 +

2− 6m2 + 4m4

N
+ O

(
1

N2

))
Н.А. Богословский, П.В. Петров, Н.С. Аверкиев, “Метод плотности
состояний для расчёта магнитных свойств квантовой спиновой
цепочки”, Физика Твердого Тела (принято к печати)
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Плотность состояний g(E ,M) для цепочки из 16 спинов
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Магнитная восприимчивость χ для цепочки из 16 спинов
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Сравнение с экспериментом: χ в малых полях
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Случай сильных полей

Другое приближенное выражение для биномиального коэффициента

CN
N(1−m)

2
=

√
2
πN

1√
1−m2

exp (Np(m))

p(m) = ln 2− 1−m
2

ln(1−m)− 1 + m
2

ln(1 + m)

Z (t, β) =

√
N
2π

∫
dm√
1−m2

exp

(
N
(

p(m) +
s2
1 (3− 2m2 −m4)

6t2 − m2

8t
+
βm
t

))

Чтобы найти m, необходимо численно решить трансцендентное уравнение

− 2s2
1m0

3t2 − 2s2
1m3

0

3t2 − m0

4t
+
β

t
+

1
2

ln

(
1−m0

1 + m0

)
= 0
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Сравнение с экспериментом: намагниченность в сильных полях
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Заключение

Методом плотности состояний исследованы магнитные свойства
системы водородоподобных примесей с учётом обменного
взаимодействия между ними
Получены аналитические формулы для вычисления магнитной
восприимчивости в малых полях и температурах T > J, а так же
выражения для намагниченности в сильных полях
Посредством сравнения с экспериментальными данными получена
зависимость доли локализованных электронов в полупроводнике
при концентрациях близких к переходу металл-диэлектрик
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