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Приведены результаты исследования эффектов самовоздействия магнитостатических волн в 2D-структуре,
состоящей из двух ферромагнитных пленок, на основе численного решения системы двумерных нели-
нейных уравнений Шредингера. Проанализированы основные особенности этих эффектов по сравнению
с аналогничными эффектами в 2D-структуре на основе одной пленки и рассмотрена возможность
использования связанных структур для управления формированием 2D-нелинейных волновых пучков и
пакетов магнитоститических волн.
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1. Введение

В настоящее время интерес представляют исследо-
вания нелинейных эффектов самовоздействия волн в
различных средах на основе решения системы связанных
нелинейных уравнений Шредингера (НУШ). Следует
отметить, что такие исследования играют важную роль
прежде всего в задачах нелинейной оптики, в которых
необходимо учитывать взаимодействия компонент с раз-
ной поляризацией в двулучепреломляющих волоконных
световодах или взаимодействие между волнами с раз-
личными частотами. Система связанных НУШ в этом
случае позволяет описать такие эффекты, как изменение
поляризации слабого сигнала при прохождении через
нелинейный диэлектрик (керровский затвор), поляриза-
ционная неустойчивость, измерение формы импульса за
счет зависимости коэффициента пропускания от мощ-
ности, обмен энергией между связанными солитонами
и т. д. [1]. Задачи, приводящие к системе связанных
НУШ, встречаются также в гидродинамике, физике плаз-
мы, вакуумной и твердотельной электронике и других
областях [2–7]. Такие задачи играют принципиальную
роль в случае, когда в среде имеет место распростра-
нение сигнала, содержащего несколько спектральных
компонент [1,6], или в случае необходимости учета
взаимодействия прямой и отраженной волн [3].
Особый интерес такие исследования представляют в

случае магнитостатических волн (МСВ), распростра-
няющихся в ферромагнитных пленках, так как нели-
нейные эффекты самовоздействия, обусловленные мо-
дуляционной неустойчивостью волн, здесь проявляются
при сравнительно небольших уровнях мощности [8–10].
В частности, система связанных НУШ использовалась
в [11] для описания поведения МСВ при одновременном
возбуждении двух сигналов на разных частотах.
Новые возможности управления эффектами самовоз-

действия МСВ возникают при использовании в качестве

волноведущих систем многослойных ферромагнитных
структур, например структур, состоящих из двух и более
ферромагнитных пленок, разделенных диэлектрически-
ми слоями [12–17]. В таких структурах за счет связи
между ферромагнитными слоями существенно меняются
свойства спиновой подсистемы и дисперсионные харак-
теристики МСВ [18], что также влияет на характер
модуляционной неустойчивости волн [12,16,17].
Необходимо отметить, что в работах [12–17], где

исследовалось влияние связи на эффекты самовоздей-
ствия МСВ в ферромагнитных структурах, рассматри-
валась одномерная задача. Одномерная задача соответ-
ствует возбуждению МСВ в безграничной ферритовой
структуре антенной с длиной, много большей дли-
ны волны. Однако определенный интерес представляет
также исследование нелинейных явлений в двумерных
ферромагнитных структурах, в которых имеет место
распространение 2D-волновых пучков и пакетов МСВ.
Учет конечной ширины структуры позволяет проанали-
зировать эффекты, связанные с отражением волны от
поперечных границ пленки. Применительно к одиночной
ферромагнитной пленке результаты таких исследований
приведены в [10,29,20], где, в частности, показана воз-
можность формирования 2D-солитонов обратных объем-
ных МСВ [20].
Настоящая работа посвящена исследованию особен-

ностей эффектов самовоздействия магнитостатических
волн в 2D-структуре, состоящей из двух ферромаг-
нитных пленок, на основе численного решения систе-
мы двумерных НУШ.1 Необходимо подчеркнуть, что
используемая в работе система уравнений имеет ряд
существенных отличий от аналогичных систем уравне-

1 В [21,22] на основе решения системы двумерных связанных НУШ
была показана возможность формирования 2D-оптических солитонов.
Однако экспериментально формирование таких солитонов не было
обнаружено, так как для оптических сред дифракция значительно
превосходит дисперсию [1].
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ний, используемых для анализа нелинейных эффектов в
других средах [1–7,21,22].

2. Модель и основные уравнения

Исследуемая связанная структура, состоящая из двух
ферромагнитных пленок 1 и 2 толщиной d1 и d2,
разделенных слоем диэлектрика толщиной d, показана
на рис. 1. Возбуждение МСВ производится антенной
длиной a , расположенной в плоскости (x , y). Магнитное
поле H0 направлено вдоль оси y , касательно поверх-
ностям пленок и ортогонально возбуждающей антенне.
При такой геометрии структуры в плоскости (x , y) будет
распространяться обратная объемная магнитостатиче-
ская волна (ООМСВ) [18]. Этот тип волн обладает
аномальной дисперсией и, как показано в [8], является
модуляционно неустойчивым в продольном и попереч-
ном направлениях.

Согласно модели двухслойной ферромагнитной струк-
туры, описанной в [14,15], будем предполагать, что
взаимное влияние магнитостатических волн в каждой
из пленок осуществляется через высокочастотные маг-
нитные поля (связь носит чисто электродинамический
характер). Это позволяет в уравнениях движения для
вектора намагниченности и уравнениях магнитостатики
эффективные магнитные поля H1,2 в каждой пленке 1
или 2 представить следующим образом:

H1,2 = H0
1,2 + h1,2 + Dh2,1, (1)

где h1,2 — переменные ВЧ-магнитные поля, H0
1,2 —

постоянные компоненты, D — коэффициент связи меж-
ду слоями. Значение D можно рассчитать на основе
линейной теории (см., например, [18]): D = exp(−2kd),
где k — постоянная распространения волны в системе.

Допустим также, что нелинейные свойства МСВ в
каждой пленке определяются только величиной пе-
ременной намагниченности этой пленки. Нелинейные
свойства МСВ обусловлены изменением продольной
компоненты магнитного момента My1,2 , которое для

Рис. 1. Схематическое изображение исследуемой ферромаг-
нитной структуры.

каждого слоя задается в виде [14]

My1,2 ≈ M01,2(1− |m1,2|2), (2)

где m1,2 — переменные намагниченности в пленках 1
и 2 соответственно, значения которых определяются ВЧ-
магнитными полями как одной, так и другой пленки.
Важной особенностью рассматриваемых связанных

ферромагнитных структур является расщепление дис-
персионной кривой, относящейся к МСВ в одиночной
пленке, на две, соответствующие двум нормальным
волнам в структуре — быстрой и медленной — с волно-
выми векторами k f ,s [18]. Таким образом, при заданной
частоте ω в структуре распространяются две волны с
различными фазовыми и групповыми скоростями.
На основе сделанных предположений с учетом со-

отношений (1) и (2), связи между ВЧ-компонентами
намагниченности mx1,2 и mz 1,2 и в соответствии с ме-
тодикой, изложенной в [14,15], можно получить систе-
му нелинейных уравнений для амплитуд огибающих
быстрой и медленной волн ВС-намагниченности ϕ f ,s .
Эта система в отличие от [14,15] описывает двумерную
модель, при этом предполагается, что k f ,s

y � k f ,s
x , т. е.

величина груповой скорости V f ,s = ∂ω

∂k f ,s
y
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где A f ,s
x = ∂2ω

∂(k f ,s
x )2

— коэффициенты дифракционного
расплывания в поперечном направлении для
быстрой и медленной волн соответственно,

A f ,s
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— коэффициенты, характеризующие нели-

нейность и зависящие от параметров пленок и величины
связи D; α f ,s — параметр диссипации. Во всех
приведенных выше соотношениях индекс f относится
к быстрой волне с k = k f , а индекс s — к медленной
волне с k = ks . Комплексные амплитуды нормальных
волн ϕ f ,s связаны с амплитудами волн в каждой из
пленок ϕ1,2(x , y, t) следующим соотношением:

ϕ f ,s (x , y, t) = N
(
ϕ2,1(x , y, t) ± S1,2ϕ1,2(x , y, t)

)
, (4)

где N и S1,2 — коэффициенты, значение которых
определяются относительными параметрами пленок;
если пленки одинаковые, то N = S1,2 = 1 [17].

Физика твердого тела, 2010, том 52, вып. 1



78 Е.Н. Бегинин, М.А. Морозова, Ю.П. Шараевский

Система (3) содержит ряд отличий от аналогичных
систем НУШ, применяемых для анализа нелинейных
явлений в других средах и структурах (см., напри-
мер, [2–7,21,22]). Прежде всего полученная система
относится к структуре, в которой существуют две волны,
распространяющиеся с разными групповыми скоростя-
ми. Наличие двух таких волн приводит к появлению пе-
рекрестных нелинейных комплексно-сопряженных чле-
нов в уравнениях (3), значение которых определяется
коэффициентами B f

s , Bs
f . Для рассматриваемой ферро-

магнитной структуры коэффициенты в (3) определяются
не только дисперсией МСВ, но и величиной связи,
от которой существенным образом зависят, и могут
меняться в очень широких пределах [14,15]. Кроме того,
в уравнениях (3) учитывается дифракционное расплыва-
ние МСВ в поперечном направлении, а также затухание
в ферромагнитных пленках, что принципиально для
анализа поведения огибающей МСВ. При ϕ f = 0 (или
ϕs = 0) уравнения (3) описывают поведение ампли-
туды огибающей различных типов МСВ в одиночной
ферромагнитной пленке и совпадают с аналогичными
уравнениями в [8,10,19,20]. Знаки коэффициентов A и B
в этом случае определяют устойчивость (AB < 0) или
неустойчивость (AB > 0) амплитуды огибающей [8].

3. Результаты численного
исследования

На основе полученной модели проводились иссле-
бования особенностей нелинейных волновых процессов
и эффектов самовоздействия при возбуждении МСВ в
двумерных связанных ферромагнитных структурах.

Граничные условия в продольном направлении задава-
лись в виде

ϕ f ,s (x , 0, t)=

⎧⎨
⎩
ϕ0 f ,s (t)ρ(x), |x | ≤ a/2,

0, |x | > a/2,
ϕ(x , Ly , t)=0,

(5)
где Ly , Lx — длины ферромагнитной структуры в на-
правлениях y и x соответственно, a — длина возбу-
ждающей антенны, ϕ0 f ,s (t) — временна́я зависимость
амплитуд огибающей быстрой и медленной волн на
входе в систему (при y = 0).
Распределение амплитуды волны в (5) в поперечном

направлении ρ(x) при y = 0 при расчетах выбиралась
как

ρ(x) =

{
cos

(
πx
a

)
, |x | ≤ a/2,

0, a/2 < |x | ≤ Lx/2.
(6)

Граничные условия в поперечном направлении x зада-
вались в виде „магнитной стенки“, т. е. ϕ(−Lx/2, y, t) =
= ϕ(Lx/2, y, t) = 0.

Начальные условия для решения системы (3) при
t = 0 имели вид

ϕ f ,s (x , y, 0) =

⎧⎨
⎩
ϕ0 f ,sρ(x), y = 0,

0, 0 < y < Ly , |x | ≤ Lx/2.
(7)

где ϕ0 f .s — значение амплитуд огибающей волн на входе
в систему в момент t = 0.
Анализ проводился для пленок толщиной d1 = d2

=7.2μm с намагниченностью насыщения 4πM0=1750G
и длиной Ly = 4 cm, помещенных во внешнее магнитное
поле H0 = 1391Oe, для которых в [19,20] приведены
результаты численного исследования нелинейных
эффектов cамовоздействия при возбуждении дипольных
ООМСВ на частоте f = 5.82GHz с волновым числом
k = 63 cm−1 в одиночных ферромагнитных пленках
железо-иттриевого граната. Коэффициенты в системе (3)
рассчитывались из дисперсионного соотношения для
связанных дипольных ООМСВ [18], распространя-
ющихся в структуре из двух одинаковых пленок с
приведенными выше параметрами. Значение параметра
связи D в такой системе лежит в пределах от D = 0
(при d → ∞) до D = 1 (при d = 0 для пленки удвоенной
толщины). Расчеты проводились при фиксированной
величине связи D = 0.4, что соответствует толщине
диэлектрического промежутка d = d1 = d2 = 7.2μm.
Значение параметра связи выбиралось таким образом,
чтобы пороги нелинейных эффектов на быстрой и
медленной волнах различались незначительно. Коэффи-
циенты для быстрой и медленной волн в системе (3)
при выбранных величинах параметров структуры
имеют следующие значения: V f = 4.25 · 106 cm/s, V s =
2.75 · 106 cm/s, A f

y =3.41 · 103 cm2/s, As
x =2.14 · 105 cm2/s,

As
y = 2.47 · 103 cm2/s, As

x = 2.12 · 105 cm2/s, B f
f = Bs

s

= B f
s = Bs

f = −7.3 · 109 s−1. Для наглядности представ-
ления результатов численного расчета далее анали-
зируются только результаты, относящиеся к случаю
отсутствия потерь в системе, т. е. α f ,s = 0.
Если в структуре возбуждается одна нормальная мода

(либо быстрая, либо медленная), то поведение огибаю-
щей в этом случае, как указывалось выше, аналогично
поведению огибающей в одиночной пленке, но коэффи-
циенты в уравнениях будут зависеть от величины связи.
Возбуждение одной нормальной моды возможно, если
в обе пленки подать сигналы ϕ01,2 одинаковой амплиту-
ды ϕ0 либо в фазе — для возбуждения быстрой волны
(в этом случае ϕ01 = ϕ02 = ϕ0, ϕ0 f = 2ϕ0, ϕ0s = 0), либо
в противофазе — для возбуждения медленной волны
(ϕ01 = −ϕ02 , ϕ0 f = 0, ϕ0s = 2ϕ0). В этих ситуациях, как
показано в [19,20], при амплитуде входного сигнала
выше некоторого порогового значения, достаточного
для развития процессов самовоздействия, имеет место
формирование одного или нескольких самоподдержива-
ющихся 2D-импульсов, а при возбуждении структуры
непрерывным сигналом — формирование одного или
нескольких стационарных волноводных каналов.
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Рис. 2. Эволюция огибающей в пленке 1 при импульсном
возбуждении двух нормальных волн в структуре, a = 0.25 cm,
Lx = 1 cm. a — распределение амплитуды огибающей |ϕ1| в
плоскости (x, y) в момент времени t = 200 ns при ϕ0 = 0.01;
b — линии равного уровня |ϕ1| при ϕ = 0.09 в различные
моменты времени.

Если в структуре возбуждаются две нормальные вол-
ны, быстрая и медленная, то для описания поведения
огибающей необходимо использовать полученную выше
систему уравнений (3). Возбуждение двух волн (ϕof �= 0,
ϕ0s �= 0) возможно, если подавать сигнал только в
одну пленку (например, ϕ01 = 2ϕ0, ϕ02 = 0, при этом
ϕ0 f = ϕ0s = ϕ0). Основные особенности волновой эво-
люции в этом случае в отличие от поведения МСВ
в одиночной пленке или рассмотренного выше случая
возбуждения одной моды будут обусловлены в первую
очередь существованием двух нормальных волн с раз-
личными скоростями (V f и V s) в связанной структуре.
Рассмотрим сначала случай импульсного возбужде-

ния, результаты для которого представлены на рис. 2, 3.
Функция ϕ0 f ,s (t) при y = 0 задавалась в виде

ϕ0 f ,s (t) =

{
ϕ0, 0 ≤ t ≤ Tp,

0, t > Tp.

Расчеты проводились для возбуждения длительностью
Tp = 100 ns. При амплитуде выше некоторого порогово-
го значения имеет место формирование 2D-импульсов
как на быстрой, так и на медленной волне. На рис. 2, a
представлены результаты расчета |ϕ1| для случая, когда
импульс амплитудой ϕ0 = 0.01 первоначально подается
только в пленку 1. На каждой из волн формируется
по одному 2D-импульсу, причем эти импульсы имеют
различные скорости и параметры из-за разных коэффи-
циентов дисперсии и нелинейности нормальных волн.
Напомним, что амплитуды огибающих волн в пленках 1
и 2 ϕ1,2 и амплитуды нормальных волн ϕ f ,s связаны
соотношением (4), поэтому аналогичные импульсы фор-
мируются и в пленке 2. С течением времени расстояние
между импульсами увеличивается, т. е. импульсы „раз-
бегаются“. Таким образом, если первоначально импульс
подавался в пленку 1, то с течением времени сигнал
делится между пленками, затем характер волновой эво-
люции в пленках 1 и 2 становится идентичным.
С увеличением амплитуды входного сигнала в одиноч-

ной пленке наблюдается увеличение числа импульсов,
формирующихся и „разбегающихся“ в поперечном на-
правлении (по ширине пленки) [20]. Наличие двух волн
в связанной структуре приводит к тому, что один им-
пульс (например, первоначально подаваемый в пленку 1)
распадается не только в поперечном направлении, но
и в продольном (за счет формирования импульсов на
каждой из двух волн, движущихся в продольном направ-
лении с разными групповыми скоростями). В результате,
как видно из рис. 2, b, на котором представлена эволю-
ция входного импульса в разные моменты времени t,
одиночный входной импульс разделяется на шесть им-
пульсов (t = 150 ns), причем три „передних“ импульса
соответствуют быстрой моде, а три „задних“ — медлен-

Рис. 3. Амплитуда огибающей |ϕ1| при a = Lx = 0.25 cm в
различные моменты времени. ϕ0 = 0.09.
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Рис. 4. Линии равного уровня амплитуды огибающей в
пленках 1 и 2 при возбуждении двух волн в структуре непре-
рывным сигналом в момент времени t = 200 cm. a = 0.25 cm,
Lx = 1 cm. ϕ0 = 0.005 (a) и 0.06 (b).

ной моде. С течением времени (t = 200 ns) „передние“
и „задние“ импульсы „разбегаются“. В пленке 2, в
которую сигнал на вход не подавался, будет иметь место
аналогичная картина.
Эволюция импульсов в плоскости (x , y) сильно за-

висит от ширины структуры. С уменьшением попереч-
ных размеров (будет существенно сказываться влияние
границ) можно реализовать ситуацию, когда импульсы
расположены только вдоль пленки (в направлении рас-
пространения волны), как показано на рис. 3. Причем
часть импульсов будет соответствовать быстрой волне
и „убегать“ вперед (первые два импульса на рис. 3 при
t = 200 ns), а часть — медленной волне и „отставать“
(последний импульс). Заметим, что в одиночной пленке
все сформировавшиеся импульсы будут двигаться вдоль
пленки с одинаковой скоростью.
Перейдем к анализу результатов, относящихся к воз-

буждению системы непрерывным сигналом. В этом слу-
чае на каждой нормальной волне должны формироваться
волноводные каналы, которые по аналогии с импульсами
должны иметь различные скорости и параметры (из-за
разных коэффициентов дисперсии и нелинейности нор-

мальных волн). При малой амплитуде входного сигнала,
близкой к порогу самофокусировки, размеры каналов
на быстрой и медленной волнах различаются слабо
(см. результаты, представленные на рис. 4). Основную
роль в волновой эволюции в этом случае играет разница
групповых скоростей. Если сигнал первоначально пода-
ется в пленку 1, то через некоторое время t разница в
групповых скоростях быстрой и медленной волн приве-
дет к формированию в пленке 2 между передними фрон-
тами быстрой и медленной волн возмущения длиной
(Vf −Vs)t (рис. 4, a). Возмущение с течением времени
будет „растягиваться “ и сноситься к концу структуры.
После того как возмущение снесется к концу структуры,
весь сигнал будет сосредоточен в пленке 1. При бо́льших
амплитудах входного сигнала каналы, формирующиеся
на каждой из волн, имеют не только разные скорости,
но и различные характерные размеры, а также может
быть различным число каналов на каждой из волн.
Совместное распространение быстрой и медленной волн
в этом случае приведет к формированию стационарного
канала не только в пленке 1, но и в пленке 2 (в которую
сигнал первоначально не подавался), как показано на
рис. 4, b для ϕ0 = 0.06.
При дальнейшем увеличении амплитуды входного

сигнала энергия основного волнового пучка, возбужда-
емого в пленке 1, делится уже между тремя волновыми
пучками, распространяющимися в волноводном режиме
под некоторым углом, как видно из рис. 5 (причем как
в пленке 1, так и в пленке 2). Следовательно, можно
сделать вывод, что существование двух волн в связанной
структуре и различный характер их нелинейной само-
фокусировки приводит к тому, что сигнал большой ам-
плитуды, подаваемый только в одну из пленок, делится
между пленками, а сигнал с небольшой амплитудой —
не перекачивается в другую пленку.

Рис. 5. Распределение амплитуд огибающих в пленках 1 (|ϕ1|)
и 2 (|ϕ2|) в плоскости (x, y) t = 200 ns при возбуждении
двух нормальных волн в структуре непрерывным сигналом.
a = 0.25 cm, Lx = 4 cm, ϕ0 = 0.09.
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Рис. 6. Эволюция огибающей в плоскости (x, y) при
a = Lx = 0.25 cm. a — распределение амплитуд огибающих
в пленках 1 и 2 при t = 200 ns; b — линии равного уровня
амплитуды огибающей |ϕ2| в пленке 2 в различные моменты
времени.

Ограничение поперечных размеров пленки приводит
к отражению волн от границ. В результате как в оди-
ночной пленке, так и в связанной структуре создается
симметричное распределение минимумов и максимумов
амплитуды огибающей по ширине пленки. Однако если
ширина пленки близка к размерам возбуждающей антен-
ны, то в одиночной пленке имеет место волноводное рас-
пространение сигнала с шириной волнового фронта, сов-
падающей с шириной пленки. Если ширина пленки нена-
много больше характерного размера „фокусного пят-
на“ (под „фокусным пятном“ будем понимать область,
в которой пучок испытывает максимальное сжатие в
поперечном направлении), наблюдается стационарная

последовательность импульсов в пленке 2 (в которую
сигнал первоначально не подавался), как показано на
рис. 6. Образующие стационарную последовательность
импульсы остаются практически неподвижными, с те-
чением времени только увеличивается число импульсов
вдоль пленки 2.

4. Заключение

В работе на основе численного решения системы
двух нелинейных уравнений Шредингера, описываю-
щих поведение огибающей магнитостатической волны
в 2D-структуре, состоящей из двух ферромагнитных
пленок, проанализированы основные особенности нели-
нейных двумерных эффектов, обусловненных наличием
связи в структуре.
Отмечены следующие наиболее интересные особен-

ности этих эффектов по сравнению с аналогичными
эффектами в одиночной 2D-структуре.
1) При амплитуде входного сигнала, соответствующей

формированию одного стационарного 2D-импульса в
одиночной пленке, наблюдается формирование двух 2D-
импульсов на быстрой и медленной волнах, распростра-
няющихся с различными скоростями.
2) При возбуждении непрерывным сигналом различ-

ный характер самофокусировки для быстрой и мед-
ленной волн приводит к зависимости эффективности
перекачки сигнала из одной пленки в другую от ам-
плитуды сигнала (возникает „нелинейная связь“). Для
сигналов большой амплитуды происходит интенсивная
перекачка сигнала из одной пленки в другую, а для
малой амплитуды перекачка отсутствует.
3) Отражение быстрой и медленной волн от попереч-

ных границ пленок дает сложную интерференционную
картину поведения огибающей в обеих пленках. При
этом, если ширина антенны равна ширине пленки и
близка к размерам „фокусного пятна“, возможно созда-
ние стационарной последовательности импульсов вдоль
второй пленки.
Необходимо подчеркнуть, что полученные в рабо-

те результаты, связанные с особенностями эффектов
самовоздействия, относятся к случаю фиксированной
связи (D = const). В то же время изменение величины
связи в широких пределах, как показано для одномер-
ных аналогичных структур, может приводить к измене-
нию характера неустойчивости магнитостатических волн
(см., например, [17]), что может представлять интерес
также и применительно к 2D-структурам. Это открывает
более широкие возможности управления нелинейными
эффектами в 2D-связанных ферромагнитных пленочных
структурах. Следует также отметить, что в последнее
время определенное внимание уделяется исследованиям,
связанным с волновыми явлениями, в том числе и нели-
нейными, в планарных волноведущих 2D-структурах на
основе магнонных кристаллов [23–25]. Использование
связи в таких структурах, несомненно, может расширить
возможности их применения для разработки перестра-
иваемых магнитным полем нелинейных устройств в
СВЧ-диапазоне.
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