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Рассматривается критическое поведение d-мерного изинговского случайного ферромагнетика, который
в критической области описывается моделью Гинзбурга–Ландау со случайной температурой. Методом
ренормализационной группы вычислены критические температурные зависимости термодинамических
величин, уравнение состояния и спиновая корреляционная функция в точке Кюри. Самыми глубокими
вопросами теории примесных ферромагнетиков являются проблема универсальности и роль сингулярностей
Гриффица.

1. Введение

Критические явления в теории неупорядоченных спи-
новых систем интенсивно изучаются около 40 лет [1–5].
Чистые кристаллы являются скорее исключением из
правила, поскольку примеси обычно всегда присутству-
ют в системе. В настоящее время хорошо извест-
но, что даже небольшое количество дефектов может
радикально изменить критическое поведение модели.
Несмотря на большие усилия теоретиков, эта проблема
остается очень сложным и малопонятным явлением.
Хорошо развитый теоретико-полевой метод ренорм-
группы (РГ), основанный на обычной модели φ4 и
методе (4−ε)-разложения [1], впервые применялся для
изучения неупорядоченных систем в работах Харриса
и Любенского [6,7], а также Хмельницкого [8]. В на-
чале 80-х годов прошлого века братья Доценко [2,4]
стимулировали значительный прогресс в изучении дву-
мерной модели Изинга со случайными связями. Они
установили эквивалентность данной модели и ферми-
онной модели Гросса–Неве в репличном пределе n = 0
и для небольшой концентрации дефектов получили
формулу для теплоемкости C ∼ ln ln τ , где τ = T−Tc

Tc
—

приведенное отклонение от критической температуры.
Однако их результаты относительно асимптотики спино-
вой корреляционной функции на больших расстояниях,
термодинамических величин в критической области и
уравнения состояния в точке Кюри были подвергнуты
сомнению в работах автора [9], Шанкара [10] и Людви-
га [11]. Используя метод РГ и технику бозонизации,
эти авторы показали, что спиновая корреляционная
функция в точке перехода ведет себя так же, как и в
чистой системе (см. также [12]), а критическое пове-
дение термодинамических величин описывается онсаге-
ровскими критическими индексами, модифицированны-
ми медленно меняющимися логарифмическими множи-
телями.

2. Спиновая корреляционная функция.
Дуальность

Гамильтониан модели Изинга (МИ) со случайными
связями на квадратной решетке с периодическими гра-
ничными условиями имеет вид

H = −
N∑

i=1, j=1

[
J1(i, j)s i j s i j+1 + J2(i, j)s i j s i+1 j

]
, (1)

где i, j обозначают индексы на квадратной решетке,
s i j = ±1 — спиновые переменные, J1(i, j) и J2(i, j) яв-
ляются горизонтальными и вертикальными случайными
связями, функция распределения которых имеет вид

P(x) = (1− p)δ(x − J) + pδ(x − J′). (2)

Здесь p — концентрация примесных связей, причем J
и J′ являются положительными; это гамильтониан слу-
чайного ферромагнетика. Заметим, что антиферромаг-
нитные связи, создающие фрастрации и разорванные
связи, приводящие к двусмысленности в определении
матрицы перехода, исключены из настоящего рассмот-
рения. Статистическая сумма системы имеет вид

Z =
∑

exp

(
−H

T

)
, (3)

где гамильтониан H определен в (1), а сумма пробегает
по всем 2N2

возможным спиновым конфигурациям. Ста-
тистическая сумма является следом произведения мат-
риц перехода T̂i [13,14]. Ключевым фактом для нашего
рассмотрения является то, что матрица перехода модели
Изинга со случайными связями является самодуальной
при p = 0.5 [15]! Как обычно, используется метод ре-
плик, где n — число одинаковых реплик первоначальной
модели. Каждая реплика имеет индекс α, α = 1, . . . , n,
для вычисления средней свободной энергии применяется
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элементарное тождество

F̄ = −T lnZ = −T lim
n→0

1
n

(Zn − 1). (4)

Отметим, что вблизи точки Кюри Tc радиус корре-
ляции ξ приближается к бесконечности и поэтому
можно упростить исходный гамильтониан, произведя
предельный переход ax → 0. В результате простых, но
громоздких вычислений получаем 0(n)-симметричный
лагранжиан модели Гросса–Неве (ГН) [2]

L =
∫

d2x
[
iψ̄a ∂̂ψa + m0ψ̄aψa + u0(ψ̄aψa)2

]
, (5)

где γμ = σμ , ∂̂ = γμ∂μ , μ = 1, 2, ψ̄ = ψTγ0 и

m0 ∼ τ =
T − Tc

Tc
, u0 ∼ p. (6)

Здесь m0, u0 являются затравочными массой и констан-
той связи соответственно. Заметим, что, если p � 1,
u0 ∼ p. При концентрации дефектов p = 0.5 и T = Tc

имеем u0 ∼ (J − J′)2. Однопетлевые вычисления в моде-
ли ГН, которая является инфракрасно-свободной, пра-
вильно описывают критическое поведение рассматрива-
емой системы, и уравнения РГ имеют вид

du
dt

= β(u) = − (n − 2)u2

π
,

d lnF
dt

= −γφ̄ψ(u) =
(1− n)u

π
, (7)

u(t = 0) = u0, F(t = 0) = 1, (8)

где u — безразмерная константа связи,

γψ̄ψ(u)

— аномальная размерность составного оператора ψ̄aψa ,
который является оператором плотности энергии ε(x).
Здесь t = ln �

m , � = 1
a есть ультрафиолетовое обрезание,

a и m являются постоянной решетки и перенормиро-
ванной массой. Здесь F — функция Грина со вставкой
нулевого внешнего импульса

F =
dm
dτ

=
∫

d2xd2y〈ψ̄(x)ψ(y)ψ̄(0)ψ(0)〉. (9)

Решения этих уравнений позволяют найти температур-
ные зависимости корреляционного радиуса ξ и теплоем-
кости C в асимптотической области t → ∞, n = 0 [2]

u =
π

2t
, F ∼ t−

1
2 , (10)

ξ = m−1 ∼ τ −1

[
ln

1
τ

] 1
2

, (11)

C ∼
∫

dt F(t)2 ∼ ln ln
1
τ
. (12)

Таким образом, критическое поведение примесной МИ
описывается изинговской фиксированной точкой, что

подтверждается большим количеством численных рас-
четов [16].

МИ обладает дуальными свойствами в размерностях
d = 2, 3, 4 [17]. Двумерная система является самодуаль-
ной, т. е. исходная модель может быть переписана на
дуальной решетке, но с другой температурой T ∗

th

(
J

T∗

)
= exp

(
−2J

T

)
. (13)

Замечательно, что в специальном случае половинной
концентрации примесных связей p = 0.5 дуальность на-
кладывает сильные ограничения, в частности, на вели-
чину температуры Кюри Tc случайного ферромагнетика,
которая является единственной [15]! Дуальность отража-
ет глубокие свойства симметрии МИ [17] (см. также [3]).
Температура Кюри находится из уравнения дуально-
сти (13).

3. Критические восприимчивость
и намагниченность

Для вычисления температурных зависимостей воспри-
имчивости, спиновой корреляционной функции (КФ) и
уравнения состояния в точке перехода Tc в 2D МИ
наиболее эффективным методом является бозонизация.

Лагранжиан случайной МИ имеет вид

L =
∫

d2x
{

iψ̄∂̂ψ +
[
m0 + τ (x)

]
ψ̄ψ

}
, (14)

где ψ — майорановский спинор, а τ (x) — случайное
гауссово поле

P[τ (x)] ∼ exp

{
− 1
2u0

∫
d2x [τ (x)]2

}
,

〈τ (x)τ (y)〉 = u0δ(x − y). (15)

Фактически действие (14) описывает свободные ферми-
оны, движущиеся в случайном поле τ (x), которое со-
ответствует локальным флуктуациям критической тем-
пературы Tc случайного ферромагнетика. После при-
менения метода реплик и интегрирования по „всем
возможным“ конфигурациям поля τ (x) мы получаем
модель ГН (5). Технически удобнее вычислять квадрат
спиновой КФ, используя дираковские спинорные по-
ля [18]

G(x − y) = 〈σ (x)σ (y)〉. (16)

В итоге имеем континуальный интеграл по бозонному
полю φ квантовой модели синус-гордон [19]

G(x − y)2 = Z−1 1
2π2a2

∫
Dφ sin

(√
4πφ(x)

)

× sin
(√

4πφ(y)
)
exp{−S}, (17)

S =
1
2

∫
d2x

{
(∂μφ)2 +

2m0

πa
cos(

√
4πφ)

}
, (18)
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Z =
∫

Dφ exp{−S}. (19)

В точке перехода m0 = 0 континуальный интеграл стано-
вится гауссовым, и безмассовая КФ легко вычисляется с
помощью абелевой аномалии

G(x − y) ∼ |x − y |− 1
4 (20)

(см. [19,20]). Температурные зависимости однородной
восприимчивости и намагниченности имеют вид

χ ∼ ξ2−η ∼ τ − 7
4

[
ln

1
τ

] 7
8

, (21)

M ∼ ξ
η

2 ∼ (−τ )
1
8

[
ln

1
−τ

] 1
16

. (22)

Уравнение состояния в точке перехода имеет такой же
вид, как и у Онсагера,

H ∼ M
4+η
η ∼ M15. (23)

Как было отмечено выше, все критические индексы
примесной МИ совпадают с онсагеровскими с логариф-
мическими множителями (см. также [21,22]).

4. Критические индексы d-мерной
системы

Гамильтониан Гинзбурга–Ландау для d-мерной моде-
ли Изинга имеет обычный вид

H =
∫

ddx

{
1
2

(∂μφ)2 +
1
2

m2
0φ

2 +
1
8

u0(φ2)2
}
, (24)

где φ — n → 0-компонентный параметр порядка,
m2

0 ∼ τ , 0 < u0.
Методом РГ [1] были получены асимптотические

пятипетлевые разложения для критических индексов,
вычислены критические индексы [23]. Однако оказалось,
что они в отличие от чистых кристаллов не являют-
ся знакопеременными и, по-видимому, несуммированы
по Борелю.

В трехмерной МИ с замороженным беспорядком име-
ющиеся теоретические результаты и численные расчеты
методом Монте-Карло (МС) показывают, что изингов-
ская фиксированная точка является устойчивой [5,23],
а значения критических индексов близки к современ-
ным оценками [5]. Интересно, что эту точку зрения
поддерживают и другие МС-результаты, полученные
исследователями из Франции, Англии и Германии [24]
и группой итальянских физиков [25]. Фазовый переход
принадлежит классу универсальности трехмерной МИ
со случайными связями со следующими критическими
индексами:

ν = 0.682(3); η = 0.036(1), (25)

что находится в согласии с известными оценками [5].

5. Сингулярности Гриффица

Несмотря на значительные успехи в исследовании
критических явлений в примесных системах, многие
эксперты относятся к ним довольно скептически. Основ-
ная причина заключается в том, что они получены в
рамках обычной теории возмущений, которая не может
принять во внимание непертурбативные эффекты, в
частности сингулярности Гриффица [26].

Сама проблема сингулярностей Гриффица фактически
возникла из теоремы Ли и Янга, посвященной теории
фазовых переходов [27]. Они показали, что в случае МИ
все нули большой функции распределения Z как функ-
ции активности z = exp

(
i μ

T

)
в термодинамическом пре-

деле расположены в комплексной плоскости на окруж-
ности единичного радиуса. Статистическая сумма Z(h)
как функция внешнего магнитного поля имеет непре-
рывное распределение нулей на мнимой оси комплекс-
ного параметра h = x + iy . В парамагнитной фазе это
распределение начинается на некотором расстоянии δy
от мнимой оси, поэтому свободная энергия является ана-
литической функцией вещественного магнитного поля h.
Когда температура приближается сверху к точке пере-
хода T → Tc + 0, указанное расстояние δy сжимается до
нуля, поэтому распределение нулей касается реальной
оси в точке Кюри. Таким образом, свободная энергия
перестает быть аналитической функцией h.

Основная идея Гриффица состоит в том, что в слу-
чайном ферромагнетике выше точки ферромагнитного
перехода всегда имеется конечная вероятность найти
произвольно большой ферромагнитный кластер. Благо-
даря этому намагниченность оказывается неаналитиче-
ской функцией внешнего магнитного поля, что является
строгой математической теоремой. Данное состояние
случайного ферромагнетика не является чисто парамаг-
нитным и называется фазой Гриффица. Сингулярные
(экспоненциально малые) поправки действительно об-
наружены в некоторых случайных системах в высоко-
температурной фазе между полностью разупорядочен-
ным парамагнетиком и магнитоупорядоченным состо-
янием [28,29]. В частности, это проявляется в суще-
ственных отклонениях от обычных скейлинговых соот-
ношений [29]. В стандартном теоретико-полевом подходе
фаза Гриффица, по-видимому, исключена из области, где
имеет место реальный фазовый переход [30–31].

6. Заключение

Ключевой вопрос теории неупорядоченных систем
состоит в том, является ли критическое поведение
примесных ферромагнетиков универсальным.

В настоящее время полный ответ на него отсутствует.
Известно только, что критическое поведение многих
изинговских ферромагнетиков с замороженным беспо-
рядком описывается изинговской фиксированной точкой,
причем, согласно РГ и численным расчетам, это верно
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для двух и, что более удивительно, даже для трех
измерений. В случае d = 2 универсальность критиче-
ского поведения, по-видимому, обеспечивает дуальная
симметрия Крамерса–Ваннье при p = 0.5.

Автор признателен сотрудникам физического факуль-
тета Университета г. Авейро, где была выполнена значи-
тельная часть работы, за приглашение, гостеприимство
и поддержку, очень благодарен А.И. Соколову (ЛЭТИ),
W. Janke (Leipzig), G. Jug (Como), F. Mendes (Aveiro),
коллегам из ФТИ С.А. Ктиторову, А.В. Гольцеву,
С.Н. Дороговцеву и А.Н. Самухину за многочисленные
полезные обсуждения.
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