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Определены параметры внешних стабилизирующих инерциальных воздей-
ствий на фрактальный осциллятор, позволяющие обеспечить требуемую моду
его поведения. Показано, что возвращающая сила в рассматриваемом нелиней-
ном фрактальном осцилляторе (1) зависит не только от квадрата амплитуды
внешнего гармонического воздействия, но и от знакопеременного сомножителя.

Обеспечение необходимых режимов поведения (регулярных или сто-
хастических) многомодовых динамических систем (ДС) и заданных на-
правлений процессов формирования многомодовых фрактальных струк-
тур требует определения параметров внешних стабилизирующих воз-
действий. Условие малости связей между отдельными модами позволяет
формализовать математическое представление многомодовых ДС набо-
ром обобщенных нелинейных (для нелинейных ДС) или фрактальных
(для фрактальных ДС) осцилляторов [1]. В рамках представления мно-
гомодовых ДС набором связанных обобщенных осцилляторов обеспече-
ние заданного режима поведения многомодовых систем требует анализа
стабилизирующего воздействия на обобщенный осциллятор. Одним из
эффективных видов стабилизирующих воздействий на многомодовую
динамическую систему является инерциальное воздействие (ИВ) [2].
Анализ периодического во времени инерциального воздействия на
нелинейный осциллятор, проведенный в работах [2,3] методом Капицы,
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позволил получить нетривиальные результаты, на основании которых
были предложены эффективные методы стабилизации сложных дина-
мических систем, поведение которых описывается подобными уравне-
ниями. В то же время необходимость обеспечения требуемой моды
поведения (заданного режима поведения) многомодовых фрактальных
систем требует проведения аналогичных исследований для нелинейных
фрактальных осцилляторов.
Цель настоящей работы состоит в определении параметров внешних

стабилизирующих инерциальных воздействий на фрактальный осцилля-
тор, обеспечивающих требуемую моду его поведения.
Дифференциальное уравнение фрактального осциллятора имеет вид

Dα
Ttx + f (x , α) = F(x , t), (1)

при начальных условиях

Dα−k x
∣∣
t=+0 = bk , k = 1, 2. (2)

Здесь F(x , t) — нелинейная функция, учитывающая внешние (флукту-
ационные и стабилизирующие) воздействия на рассматриваемую моду;
bk — постоянные величины; Dα

Tt — оператор дробного дифференциро-
вания порядка α [4,5].
Анализ инерциальных воздействий на фрактальный осциллятор (1)

в работе проводился, следуя методике Капицы, при воздействии на
фрактальный осциллятор зависящего от x внешнего гармонического
воздействия вида

F(x , t) =
M∑

k=1

Fk(x) cos(k�t + ϕk),

где M — конечное число членов ряда; ϕk — медленно меняющаяся во
времени фаза k-й гармоники. Наименьшая частота в спектре внешнего
воздействия удовлетворяет условию ω/�� 1, где ω — собственная
частота фрактального осциллятора (1).

Решение уравнения (1) ищется в виде x(t) = X(t) +
M∑

k=1
μkχk(t), где

X(t) и χk(t) меняются соответственно с характерными временами
τ ∼ 2π/ω и Tk ∼ 2π/(�k), а μ ∼ ω/(�k) � 1 для любых значений
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k ∈ {1,M}. Подставляя x(t) в (1), после усреднения за интервал
времени Tk , имеем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Dα
TtX ≈ − f (X , α) +

M∑
k=1

〈
μkχk

∂Fk(x)
∂x

∣∣∣
X
cos(k�t + ϕk)

〉

μkDα
Ttχk ≈ −μkχk

(
∂ f (x , a)

∂x

)
X

+ Fk(X) cos(k�t + ϕk).

(3)

Принципиальное отличие фрактального осциллятора от нелиней-
ного [3] состоит в том, что порядок малости членов уравнения (3)
определяется не только их частотной зависимоcтью, но и зависи-
моcтью от дробного показателя α. Так, если нелинейная функция
имеет вид f (x , α) = ωαxn, где n ∈ Z, то условие малости слагаемого
μkχk(∂ f (x , ν)/∂x)X по сравнению с остальными членами второго урав-
нения системы (3) запишется в виде

nωα

�α
� 1. (4)

При этом членом μkχk(∂ f (x , ν)/∂x)X во втором уравнении системы (3)
можно пренебречь.
Пренебрегая членом μkχk(∂ f (x , ν)/∂x)X во втором уравнении систе-

мы (3) и полагая Fk = akF , выразим из второго уравнения системы (3)
χk и, подставляя полученное выражение в первое уравнение системы,
окончательно имеем

Dα
TtX +

[
f (X , α) −

(
1

�(α)

M∑
k=1

φ(ak) cos
(
απ
2 + ϕk

)
(k�+ dϕk/dt|T )α

)
FX
∂F
∂x

∣∣∣
X

]
= 0, (5)

где φ(ak) — функция от коэффициентов ak , вид которой определяется
числом M .

Важно отметить, что при α → 2 и M = 1 выражение (5) совпадает с
результатом, полученным в работе [3].
В выражении (5) перед слагаемым, пропорциональным квадрату

амплитуды внешних пульсаций, появился коэффициент, зависящий от
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Рис. 1. Результаты численного моделирования выражения (6) при � = 1;
φ(ak) = 1: 1 — M = 1, ϕk = 0; 2 — M = 3, ϕk = (π/4) k; 3 — M = 3,
ϕk = (π/2) k; 4 — M = 3, ϕk = πk .

Рис. 2. Результаты численного решения уравнения (5) для частного случая (7):
α = 1.8; 1 — g(α) = −3; 2 — g(α) = 3.
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показателя дробной степени α, а также � и ϕk :

g(α) =
1

�(α)

M∑
k=1

φ(ak) cos
(
απ
2 + ϕk

)
(k�+ dϕk/dt|T )α

. (6)

За счет выбора � и ϕk возможно обеспечить требуемое значение ко-
эффициента g(α), что позволяет получить требуемый режим поведения
фрактального осциллятора при известном виде нелинейностей F(X),
f (X , α). Для некоторых частных случаев внешнего гармонического
воздействия результаты численного моделирования (6) приведены на
рис. 1.
Для рассмотренных частных случаев рис. 1 величина g(α) является

знакопеременной в зависимости от α и фазы ϕk внешнего воздействия
при � = const. Смена знака g(α) может привести к смене моды
поведения с регулярной на хаотическую (или наоборот), в зависимости
от вида нелинейности. Численное моделирование фрактального осцил-
лятора (5) проводилось для частного случая:

f (X , α) = ωαX ; Fx
∂F
∂x

∣∣∣
X
= bX + b1ψ(X); φ(ak) = 1. (7)

Результаты численного моделирования, представленные на рис. 2,
при b1 → 0 и b > 0 показывают, что при смене знака g(α) про-
исходит смена мод поведения фрактального осциллятора. Причем
при α, � = const и принятых в данной работе допущениях возможно
выбрать параметры ϕk , b внешнего гармонического воздействия таким
образом, чтобы обеспечить требуемый знак g(α) (рис. 2).
Таким образом:
— возвращающая сила в рассматриваемом нелинейном фрактальном

осцилляторе (1) зависит не только от квадрата амплитуды внешних
пульсаций, но и от знакопеременного сомножителя g(α).
— изменение знака g(α) может приводить к смене моды поведения

фрактального осциллятора. Обеспечить требуемый знак коэффициента
g(α) возможно за счет выбора параметров внешнего гармонического
воздействия.
— обеспечить требуемую моду поведения фрактального осциллято-

ра (1) при заданной величине α = const и принятых в данной работе
допущениях возможно за счет предлагаемого в работе выбора парамет-
ров ϕk , b стабилизирующего внешнего гармонического воздействия.
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