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0.1 ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå òîé èëè

èíîé ñèììåòðèè, ïðèñóùåé èçó÷àåìîé ñèñòåìå. Òåîðèÿ àòîìà, íàïðèìåð, èñïîëüçóåò ñôå-

ðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ àòîìíûõ ñèñòåì, ÷òî ïîçâîëÿåò äàæå ïðè èçó÷åíèè ÷ðåçâû÷àéíî

ñëîæíûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ìîäåëåé àòîìà ââåñòè ýôôåêòèâíóþ êëàññèôèêàöèþ ñîñòîÿ-

íèé ïî ïîëíîìó óãëîâîìó ìîìåíòó êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, è ïîëó÷èòü öåëûé ðÿä òî÷íûõ

ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ çàâèñèìîñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ îò

êâàíòîâûõ ÷èñåë óãëîâîãî ìîìåíòà[1, 2]. Òåîðèÿ òâåðäîãî òåëà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé ó ìíîãèõ êîíäåíñèðîâàííûõ ñèñòåì òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè,

ïîçâîëÿþùåé ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áëîõà (ñì., íàïðèìåð, [3, 4, 5]) ââåñòè êëàññèôèêà-

öèþ ñîñòîÿíèé ïî âîëíîâîìó âåêòîðó (êâàçèèìïóëüñó). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñ âûñîêîé

ñòåïåíüþ óáåäèòåëüíîñòè îáîñíîâàòü òâåðäîòåëüíûå ìîäåëè, ñâîäÿùèå ýëåêòðîííîå äâè-

æåíèå â òâåðäûõ òåëàõ ê ìîäåëè èäåàëüíîãî ãàçà ñ ïåðåíîìåðîâàííûì çàêîíîì äèñïåðñèè

îäíî÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà, êîòîðûå (ìîäåëè) ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â ñîâðåìåííîé òåîðèè

êðèñòàëëè÷åñêèõ ìåòàëëîâ, ïîëóïðîâîäíèêîâ è äèýëåêòðèêîâ. Îáà ýòèõ òèïà ñèììåòðèè

(ñôåðè÷åñêàÿ è òðàíñëÿöèîííàÿ) èñïîëüçóþòñÿ òàêæå â ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðèÿõ ìàòå-

ðèè � òåîðèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé.

Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî íàëè÷èå ñèììåòðèè, â ÷àñòíîñòè òðàíñëÿöèîí-

íîé, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì è èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîæíî óêàçàòü ñëó÷àè, êîãäà

âîçíèêàþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òàêîé ñèììåòðèåé íå îáëàäàþò. Ñðåäè ýòèõ ìîäå-

ëåé âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ìîäåëè, âîçíèêàþùèå â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà è èìåííî îíè

ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ê ÷èñëó òàêèõ ìîäåëåé ïðèíàäëåæàò ïðåæäå âñåãî ìîäåëè êîíå÷íûõ (îãðàíè÷åííûõ)

òâåðäîòåëüíûõ ñèñòåì, òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûõ èìåííî èç-çà íàëè÷èÿ ãðàíèö.

Òàêèå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå òâåðäîòåëüíûõ ñèñòåì íàñòîëüêî ìàëîãî ðàç-

ìåðà, ÷òî ïðèìåíåíèå ê íèì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ áåñêîíå÷íûõ òðàíñëÿöèîííî-

ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì ïóòåì ïîñòðîåíèÿ óäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêò-

íûì. Ê ñèñòåìàì òàêîãî òèïà ìîæíî îòíåñòè êâàíòîâûå ÿìû, êâàíòîâûå ïðîâîëîêè, êâàí-

òîâûå òî÷êè, J-àãðåãàòû[6, 7, 8, 9, 10]. Òåïëîåìêîñòü è ñïåêòð îïòè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè
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òàêèõ ñèñòåì â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ óäåëüíûõ âåëè÷èí

áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì è íàðóøåíèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè, ñâÿçàííîå ñ êîíå÷íîñòüþ

ýòèõ îáúåêòîâ (ñì., íàïðèìåð,[11]), äîëæíî áûòü ó÷òåíî ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé äëÿ èõ îïèñàíèÿ.

Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî íàðóøåíèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè îêàçûâàåòñÿ âàæ-

íûì íå òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàëûå ôðàãìåíòû îä-

íîðîäíûõ ñèñòåì, íî è ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëóáåñêîíå÷íûõ ñèñòåì. Çàäà÷à îá îòðàæåíèå

ñâåòà êðèñòàëëîì â îáëàñòè ýêñèòîííîãî ïîãëîùåíèÿ äàåò ïðèìåð òîãî, êîãäà íàðóøåíèå

òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè âûçâàííîå íàëè÷èåì âñåãî îäíîé ãðàíèöû äîëæíî áûòü ó÷òå-

íî ïðè ðàñ÷åòå îïòè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè, ò.å. íà ñòàäèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Íåó÷åò

ýòîãî íàðóøåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîñòàíîâêà óêàçàííîé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ ïðîòèâî-

ðå÷èâîé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷è îá îòðàæåíèè ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè äëÿ îïòèêè

[12, 13], èõ èññëåäîâàíèå â ñïåêòðàëüíûõ îáëàñòÿõ ýêñèòîííîãî ïîãëîùåíèÿ, â óñëîâèÿõ

áîëüøîé ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè, ñîõðàíÿåò èçâåñòíóþ àêòóàëüíîñòü è â íàñòîÿùåå

âðåìÿ.

Ê ÷èñëó òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé, íå îáëàäàþùèõ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèåé è âû-

çûâàþùèõ íàèáîëüøèå òðóäíîñòè ïðè àíàëèçå ñëåäóåò îòíåñòè ìîäåëè íåóïîðÿäî÷åííûõ

ñèñòåì. Ïåðâûì ïðèìåðîì ìîäåëåé òàêîãî òèïà ìîãóò ñëóæèòü ìîäåëè, âîçíèêàþùèå ïðè

ðàññìîòðåíèè ñïëàâîâ è ñòåêîë, òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íûõ ëèøü â ñðåäíåì. Äðóãèì

ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè, âîçíèêàþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè êîëåáàíèé ÿäåð â èçîòîïè-

÷åñêè íåîäíîðîäíîì êðèñòàëëå, êîòîðûå òàêæå íå ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû òðàíñ-

ëÿöèîííîé ñèììåòðèåé â ñèëó ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà ðàñïîëîæåíèÿ ÿäåð ñ ðàçëè÷íûìè

ìàññàìè. Â êà÷åñòâå òðåòüåãî (è äàëåêî íå ïîñëåäíåãî) ïðèìåðà ìîäåëåé íåóïîðÿäî÷åí-

íûõ ñèñòåì ìîæíî óêàçàòü ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ïðèìåñíûì

àòîìàì â ïîëóïðîâîäíèêàõ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå âûøå íåóïîðÿäî÷åííûå ñèñòåìû â ñðåäíåì ÿâëÿ-

þòñÿ îäíîðîäíûìè, îòñóòñòâèå ñòðîãîé òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè äåëàåò íåâîçìîæíûì

ââåäåíèå óïîìÿíóòîé âûøå êëàññèôèêàöèè ñîñòîÿíèé ïî êâàçèèìïóëüñó ïðè èõ àíàëè-

çå è äåëàåò íåêîððåêòíûìè ïîëó÷åííûå íà åå îñíîâå ðåçóëüòàòû. Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð

íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì è íåâîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëÿõ ýôôåê-

7



òèâíîé êëàññèôèêàöèè ñîñòîÿíèé çàòðóäíÿåò äàæå ïîñòàíîâêó çàäà÷è, êîòîðàÿ äëÿ ñèì-

ìåòðè÷íûõ ñèñòåì îáû÷íî çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà è ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé íåêîòîðîãî ìîäåëüíîãî òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà1 (ïðè

ýòîì è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ èùóòñÿ êàê ôóíêöèè êâàçèèì-

ïóëüñà � êëàññèôèêàòîðà, âîçíèêàþùåãî âñëåäñòâèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè) ñ ïîñëå-

äóþùèì âû÷èñëåíèåì èíòåðåñóþùèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Â ñëó÷àå íåóïîðÿäî÷åííîé

ñèñòåìû ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò áîëüøîãî ÷èñëà ñëó-

÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ è ïîèñê ÿâíîãî âèäà ýòîé çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé

çàäà÷åé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå óæå íà ñòàäèè ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñëåäóåò îðèåíòèðîâàòüñÿ

íåïîñðåäñòâåííî íà êàêóþ-ëèáî íàáëþäàåìóþ âåëè÷èíó, è ïðèäàâàòü ñìûñë óñðåäíåííî-

ìó ïî ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðàì èçó÷àåìîé ñèñòåìû çíà÷åíèþ ýòîé íàáëþäàåìîé. Ïîÿñíèì

ñêàçàííîå ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Äîïóñòèì, ÷òî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü êîëåáàòåëüíóþ òåïëîåìêîñòü òâåäîòåëüíîé ñèñòå-

ìû â ìîäåëè ñâÿçàííûõ óïðóãèìè ñèëàìè îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ ìàññ m, ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ êîòîðûõ îáðàçóþò íåêîòîðóþ òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íóþ ðåøåòêó. Ýòà òåïëî-

åìêîñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü ρ(ω) ñïåêòðà ÷àñòîò íîðìàëüíûõ ìîä êîëåáàíèé ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó ìû ïîêà èìååì äåëî ñ òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé

ñèñòåìîé, òî íîðìàëüíûå ìîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå çâóêîâûå âîëíû (òåîðåìà

Áëîõà), ïðè÷åì ÷àñòîòà ω íîðìàëüíîé ìîäû ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé âîëíîâîãî

âåêòîðà k ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîé âîëíû. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ çàêîíîì äèñïåðñèè

âîëí è â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ω(k) = c|k|, ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà. Â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî

íîðìàëüíûõ ìîä, ïðèõîäÿùèõñÿ íà åäèíè÷íûé îáúåì k-ïðîñòðàíñòâà, åñòü êîíñòàíòà è

ïëîòíîñòü ñïåêòðà ÷àñòîò íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé íåñëîæíî îïðåäåëèòü è âû÷èñëèòü òåï-

ëîåìêîñòü. Ïîäîáíûå ðàñ÷åòû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè òåïëîåìêîñòè

Äåáàÿ [14].

Ââåäåì òåïåðü â ýòó ìîäåëü èçîòîïè÷åñêèé áåñïîðÿäîê, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàñ-

ñû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðûì óçëàì ðåøåòêè r1, ..., rN ðàâíû m′ 6= m. Â ýòîì ñëó÷àå

òåîðåìà Áëîõà íå ðàáîòàåò, ìû óæå íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî íîðìàëüíûìè ìîäàìè ÿâëÿ-

þòñÿ ïëîñêèå âîëíû, ïîíÿòèå çàêîíà äèñïåðñèè òåðÿåò ñìûñë, à ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü

1Ïðè ðàññìîòðåíèè êîëåáàòåëüíûõ çàäà÷ èùåòñÿ ñïåêòð è ñîáñòâåííûå âåêòîðû äèíàìè÷åñêîé ìàò-

ðèöû ïðè÷åì â ñëó÷àå òðàíñëÿöèîííî ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì åå ýëåìåíòû çàâèñÿò îò ðàçíîñòè èíäåêñîâ.
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÷àñòîò íîðìàëüíûõ ìîä ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé ïîëîæåíèÿ èçîòîïîâ ρ(ω)→ ρ(ω, r1, ..., rN),

îòûñêàíèå ÿâíîãî âèäà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ áåçíàäåæíî òðóäíîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó

ïðè àíàëèçå ïîäîáíîé çàäà÷è, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóåò ñðàçó îðèåíòèðîâàòüñÿ íà âû÷èñëå-

íèå òåïëîåìêîñòè (èëè ñãëàæåííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè), óñðåäíåííîé ïî ïîëîæåíèÿì

r1, ..., rN èçîòîïîâ, òåì áîëåå, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå îñìûñëåííîé ñ

ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðàíñëÿöèîííî-íåèíâàðèàíòíûõ ìîäåëåé íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì

ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ ïîñòðîåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì, â êîòîðûõ ñòàäèÿ îïðå-

äåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü îïóùåíà. Ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñõåì

íàòàëêèâàþòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè è, ïî ìíåíèþ àâòîðà, óíèâåð-

ñàëüíûõ ïîäõîäîâ ê ïîäîáíûì çàäà÷àì (àíàëîãè÷íûõ ïîäõîäàì, îñíîâàííûõ íà òåîðåìå

Áëîõà â òåîðèè òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì) íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ñóùåñòâó-

åò, à ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû òåîðèè òâåðäîãî òåëà íàõîäÿòñÿ â ñòàäèè íàêîïëåíèÿ èí-

ôîðìàöèè. Íà ýòîé ñòàäèè àíàëèç äàæå ïðåäåëüíî óïðîùåííûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ìîäå-

ëåé, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, åñëè ýòîò àíàëèç äàåò íàäåæíóþ è íåòðèâèàëüíóþ èíôîðìà-

öèþ î ìîäåëè.

Ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ óïîìÿ-

íóòûõ âûøå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèå ôóíê-

öèé Ãðèíà. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ â òåîðèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé (íàïðèìåð, â

êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå) è â êâàíòîâîïîëåâîé òåîðèè òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íûõ

òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé, ãäå óêàçàííûå ôóíêöèè èãðàþò îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü. Óäîá-

ñòâî òàêîãî ïîäõîäà äëÿ òâåðäîòåëüíûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû â òîì, ÷òî

ôóíêöèÿ Ãðèíà íåïîñðåäñòâåííî äàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) âîñïðèèì÷èâîñòü ñèñòåìû[3],

íàáëþäàåìóþ â îïûòàõ ïî ëèíåéíîé ñïåêòðîñêîïèè, à ñ äðóãîé � â òîì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé

Ãðèíà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðàçâèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé, èñïîëüçóþùóþ òàêèå ýô-

ôåêòèâíûå êâàíòîâî-ïîëåâûå ìåòîäè÷åñêèå ïðèåìû, êàê äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå è ïåðå-

íîðìèðîâêà. Â òåîðèè òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íûõ òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé ïðèìåíåíèå

àïïàðàòà ôóíêöèé Ãðèíà îñîáåííî ýôôåêòèâíî, êîãäà òâåðäîå òåëî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

ðåçåðâóàð, â êîòîðîì ñîñóùåñòâóþò (äî èçâåñòíîé ñòåïåíè íåçàâèñèìî) ïîñòóïàòåëüíîå

äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ è êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ÿäåð. Ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîìåõàíè÷å-
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ñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì ýëåêòðîíàì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôåðìèîííîå ïîëå, ÷àñòèöàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ, ñîáñòâåííî, ýëåêòðîíû ñ çîííûì (ëîêàëüíî ïàðàáîëè÷åñêèì) çàêîíîì

äèñïåðñèè, à êîëåáàòåëüíîìó äâèæåíèþ ÿäåð � áîçîííîå ïîëå, ÷àñòèöû êîòîðîãî (ôîíîíû)

èìåþò â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëèíåéíûé (çâóêîâîé) çàêîí äèñïåðñèè. Ïîñëå ýòîãî çàäà÷à î

âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîííîãî äâèæåíèÿ ñ êîëåáàíèÿìè ðåøåòêè ìîæåò áûòü ïðîàíàëè-

çèðîâàíà ìåòîäàìè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ðàññìàòðèâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå ýëåê-

òðîííîãî è ôîòîííîãî ïîëåé (ñì., íàïðèìåð, [3, 15],. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïîíÿòèå ôóíêöèé

ðàñïðîñòðàíåíèÿ � ïðîïàãàòîðîâ. Ïðåäåëüíî óïðîùàÿ, ìîæíî ïîÿñíèòü ýòî ïîíÿòèå ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, èçîëèðîâàííîå (ñâîáîäíîå) ýëåêòðîííîå ïîëå.

Ýòîìó ïîëþ ñîîòâåòñòâóåò ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, îïèñûâàþùàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü

(è, ðàçóìååòñÿ, ðàñïðîñòðàíåíèå) ýëåêòðîíîâ â ïðåíåáðåæåíèè âçàèìîäåéñòâèåì ñ ôîíî-

íàìè. Ýëåêòðîííîé ôóíêöèåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ýëåêòðîííûì ïðîïàãàòîðîì) íàçûâàåòñÿ

òî, âî ÷òî ïðåâðàùàåòñÿ ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ïðè âêëþ÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ

áîçîííûì ïîëåì (ôîòîíàìè èëè ôîíîíàìè). Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî ôóíêöèÿ Ãðèíà ýëåêòðî-

íîâ, â êîòîðîé âûïîëíåíî óñðåäíåíèå ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû, ñâÿçàííûì ñ áîçîííûì ïîëåì.

Ïðè ýòîì ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ïðèáëèæåííî èìååò âèä ôóíêöèè Ãðèíà

èçîëèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ, íî ñ èçìåíåííûì (ïåðåíîðìèðîâàííûì) çàêîíîì äèñïåðñèè.

Ïîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ýíåðãåòè÷åñêèé ñäâèã, èçìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð çàêîíà äèñïåðñèè, ñî-

îòâåòñòâóþùèé ìàññå ýëåêòðîíà.

Ïðèìåíåíèå àïïàðàòà ôóíêöèé Ãðèíà â òåîðèè íåóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé îñíîâà-

íî íà òîì, ÷òî áåñïîðÿäêó, ââåäåííîìó â èñõîäíóþ òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íóþ ñèñòå-

ìó, ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðîå ïîëå, ñ êîòîðûì èñõîäíîå äâèæåíèå òðàíñëÿöèîííî-

ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû âñòóïàåò âî âçàèìîäåéñòâèå, íî ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû êîòîðîãî

(ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðàì áåñïîðÿäêà) íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè óñðåäíåíèå. Ïðè ýòîì ïî

àíàëîãèè ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè ïðîïàãàòîðîâ, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî óñðåäíåííàÿ

ôóíêöèÿ Ãðèíà íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ íåêîòîðûì ýôôåêòèâ-

íûì çàêîíîì äèñïåðñèè. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â òåîðèè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé ñóùå-

ñòâóåò òî÷íîðåøàåìàÿ ìîäåëü Ëëîéäà [16], äëÿ êîòîðîé ñòðîãî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óñðåäíåí-

íàÿ ïî áåñïîðÿäêó ôóíêöèÿ Ãðèíà íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû, äåéñòâèòåëüíî èìååò âèä

ôóíêöèè Ãðèíà òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû ñ êîìïëåêñíî-çíà÷íûì ýíåðãåòè-

÷åñêèì ñäâèãîì. Ñòðîãî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû Ëëîéäà íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé
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íå óäàåòñÿ, îäíàêî ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî çàêîíà äèñïåðñèè äëÿ óñðåäíåííîé

ôóíêöèè Ãðèíà íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû, çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â òåîðèè [19].

×ðåçâû÷àéíî âàæíûì ñâîéñòâîì ôóíêöèè Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà íåïîñðåäñòâåííî

äàåò äâå âàæíåéøèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû � ïëîòíîñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà (ïëîò-

íîñòü ñîñòîÿíèé) è ñïåêòð ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè. Óæå çäåñü óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî

ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρ(E) ìàòðèöû H (âîçìîæíî, ñëó÷àéíîé) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñâÿçàí-

íóþ ñ íåé ôóíêöèþ Ãðèíà (ðåçîëüâåíòíóþ ôóíêöèþ G(E))

G(E) = (E −H)−1, (1)

ñëåäóþùèì îáðàçîì 2:

ρ(E) = − 1

π
lim
δ→+0

Im Sp 〈G(E + ıδ)〉 (2)

Óãëîâûå ñêîáêè çäåñü îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì ìàòðèöû H, êîòîðàÿ ìîæåò

áûòü ñëó÷àéíîé.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ "áîëåå íàáëþäàåìîé"÷åì ïîëó÷àåìûå â

ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,

êîòîðûå ñâÿçàíû ñ íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíàìè èíîãäà äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè âû÷èñëåíè-

ÿìè. Îáðàòèì çäåñü âíèìàíèå íà îòëè÷èå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè ýíåðãèè E (ñðåäíå-

ãî ÷èñëà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíè÷íûé ýíåðãåòè÷åñêèé èíòåðâàë

îêîëî ýíåðãèè E) îò ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà � íåêîòîðûì îáðàçîì ïðîíóìåðîâàííûõ ñîá-

ñòâåííûõ ýíåðãèé çàäà÷è. Â ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

âåëè÷èí), êàê ïðàâèëî, èíòåðåñóþòñÿ èìåííî ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé, êîòîðóþ èç ýíåðãå-

òè÷åñêîãî ñïåêòðà åùå íóæíî ïîëó÷èòü. Òå æå çàìå÷àíèÿ ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî

îòëè÷èÿ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ îò íàáîðà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÷àñòîò ïåðåõîäîâ. Òî÷-

íîå ðåøåíèå Ëëîéäà äàåò ïðèìåð òîãî, êîãäà âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è ñïåêòðà

ïîãëîùåíèÿ ìåòîäîì ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì â ñëó÷àå, êîãäà î ðåøåíèå

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íå ìîæåò áûòü è ðå÷è. Çàìåòèì çäåñü, ÷òî ïîëó÷åííîå â äèññåðòà-

öèîííîé ðàáîòå òî÷íîå ðåøåíèå êîððåëèðîâàííîé ìîäåëè Ëëîéäà äàåò åùå îäèí ïðèìåð

2Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü çàïèñàâ ôèãóðèðóþùèé â íåé SpG(E+ıδ) â ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ìàòðèöû H: −Im limδ→+0 SpG(E + ıδ) = −Im limδ→+0

∑
i 1/(E + ıδ − Ei) = limδ→+0

∑
i δ/[δ

2 +

(E − Ei)2] = π
∑
i δ(E − Ei) = πρ(E). Ñóììèðîâàíèå çäåñü èäåò ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì Ei ìàòðèöû

H.
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ñàìîöåííîñòè ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà â òåîðèè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì.

Ïðèìåíåíèå ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì è ïðè àíàëèçå óïîìÿíóòûõ âûøå

îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì èëè ñèñòåì, èìåþùèõ âíóòðåííèå ãðàíèöû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â

ýòèõ ñëó÷àÿõ èíîãäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðåøèòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó, ìåòîäè÷åñêè

áîëåå âûãîäíî ñðàçó íàïðàâèòü óñèëèÿ íà âû÷èñëåíèå íåïîñðåäñòâåííî ôóíêöèè Ãðèíà,

ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, îíà ïðîñòûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ òåìè õàðàêòåðèñòè-

êàìè ñèñòåìû, êîòîðûìè îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ � ñ ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé è ñïåêòðîì ëè-

íåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ýôôåêòèâíîãî

èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé Ãðèíà ïðè àíàëèçå îãðàíè÷åííûõ è ñëîèñòûõ ñèñòåì.

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàåòñÿ òàêæå âåñüìà ýôôåê-

òèâíûì ïðè èññëåäîâàíèè òðàíñïîðòà âîçáóæäåíèÿ (èëè ÷àñòèöû) â ìîäåëÿõ íåóïîðÿäî-

÷åííûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ âîñõîäÿùèé ê òåîðèè ïîòåíöèàëà êàíîíè÷åñêèé

ñìûñë ôóíêöèé Ãðèíà, êàê îáúåêòîâ, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó âîçáóæäåíèÿ, ïåðâîíà-

÷àëüíî (ïðè t = 0) ñîñðåäîòî÷åííîãî â íåêîòîðîé òî÷êå. Ýòè çàäà÷è îòëè÷àþòñÿ îñîáîé

ñëîæíîñòüþ, ïîñêîëüêó òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñðàçó äâóõ

ôóíêöèé Ãðèíà � îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé, � îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì ìíèìûõ ÷à-

ñòåé ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåò ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðàñ÷åòà

ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà â íåóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëÿõ. Íà ýòîì ïóòè

àâòîðîì áûë ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå âòîðîé ïîëîâèíû

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Òå èç íèõ, êîòîðûå êàñàþòñÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà è

ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíûõ íåóïîðÿäî÷åí-

íûõ ñèñòåìàõ, ÿâëÿþòñÿ, ïî ìíåíèþ àâòîðà, íàèáîëåå âàæíûìè â äàííîé ðàáîòå.

Çàäà÷à, èññëåäîâàííàÿ â äèññåðòàöèè. Àêòóàëüíîñòü. Ïëàí äèññåð-

òàöèè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå êîíêðåòíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ â äèññåðòà-

öèîííîé ðàáîòå. Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòåéøåé ìîäåëè

íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñ ïîíÿòèåì ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ, êîòîðóþ ìû ñåé-

÷àñ êðàòêî îïèøåì. Ðàññìîòðèì íàáîð N äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ â óçëàõ
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íåêîòîðîé òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé ðåøåòêè 3. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |Ψ0〉 òàêîé ñèñòå-

ìû ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ âîçáóæäåííûõ àòîìîâ. Èç âîçìîæíûõ 2N−1 âîçáóæäåííûõ

ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî N íèæàéøèõ ñîñòî-

ÿíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå âñåãî îäíîãî âîçáóæäåííîãî àòîìà. Ìû îáîçíà÷èì

ýòè ñîñòîÿíèÿ |r〉 (çäåñü r � êîîðäèíàòà óçëà ðåøåòêè, ãäå íàõîäèòñÿ âîçáóæäåííûé àòîì),

à îá èõ ñîâîêóïíîñòè áóäåì ãîâîðèòü êàê îá óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî äâóõóðîâíåâûé àòîì, çàíèìàþùèé óçåë r, õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñùåïëåíèåì óðîâíåé

εr è ââåäåì íåêîòîðîå ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå (ãàìèëüòîíèàí êîòîðîãî îáîçíà÷èì

W), ñïîñîáíîå ïåðåíîñèòü âîçáóæäåíèå ñ îäíîãî àòîìà íà äðóãîé. Òîãäà ìàòðèöà ïîëíîãî

ãàìèëüòîíèàíà H òàêîé ñîâîêóïíîñòè äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè

áóäåò èìåòü âèä:

〈r|H|r′〉 ≡ Hrr′ = δrr′εr + 〈r|W|r′〉 (3)

Âñþäó íèæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñâîéñòâà âçàèìîäåéñòâèÿ W îäíîðîäíûìè ïî âñåé ðå-

øåòêå äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ 〈r|W|r′〉 îêàçûâàåòñÿ

çàâèñÿùåé òîëüêî îò ðàçíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ: 〈r|W|r′〉 = wr−r′ , ïðè÷åì âèä ôóíêöèè

wr îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì âçàèìîäåéñòâèÿ W . Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèÿ wr çàâèñèò îò

ìîäóëÿ r è óáûâàåò, ïðè÷åì õàðàêòåð óáûâàíèÿ çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà âçàèìîäåé-

ñòâèÿ W . Â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ îáìåííîãî è äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèé, óáûâàíèå èìååò

ñîîòâåòñòâåííî ýêñïîíåíöèàëüíûé ∼ exp(−|r|/R) è ñòåïåííîé ∼ 1/|r|3 õàðàêòåð.

Òàêèì îáðàçîì, îòñóòñòâèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìî-

æåò áûòü ñâÿçàíî òîëüêî ñ íåîäèíàêîâîñòüþ óçåëüíûõ ýíåðãèé εr, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé

äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà (3). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ãîâîðÿò, ÷òî òàêîé òèï ìî-

äåëåé õàðàêòåðèçóåòñÿ äèàãîíàëüíûì áåñïîðÿäêîì.4 Ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà äèàãîíàëüíî

íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè èìååò âèä:

〈r|H|r′〉 = Hrr′ = δrr′εr + wr−r′ (4)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ áåñïîðÿäêà âñå óçåëüíûå ýíåðãèè ðàâíû ìåæäó ñîáîé εr =

ε = const è ãàìèëüòîíèàí (4) äèàãîíàëèçóåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè áëîõîâñêèõ âîëí, ïðè÷åì

3×èñëî N ìû ñ÷èòàåì áîëüøèì, íî êîíå÷íûì, ïîýòîìó ðåøåòêó íóæíî ñ÷èòàòü öèêëè÷åñêîé.
4Íåäèàãîíàëüíûì íàçûâàþò áåñïîðÿäîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè âçàèìî-

äåéñòâèÿ W. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû 〈r|W|r′〉 óæå íåëüçÿ ñ÷èòàòü çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ðàçíîñòè r− r′.
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ñîáñòâåííûå âåêòîðû-ñòîëáöû |q〉 5 è ñîáñòâåííûå ýíåðãèè Eq "íóìåðóþòñÿ"âîëíîâûì

âåêòîðîì q è èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:

|q〉r =
1√
N
eıqr Eq = ε+

∑
r

wre
−ıqr (5)

Êàê èçâåñòíî[3, 5, 15], âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà q íàõîäÿòñÿ â çîíå Áðèë-

ëþýíà ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêè è â ñëó÷àå ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñ ïîñòîÿííîé b,

âñå êîìïîíåíòû q ïðèíèìàþò ýêâèäèñòàíòíûé ðÿä çíà÷åíèé â ïðîìåæóòêå [−π/b, π/b],

ñ òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû ïîëíîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ áûëî áû ðàâíî N . ßñíî,

÷òî âîëíîâîé âåêòîð q è ÿâëÿåòñÿ òåì ïðèñóùèì òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íûì ñèñòåìàì

êëàññèôèêàòîðîì ñîñòîÿíèé (êâàçèèìïóëüñîì), î êîòîðîì øëà ðå÷ü âûøå. Ñîáñòâåííûì

ñîñòîÿíèÿì (5) ãàìèëüòîíèàíà (4) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñâîáîäíîå äâèæåíèå íåêîòîðîé êâà-

çè÷àñòèöû, ïðè÷åì âåëè÷èíà q ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êâàçèèìïóëüñ. Ýòó êâàçè÷à-

ñòèöó è íàçûâàþò ýêñèòîíîì Ôðåíêåëÿ[17, 18]. Ïðè íàðóøåíèå òðàíñëÿöèîííîé ñèììåò-

ðèè (ò.å â ñëó÷àå, êîãäà εr 6= const) âîçíèêàåò îòêëîíåíèå äâèæåíèÿ ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ

îò ñâîáîäíîãî, îïèñûâàþùåãîñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè (5) � îí, êàê ãîâîðÿò, èñïûòûâàåò ðàñ-

ñåÿíèå íà íàðóøåíèÿõ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè.

Îïèñàííàÿ ìîäåëü ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå åäèíñòâåííîé, ïðèâîäÿùåé

ê ìàòðèöàì âèäà (4). Ìàòðèöû òàêîãî òèïà âîçíèêàþò òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé

ðåøåòêè, îäíî÷àñòè÷íîãî ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà â ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè, ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äëèííûõ ëèíèÿõ, ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ ñ ôëóêòóèðóþùè-

ìè ïàðàìåòðàìè è äð.

Ìåíÿÿ ðàñïðåäåëåíèå óçåëüíûõ ýíåðãèé εr â (4), ìîæíî ïîëó÷àòü ìîäåëè òðàíñëÿöèîííî-

íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì îáîèõ òèïîâ, îïèñàííûõ âî Ââåäåíèè. Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáó-

åòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü êîíå÷íóþ òâåðäîòåëüíóþ ñèñòåìó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ôðàã-

ìåíò òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû, çàíèìàþùèé íåêîòîðóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ

îáëàñòü F . Òàêîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëüíàÿ ìàòðèöà âèäà (4), â êîòîðîé

εr =

{ const ïðè r ∈ F

∞ â äðóãîì ñëó÷àå.
(6)

Ïðè ýòîì ôîðìàëüíî ìàòðèöà (4) ìîæåò áûòü çàäàíà íà òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé

öèêëè÷åñêîé ðåøåòêå óçëîâ, ñîäåðæàùåé ôðàãìåíò F , îäíàêî âîçáóæäåíèå (èëè ÷àñòèöà)

5Êàæäàÿ êîìïîíåíòà |q〉r âåêòîðà ñòîëáöà |q〉 èìååò âåêòîðíûé íîìåð r.
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íå ìîæåò âûéòè èç îáëàñòè F â ñèëó áåñêîíå÷íîé âåëè÷èíû ýíåðãåòè÷åñêîé "îòñòðîé-

êè"àòîìîâ, íàõîäÿùèõñÿ âíå F . Â êà÷åñòâå îáëàñòè F ìîæíî âûáðàòü ñëîé íåêîòîðîé

òîëùèíû � ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü êâàíòîâîé ÿìû. Îáëàñòüþ F ìîæåò áûòü òàêæå

ñôåðà, ìîäåëèðóþùàÿ êâàíòîâóþ òî÷êó.

Ïðè èñïîëüçîâàíèå ìàòðèö òèïà (4) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì (ïðî-

ñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ â ñðåäíåì) îáû÷íî ïîëàãàþò âåëè÷èíû εr ñëó÷àéíûìè, ïðè÷åì

ñ çàäàííîé ñòàòèñòèêîé (ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ) P (ε). Ïðè ýòîì, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,

âåëè÷èíû εr ñ÷èòàþò íåêîððåëèðîâàííûìè, ò.å.

〈εrεr′〉 = δrr′
∫
P (ε)ε2dε (7)

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà (4) ñàìà ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíîé è âñå ñâÿçàííûå ñ íåé âåëè÷èíû,

ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ, äîëæíû áûòü óñðåäíåíû.

Òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûå òâåðäîòåëüíûå ìîäåëè, ñâÿçàííûå ñ ìàòðèöàìè òè-

ïà (4), ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü. Ïîñêîëüêó äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàòðèö óêàçàííîãî òèïà â äèññåðòàöèè

ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà, òî ìíîãèå èç ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ èìåþò

ñìûñë âåëè÷èí, íàáëþäàåìûõ â òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ

äèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííûì ãàìèëüòîíèàíîì (4). Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó

âèäà ìàòðèöû (4), åå àíàëèç âñòðå÷àåò âñå òå òðóäíîñòè, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âî Ââåäå-

íèè. Ýòà ìàòðèöà ìîäåëèðóåò öåëûé êëàññ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, íàóêà î êîòîðûõ, êàê

óæå îòìå÷àëîñü, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íàõîäèòñÿ â ñòàäèè íàêîïëåíèÿ äàííûõ, ïîýòîìó

ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ è äîñòîâåðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ýòîé ìàòðèöû è ñâÿçàííûõ

ñ íåé âåëè÷èíàõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåííîé. Ïî âñåì ýòèì ïðè÷èíàì èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåí-

íûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïðåäñòàâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè.

Íå îãðàíè÷èâàåò àêòóàëüíîñòè ðàáîòû è òî, ÷òî îñíîâíîå âíèìàíèå â äèññåðòàöèè

óäåëåíî îäíîìåðíûì òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûì ìîäåëÿì. Êàê èçâåñòíî, ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìîäåëè áåñïîðÿäêà â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ èìåþò ýâðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå, â ñèëó

÷åãî óêàçàííûå ìîäåëè ñîñòàâëÿþò âàæíóþ ÷àñòü òåîðèè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì[19]

è ïðîäîëæàþò àêòèâíî èññëåäîâàòüñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ[44, 45, 46, 20, 21]. Êðîìå òîãî,

îäíîìåðíûå ìîäåëè ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè J-àãðåãàòîâ [6, 7, 8, 9, 10], ïðè îïèñàíèå

15



äåôåêòîâ â êðèñòàëëàõ[59, 60], ïðè ðàñ÷åòàõ îïòè÷åñêèõ âîëîêîí è äð. Àêòóàëüíîñòü èçó-

÷åíèÿ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé ñâÿçàíà òàêæå è ñ òåì, ÷òî ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò

ñîçäàâàòü òàêèå íèçêîðàçìåðíûå ñòðóêòóðû êàê êâàíòîâûå ïðîâîëîêè, êâàíòîâûå ñâåðõ-

ðåøåòêè, ôîòîííûå êðèñòàëëû è äð., äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ îäíîìåðíûå ìîäåëè ìîãóò

áûòü ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàííû.

Â íàøåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìàòðèöû òèïà (4), êàê ïðàâèëî (èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿ-

åòñÿ ìàòåðèàë Ãëàâû 9), èìåþò ñìûñë ãàìèëüòîíèàíà íåêîòîðîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû. Ê

èññëåäîâàíèþ ïîõîæèõ ìàòðèö ïðèâîäÿò çàäà÷è "íåêîãåðåíòíîãî"ïåðåíîñà âîçáóæäåíèÿ

â êîíäåíñèðîâàííûõ ñèñòåìàõ[57, 58]. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

îïèñûâàþùèõ óêàçàííûé ïåðåíîñ, êàê ïðàâèëî, èìåþò "ñîñòàâëÿþùóþ"âèäà (4) è â ðàç-

ëîæåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Ãðèíà âñåãäà èìåþòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâ-

ëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè Ãðèíà ìàòðèö âèäà (4). Ïî ýòîé ïðè÷èíå èññëåäîâàíèå ìàòðèö (4)

ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è äëÿ ýòîãî êðóãà çàäà÷.

Ïëàí äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî ââåäåíèå è ïåðâîé ãëàâå ôîðìóëèðóåò-

ñÿ çàäà÷à äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû (ñ îáîñíîâàíèåì åå àêòóàëüíîñòè) è ïðèâîäèòñÿ îáçîð

ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àâòîðàìè ïî òåìàòèêå äèññåðòàöèè. ×òîáû óïðîñòèòü

âîñïðèÿòèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è ïðèäàòü åé çàìêíóòîñòü, òå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ,

êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â îðèãèíàëüíîé ÷àñòè, èçëàãàþòñÿ ïîäðîáíî. Ïðè èçëîæåíèè ýòîãî

ìàòåðèàëà ìû íå âñåãäà ñëåäóåì ïåðâîèñòî÷íèêàì, ïðåäëàãàÿ ñâîè âàðèàíòû âûâîäîâ ôîð-

ìóë, ÷òî ïîçâîëÿåò (ïî íàøåìó ìíåíèþ) ïðèâåñòè ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ

îðèãèíàëüíîé ÷àñòè ðàáîòû, â áîëåå ïðîñòîé è ñâÿçíîé ôîðìå. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå â

êîíöå ïåðâîé ãëàâû îáîáùåíèå ìåòîäà Äàéñîíà äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà íà ñëó÷àé

ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì è òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ëëîéäà ìåòîäîì Äàéñîíà,

ïî èìåþùèìñÿ ó àâòîðà ñâåäåíèÿì, íèêîãäà íå îñâåùàëèñü â ëèòåðàòóðå è ÿâëÿþòñÿ îðè-

ãèíàëüíûìè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòîò ìàòåðèàë èìååò ÷èñòî ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð, ìû

âêëþ÷èëè åãî â îáçîðíóþ ÷àñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ àíàëèçà ñèñòåì, â êîòîðûõ íàðóøåíèå òðàíñëÿ-

öèîííîé ñèììåòðèè ñâÿçàíî ñ èõ ïðîñòðàíñòâåííîé îãðàíè÷åííîñòüþ. Â ýòîé ÷àñòè äèññåð-

òàöèè ïðîèçâîäèòñÿ ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ ñèñòåì ìàòðèöàìè òèïà (4) è ðàçðàáàòûâàåòñÿ
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ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Ãðèíà

è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ñïåêòðîâ âîñïðèèì÷èâîñòè. Ïîñëå ýòîãî ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ðÿäà

ìîäåëüíûõ çàäà÷, äåìîíñòðèðóþùèå ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè. Ñþäà îò-

íîñèòñÿ çàäà÷à î êîíå÷íîé ëèíåéíîé öåïî÷êå, çàäà÷à î öåïî÷êå ñî ñêà÷êîì ðàñùåïëåíèÿ

è çàäà÷à î òðåõìåðíîì ñôåðè÷åñêîì êëàñòåðå. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñïåêòðà ïîãëî-

ùåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû. Çàìåòèì, ÷òî äàæå äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ

êîíå÷íîé öåïî÷êè, ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (4) ñ ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé w(r) (ïî ñâåäåíèÿì àâòîðà) íåèçâåñòíî. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ êîìïîíåíò ôóíêöèè Ãðèíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèííîâîëíîâûì ýêñèòîíàì. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà â äèññåðòàöèè ðåøåíà çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðîïóñêàíèè ñâåòà êðèñòàëëè÷å-

ñêîé ïëàñòèíêîé ñ ýêñèòîííûì õàðàêòåðîì âîçáóæäåíèé. Ïðè ýòîì óäàëîñü ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïðåîäîëåòü èçâåñòíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ

äîáàâî÷íîé âîëíû. Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû îïèñûâàåòñÿ ïðåäëîæåííûé àâòîðîì ýôôåêò

àíòèçåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, ðàñ÷åò êîòîðîãî âûïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé

ìåòîäèêè íàõîæäåíèÿ âîñïðèèì÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû àâòî-

ðà, ïîëó÷åííûå ïðè èçó÷åíèèñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ áåñêîíå÷íûõ (èëè ïîëóáåñêîíå÷íûõ)

íåóïîðÿäî÷åííûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì. Ñþäà, âî-ïåðâûõ, îòíîñèòñÿ ðàñ÷åò ñïåêòðà ïîãëî-

ùåíèÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè äåôåêòàìè � ýòîò ìàòåðèàë ïðèìûêàåò

ê çàäà÷àì, ðàññìîòðåííûì âî âòîðîé ãëàâå, ïîñêîëüêó èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà ïðîèçâî-

äÿòñÿ ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ

ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî èññëåäîâàíèþ ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà â îäíîìåðíûõ ìîäåëÿõ

ñ áèíàðíûì è ðàâíîìåðíûì òèïîì äèàãîíàëüíîãî áåñïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ôîðìóëèðóþòñÿ

àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ óêàçàííîé ñòàòèñòèêè ñ âîçìîæíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå-

íèÿ óñðåäíåííûõ ôóíêöèé Ãðèíà íà îáëàñòü ñïåêòðà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è îïèñûâàåòñÿ ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðàñ÷åòà

ñòàòèñòèêè êðàåâîé ôóíêöèè Ãðèíà ñèñòåìû ñ ðàâíîìåðíûì äèàãîíàëüíûì áåñïîðÿäêîì,

ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàíèö ñïåêòðà. Íàêîíåö, â ýòîé,

òðåòüåé, ïîñâÿùåííîé ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, ãëàâå äèññåð-

òàöèè ïðèâîäèòñÿ ïîëó÷åííîå àâòîðîì òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðè-
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íà êîððåëèðîâàííîé ìîäåëè Ëëîéäà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, êîãäà äëÿ òî÷íîé ïëîòíîñòè

ñîñòîÿíèé êîððåëèðîâàííîé ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå âû-

ðàæåíèÿ. Ïîêàçàíà íåòðèâèàëüíàÿ ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü êîððåëèðîâàííîé ìîäåëè

Ëëîéäà, âûðàæàþùàÿñÿ â íåçàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà ìîäåëè îò

ïàðàìåòðà, èãðàþùåãî ðîëü ýôôåêòèâíîãî êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà.

Ãëàâû äèññåðòàöèè ñ ÷åòâåðòîé ïî âîñüìóþ âêëþ÷èòåëüíî ïîñâÿùåíû ëîêàëèçàöèîí-

íûì ñâîéñòâàì îäíîìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ðàñïàäà âîçáóæäåíèÿ â íåóïîðÿäî÷åííûõ îä-

íîìåðíûõ ìîäåëÿõ. Äëÿ ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà àâòîðîì áûë îáîáùåí

ìåòîä Äàéñîíà. Â ðàìêàõ óêàçàííîãî îáîáùåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî çàìêíóòîå óðàâíåíèå,

îïðåäåëÿþùåå ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà,

óñòàíîâëåíà ñâÿçü ýòîé ñòàòèñòèêè ñ êðèòåðèåì ëîêàëèçàöèè Àíäåðñîíà, ââåäåíû íîâûå

âåëè÷èíû (ôóíêöèè ó÷àñòèÿ), ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü î ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé ñè-

ñòåìû â çàâèñèìîñòè îò èõ ýíåðãèè. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ñîâìåñòíóþ

ñòàòèñòèêó îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà, áûëà ïîñòðîåíà ïîñëåäîâà-

òåëüíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðèè áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè è ôóíêöèè ó÷àñòèÿ áèíàðíî íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû

ñ ìàëîé êîíöåíòðàöèåé äåôåêòîâ è ïðîèçâîëüíîé èõ ýíåðãèåé, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáî

ðàçóïîðÿäî÷åííûõ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé îáùåãî âèäà.

Â ïÿòîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñûâàåòñÿ îáîáùåíèå ðàçðàáîòàííîé â ÷åòâåðòîé ãëàâå

ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè íà ñëó÷àé ðàçóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè ñî ñëîæíîé

ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé � îäíîðîäíûì ôðàãìåíòîì ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé m > 1 äâóõ-

óðîâíåâûõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòî-

ÿíèé â òàêîé ìîäåëè õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîÿâëåíèåìm−1 ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè äåëîêàëèçà-

öèè, ãäå ñîñòîÿíèÿ (âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé) äåëîêàëèçîâàíû. Ïðèâîäèòñÿ

àíàëèç ñëåäóþùåãî (÷åòâåðòîãî) ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì

ïîðÿäêå ñòåïåíü ëîêàëèçàöèè â "òî÷êàõ äåëîêàëèçàöèè"ðàñõîäèòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê çà-

ìåíå "íóëåé"ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè (ôóíêöèè ó÷àñòèÿ) â ýòèõ òî÷êàõ íà óçêèå (ïðè ìàëîé

ñòåïåíè ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ) ìàêñèìóìû.

Â øåñòîé ãëàâå ìåòîä ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà, ðàçâèòûé â ïðåäûäóùèõ
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äâóõ ãëàâàõ äëÿ ñëó÷àÿ áûñòðî óáûâàþùèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé,

îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ðàçóïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê ñî ñòàòèñòèêîé óçåëüíûõ ýíåðãèé, íå

èìåþùåé êîíå÷íûõ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ êðîìå íóëåâîãî. Ðàçâèòûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ëîêàëèçàöèîííûõ ñâîéñòâ ìîäåëè Ëëîéäà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé èìååò âèä ôóíêöèè Êîøè. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êðèòåðèé

Àíäåðñîíà ëèíåéíî (à íå êâàäðàòè÷íî, êàê â ñëó÷àå áûñòðî óáûâàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé)

çàâèñèò îò îò øèðèíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé.

Â ñåäüìîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðàáîòàííûé ìåòîä àíàëèçà ëîêàëèçàöèîííûõ ñâîéñòâ

ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé îäíîìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà

ñëó÷àé íåïðåðûâíîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåéñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

åìØðåäèíãåðà ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì. Äëÿ òàêîé ìîäåëè ñ ïîìî-

ùüþ íàäëåæàùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàííîé ìåòîäèêè ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé

Ãðèíà ðàññ÷èòàíû âñå ëîêàëèçàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûå

â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äëÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé.

Â âîñüìîé ãëàâå ìåòîäîì ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè èññëåäóåòñÿ ëîêàëèçàöèÿ â êîððå-

ëèðîâàííûõ íèçêîðàçìåðíûõ ìîäåëÿõ. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè

ôóíêöèé Ãðèíà è ýíåðãèè êðàéíåãî óçëà è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ýòîé ñòàòèñòèêè ñ ëî-

êàëèçàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìîäåëè. Äëÿ êîððåëèðîâàííîé îäíîìåðíîé öåïî÷êè

âû÷èñëÿåòñÿ êðèòåðèé Àíäåðñîíà è ñïåêòðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè â

ïðèáëèæåíèè áîëüøîãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè.

Â äåâÿòîé, çàêëþ÷èòåëüíîé, ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñûâàåòñÿ ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì

ìåòîä ìàíèïóëÿöèè äèàãðàììíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà � ìåòîä ñëåäÿùèõ îïåðà-

òîðîâ. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðóåìû îáðàçîì ó÷èòûâàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

äèàãðàìì, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðèçíàêîì, ñ âåñîì, îïðåäåëÿåìûì

ýòèì ïðèçíàêîì. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ äèàãðàììíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðåâðàòèòü

ôóíêöèþ Ãðèíà òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè (èçâåñòíóþ â ÿâíîì âèäå) â òàêî-

âóþ äëÿ ìîäåëåé, òàêîé ñèììåòðèåé íå îáëàäàþùåé. Ìåòîä ñîñòîèò â çàìåíå âõîäÿùèõ â

òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (4) íà ñïåöèàëüíî ïî-

ñòðîåííûå îïåðàòîðû. Æèçíåñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðÿ-

äå ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, ïîñëå ÷åãî ìåòîäîì ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñòåïåíè
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ëîêàëèçàöèè 0-ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîé íåäèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè, ïðè÷åì

îòâåò óäàëîñü ïîëó÷èòü â âèäå òî÷íîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîé ââîäíîé ÷àñòè ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå, îòíîñÿùååñÿ ê òåî-

ðèè òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì âîîáùå è ê äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òå â ÷àñòíîñòè. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, òåîðèÿ íå ðàñïîëàãàåò íà ñåãîäíÿøíèé äåíü

íàäåæíûìè óíèâåðñàëüíûìè ìåòîäàìè, ïðèãîäíûìè äëÿ ýôôåêòèâíîãî àíàëèçà äàííûõ

ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ íåóïîðÿäî÷åííûìè ñèñòåìàìè è íàõîäèòñÿ â ñòàäèè íàêîïëå-

íèÿ ìàòåðèàëà. Â òàêîé ñèòóàöèè îñîáîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò �

ïðÿìîå êîìïüþòåðíîå ðåøåíèå ìîäåëüíûõ çàäà÷, ÷àñòî ñèëüíî óïðîùåííûõ è èìåþùèõ

ëèøü êà÷åñòâåííîå îòíîøåíèå ê ðåàëüíûì ñèñòåìàì. Ôàíòàñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ñîâðå-

ìåííûõ êîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿþò çà îáîçðèìîå âðåìÿ ïðîâîäèòü ïðÿìóþ äèàãîíàëèçàöèþ

ìàòðèö òèïà (4), ïðîèçâîäèòü óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì áåñïîðÿäêà è â òàêîì ÷èñëåí-

íîì ýêñïåðèìåíòå "íàáëþäàòü"ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû, ñëè÷àÿ èõ ñ ïîëó÷åííûìè äëÿ

íèõ òåîðåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè. Íà äàííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ íàóêè î íåóïîðÿäî÷åííûõ

ñèñòåìàõ ýêñïåðèìåíòû òàêîãî ðîäà ïðåäñòàâëÿþò äàæå áîëüøóþ öåííîñòü, ÷åì ðåàëü-

íûå ýêñïåðèìåíòû, ïîñêîëüêó ìîäåëè ðåàëüíûõ ñèñòåì îáû÷íî íàñòîëüêî ñëîæíû, ÷òî

ïðîâåðêà òåîðèè (íà ñåãîäíÿøíèé äåíü åùå íå äîñòàòî÷íî ðàçâèòîé) ñ èõ ïîìîùüþ ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ìàëîóáåäèòåëüíîé. Â ýòîé ñâÿçè îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîäàâëÿþùåå

áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äàííîé äèññåðòàöèè, áûëî óñïåøíî ïðîâåðå-

íî êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì, êîòîðîå â íàóêå î òâåðäîòåëüíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ

ìîäåëÿõ íà ñîâðåìåííîì ýòàïå åå ðàçâèòèÿ èãðàåò ðîëü ýêñïåðèìåíòà.
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0.2 ÎÁÇÎÐÍÀß ×ÀÑÒÜ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ îðèãèíàëüíîé ÷àñòè äèñ-

ñåðòàöèè ñâåäåíèÿ î ïðèìåíÿåìîé â ðàáîòå ìåòîäèêå è î ðåçóëüòàòàõ ïî òåìàòèêå ðàáîòû,

ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àâòîðàìè. Ñþäà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îòíîñÿòñÿ òàêèå èçâåñòíûå ñâîé-

ñòâà ôóíêöèé Ãðèíà, êàê èõ ñâÿçü ñ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ è ñïåêòðîì ïîãëîùåíèÿ,

âûðàæåíèå ÷åðåç ýòè ôóíêöèè âðåìåííîé äèíàìèêè ïëîòíîñòè âîçáóæäåíèÿ, ïåðâîíà-

÷àëüíî ëîêàëèçîâàííîãî â òî÷êå è óðàâíåíèå Äàéñîíà â òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ôóíêöèé

Ãðèíà (íå ïóòàòü ñ óðàâíåíèåì Äàéñîíà äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà!).

Âî-âòîðûõ, â ýòîé ÷àñòè áóäóò îïèñàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Ëëîéäà[16]

è Äàéñîíà[24], èìåþùèå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ïðåäìåòó èññëåäîâàíèÿ äàííîé

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è èñïîëüçîâàííûå àâòîðîì â îðèãèíàëüíîé ÷àñòè.

Íàêîíåö, â çàêëþ÷åíèå ýòîé îáçîðíîé ÷àñòè áóäåò îïèñàíî ïðîâåäåííîå àâòîðîì îðè-

ãèíàëüíîå èññëåäîâàíèå, êàñàþùååñÿ ñâÿçè ìîäåëåé Äàéñîíà è Ëëîéäà. Ïðè ýòîì áóäåò

ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà â ñëó÷àå ìîäåëè Ëëîéäà

ìîæåò áûòü òî÷íî ðåøåíî. Ïîñêîëüêó ýòî èññëåäîâàíèå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èìååò ëèøü

ìåòîäè÷åñêèé ñìûñë è íå ïðèâåëî ê ñóùåñòâåííî íîâûì ðåçóëüòàòàì, ìû ïîìåñòèëè åãî

â îáçîðíîé ÷àñòè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

0.2.1 Ñâÿçü ôóíêöèè Ãðèíà ñ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ

Âî ââåäåíèè óæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà äàåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé òîãî îïåðà-

òîðà, ðåçîëüâåíòíîé ôóíêöèåé êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ. Äðóãèì âàæíûì ñâîéñòâîì ôóíê-

öèé Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ èõ ñâÿçü ñ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ (ñì., íàïðèìåð,[3]). Ïðîñëå-

äèì ýòó ñâÿçü íà ïðèìåðå ìàòðèöû (4) è ìîäåëè ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ â ñèñòåìå äâóõóðîâ-

íåâûõ àòîìîâ, êîòîðîé îíà ñîîòâåòñòâóåò. Çàäà÷ó ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü íà

ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿ-

íèè |Ψ0〉, äåéñòâóåò ëîêàëèçîâàííîå â òî÷êå R ìîíîõðîìàòè÷åñêîå âîçìóùåíèå ÷àñòîòû

Ω. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëÿðèçàöèþ Pr â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå r ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêè

äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.
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Îïåðàòîð V , ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàííîìó ëîêàëèçîâàííîìó âîçìóùåíèþ, ìû çàïè-

øåì â âèäå

V = E d̂R sin Ωt, (8)

ãäå d̂R � îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà äâóõóðîâíåãî àòîìà, íàõîäÿùåãîñÿ â óçëå R ðåøåò-

êè, à E � àìïëèòóäà âîçìóùàþùåãî ïîëÿ. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé ñèñòåìû äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ Pr â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå r ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà

êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà d̂r àòîìà, íàõîäÿùåãîñÿ â ýòîì óçëå:

Pr = 〈Ψ|d̂r|Ψ〉 (9)

Çäåñü |Ψ〉 � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Äëÿ ïðîñòîòû ìû âñþ-

äó ðàññìàòðèâàåì òó êîìïîíåíòó âåêòîðîâ äèïîëüíîãî ìîìåíòà è ïîëÿðèçàöèè, êîòîðàÿ

ïàðàëëåëüíà âîçìóùàþùåìó ïîëþ E . Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, òðåáóåòñÿ íàéòè

çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ ñèñòåìû â ëèíåéíîì ïî V ïðèáëèæåíèè. Áåç

ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ðàâíîé íóëþ, à ñî-

îòâåòñòâóþùóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ0 íåçàâèñÿùåé îò âðåìåíè. Ïîëüçóÿñü ýòèì, áóäåì

èñêàòü âîçìóùåííóþ ôóíêöèþ Ψ â âèäå:

Ψ = Ψ0 + Ψs sin Ωt+ Ψc cos Ωt+O(V 2) (10)

Çäåñü ñóùåñòâåííî òî, ÷òî âåëè÷èíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âîçìóùåíèþ (8) Ψs,c ∼ V íå

ñîäåðæàò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

óçåëüíûõ ôóíêöèé |r〉:

Ψs =
∑
r

Ar|r〉, Ψc =
∑
r

Br|r〉 (11)

Ïîäñòàâèì (10) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

ıh̄Ψ̇ = [H + V ]Ψ (12)

Îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè∼ V è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè sin Ωt è cos Ωt íåçàâèñèìî,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ íà âåëè÷èíû Ψs,c:{
ıh̄ΩΨs = HΨc

−ıh̄ΩΨc = HΨs + E d̂RΨ0

(13)

Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (11):{
ıh̄ΩAr =

∑
r′ Hrr′Br′

−ıh̄ΩBr =
∑

r′ Hrr′Ar′ + EdδRr

(14)
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ãäå Hrr′ � ýëåìåíòû ìàòðèöû (4). Ïðè ïîëó÷åíèå ýòèõ ôîðìóë ìû ó÷ëè, ÷òî ìàòðè÷íûé

ýëåìåíò îïåðàòîðà d̂R äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìà â óçëå R ìåæäó óçåëüíûì ñîñòîÿíèåì

|r〉 è îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì Ψ0 îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè r = R:

〈r|d̂R|Ψ0〉 = d δr,R (15)

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì äèàãîíàëüíî íåóïîðÿäî÷åííûõ

ìîäåëåé è ïî ýòîé ïðè÷èíå âñþäó íèæå ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü çàâèñèìîñòüþ âåëè÷èíû

ýòîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà d îò ïîëîæåíèÿ àòîìàR, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâóõóðîâíåâûå

àòîìû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ýíåðãåòè÷åñêèì ðàñùåïëåíèåì εr, íî íå âèäîì

âîëíîâûõ ôóíêöèé îñíîâíîãî è âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé.

Ââîäÿ âåêòîðû-ñòîëáöû A,B è C ñ êîìïîíåíòàìè Ar, Br è

Cr ≡ EdδrR (16)

ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìó óðàâíåíèé (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü êîìïàêòíî:{
ıh̄ΩA = HB

−ıh̄ΩB = HA + C
(17)

ãäå H � ìàòðèöà (4). Âûðàæàÿ A èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ åãî âî âòîðîå, ïîëó-

÷àåì óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà-ñòîëáöà B:

[(h̄Ω)2 −H2]B = ıh̄ΩC, (18)

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä:

B = ıh̄Ω [(h̄Ω)2 −H2]−1C, (19)

Âõîäÿùàÿ ñþäà îáðàòíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ìàòðèöû ôóíêöèè Ãðèíà

â ôîðìå (1):

[(h̄Ω)2 −H2]−1 =
1

2h̄Ω

[
1

h̄Ω−H
− 1

−h̄Ω−H

]
=

1

2h̄Ω

[
G(h̄Ω)−G(−h̄Ω)

]
(20)

Çäåñü âîçìîæíîñòü îáðàùàòüñÿ ñ ìàòðèöàìè, êàê ñ ÷èñëîâûìè âåëè÷èíàìè, ñâÿçàíà ñ

òåì, ÷òî âñå ôèãóðèðóþùèå çäåñü ìàòðèöû èìåþò äèàãîíàëüíûé âèä â ïðåäñòàâëåíèè

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû H. Òàêèì îáðàçîì,

B =
ı

2

[
G(h̄Ω)−G(−h̄Ω)

]
C (21)
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

A = −1

2

[
G(h̄Ω) + G(−h̄Ω)

]
C (22)

Òåïåðü ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïîëÿðèçàöèþ Pr:

Pr = 2Re 〈Ψ0|d̂r|Ψs sin Ωt+ Ψc cos Ωt〉 = 2Re d[Ar sin Ωt+Br cos Ωt] = (23)

= −d2[GrR(h̄Ω) +GrR(−h̄Ω)]E sin Ωt

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ è âîçìóùàþùåå ïîëå ñâÿçà-

íû âåùåñòâåííîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ (îáîçíà÷èì åå χrR), êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíê-

öèþ Ãðèíà ìîäåëè:

χrR = −d2[GrR(h̄Ω) +GrR(−h̄Ω)]. (24)

Âåùåñòâåííîñòü ïîëó÷åííîé âîñïðèèì÷èâîñòè ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâèåì â ðàññìàòðèâàåìîé

ìîäåëè íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ. Åñëè òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ñâÿçü âîçìóùàþùåãî ïîëÿ ñ

äèïîëüíûì ìîìåíòîì åäèíèöû îáúåìà ðåøåòêè, òî ïîëó÷åííóþ âîñïðèèì÷èâîñòü (24)

ñëåäóåò óìíîæèòü íà îáúåìíóþ ïëîòíîñòü óçëîâ ðåøåòêè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî, åñëè íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû wr−r′ â (4) îòëè÷íû îò

íóëÿ, òî âîñïðèèì÷èâîñòü (24) èìååò íåëîêàëüíûé õàðàêòåð � ò.å. âîçìóùåíèå ñèñòåìû

â íåêîòîðîé òî÷êå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îòêëèêà íå òîëüêî â ýòîé òî÷êå, íî è, âîîáùå

ãîâîðÿ, âî âñåõ îñòàëüíûõ. Óêàçàííîå ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ïðîñòðàíñòâåííîé

äèñïåðñèè, òèïè÷íîé äëÿ ìîäåëåé ñ ýêñèòîííûì õàðàêòåðîì âîçáóæäåíèé.

0.2.2 Ñâÿçü ôóíêöèè Ãðèíà ñî ñïåêòðîì ïîãëîùåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà âñå äâóõóðîâíåâûå àòîìû ðàññìàòðèâàåìîé ýêñèòîííîé ñè-

ñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíàíîì (4) äåéñòâóåò îäíîðîäíîå ïî âñåé ðåøåòêå ìîíîõðîìàòè÷åñêîå

âîçìóùåíèå ÷àñòîòû Ω. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò (8) (ñî-

õðàíèì äëÿ íåãî òîæå îáîçíà÷åíèå) è áóäåò èìåòü âèä:

V = V0 sin Ωt, V0 = E
∑
r

d̂r (25)

Ïóñòü |λ〉 è Eλ � ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëü-

òîíèàíà H ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ. Òîãäà äëÿ îöåíêè ýíåðãèè
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A(Ω), ïîãëîùàåìîé â åäèíèöó âðåìåíè òàêîé ñèñòåìîé, ÷àñòî èñïîëüçóþò ñîîòíîøåíèå:

A(Ω) =
∑
λ

Eλ
2π

h̄
〈Ψ0|V0|λ〉〈λ|V0|Ψ0〉 δ(h̄Ω− Eλ), (26)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ýíåðãèè Eλ, ïîãëîùàåìîé ñèñòåìîé ïðè ïåðåõîäå

èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå |λ〉, íà âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìå-

íè ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ V . Ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Íóëåâàÿ

øèðèíà ñïåêòðàëüíîé ëèíèè, ñâÿçàííîé ñ êàæäûì ïåðåõîäîì, åñòü ñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ

íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Ó÷åò íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ ìîæåò

áûòü îñóùåñòâëåí ââåäåíèåì êîíå÷íîé "øèðèíû"δ â ôèãóðèðóþùèå â (26) δ-ôóíêöèè.

Ýòî óäîáíî ñäåëàòü ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé:

δ(h̄Ω− Eλ) = − 1

π
lim
δ→+0

Im
1

h̄Ω + ıδ − Eλ
(27)

â êîòîðîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ "íå äî êîíöà �, ò.å. δ îñòàåòñÿ êîíå÷íîé 6.

Ôóíêöèè |λ〉 âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óçåëüíûõ ôóíê-

öèé (çàïèñàòü â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè):

|λ〉 =
∑
r

Aλr |r〉, Aλr = 〈r|λ〉,
∑
r

Aλr [Aλ
′

r ]∗ = δλλ′ (óíèòàðíîñòü) (28)

è îáðàòíî

|r〉 =
∑
λ

Bλ
r |λ〉, Bλ

r = 〈λ|r〉,
∑
λ

Bλ
r [Bλ

r′ ]
∗ = δrr′ (óíèòàðíîñòü) (29)

îòêóäà

Aλr = [Bλ
r ]∗ (30)

Çàìåòèì, ÷òî Eλ â ôîðìóëå (26) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû (4), à âåëè÷èíû

Aλr â ðàçëîæåíèè (28) � êîìïîíåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

6Óøèðåíèå ëèíèé ïîãëîùåíèÿ ýêñèòîííîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ âçàèìîäåéñòâèåì ýêñèòîíîâ

ñ êàêèì-ëèáî äðóãèì ïîëåì, íàïðèìåð, ñ ôîíîíàìè. Ïðè ýòîì ýêñèòîííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà çàìåíÿåòñÿ

ýêñèòîííûì ïðîïàãàòîðîì, â êîòîðîì ïî ôîíîííûì ïåðåìåííûì ïðîèçâåäåíî óñðåäíåíèå. Êàê óæå áûëî

îòìå÷åíî, ýêñèòîííûé ïðîïàãàòîð ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ôóíêöèè Ãðèíà ñâîáîäíîãî ýêñèòîíà ïåðåíîðìè-

ðîâêîé çàêîíà äèñïåðñèè, êîòîðàÿ èíîãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì êîìïëåêñíî-çíà÷íîãî ýíåðãåòè÷å-

ñêîãî ñäâèãà ñ ìíèìîé ÷àñòüþ ıδ, ÷åìó è ñîîòâåòñòâóåò îïèñàííûé ïåðåõîä h̄Ω→ h̄Ω+ ıδ. Áîëåå ïîäðîáíîå

ðàññìîòðåíèå ýòîé ïåðåíîðìèðîâêè âûõîäèò çà ðàìêè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ïîäîáíûé ñäâèã, îäíàêî,

ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïðè ïåðåõîäå ê óñðåäíåííîé ïî áåñïîðÿäêó ýêñèòîííîé ôóíêöèè Ãðèíà â ìîäåëè Ëëîéäà.

Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí â ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè îáçîðà.
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Ïîäñòàâëÿÿ (27) è (28) â (26), ïîëó÷àåì

A(Ω) = − 1

π

2π

h̄
lim
δ→+0

Im
∑
λ

∑
rr′

Eλ
h̄Ω + ıδ − Eλ

Aλr [Aλr′ ]
∗〈Ψ0|V0|r〉〈r′|V0|Ψ0〉 (31)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð V0 äåéñòâóåò íà âñå äâóõóðîâíåâûå àòîìû îäèíàêîâî è âñå îíè èìåþò

îäèíàêîâûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà (ñì. ôîðìóëó (15) è òåêñò ïðè íåé), òî âñå

ôèãóðèðóþùèå â ôîðìóëå (31) ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé: 〈Ψ0|V0|r〉 = dE .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

A(Ω) = −2(dE)2

h̄
lim
δ→+0

Im
∑
λ

∑
rr′

Eλ
h̄Ω + ıδ − Eλ

Aλr [Aλr′ ]
∗ (32)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (30), ïîëó÷àåì:

A(Ω) = −2(dE)2

h̄
lim
δ→+0

Im
∑
λ

∑
rr′

[
h̄Ω + ıδ

h̄Ω + ıδ − Eλ
− 1

]
[Bλ

r ]∗Bλ
r′ (33)

Åäèíèöà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íå äàåò âêëàäà � â ñèëó óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè (29) âêëàä,

ñâÿçàííûé ñ íåé âåùåñòâåíåí. ×òî êàñàåòñÿ îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ôóíêöèè Ãðèíà G(E) = [E −H]−1

â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

A(Ω) = −2(dE)2

h̄
lim
δ→+0

Im (h̄Ω + ıδ)
∑
rr′
Grr′(h̄Ω + ıδ) (34)

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû (ïîíèìàå-

ìûé â ñìûñëå ôîðìóëû (26)) òàêæå íåïîñðåäñòâåííî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà

ìàòðèöû (4)[25]. Ôîðìóëà (34) áóäåò èñïîëüçîâàíà â îðèãèíàëüíîé ÷àñòè äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû.

0.2.3 Ñâÿçü ôóíêöèé Ãðèíà ñ âðåìåííîé äèíàìèêîé âîçáóæäåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè òâåðäîòåëüíûå ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãàìèëüòîíèàíó

(4), ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà âîçáóæäåíèÿ (èëè ÷àñòèöû). Ïðè ýòîì

âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ òèïè÷íàÿ çàäà÷à. Äîïóñòèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñèñòåìà

ïðèãîòîâëåíà â óçåëüíîì ñîñòîÿíèå |R〉 (ò.å. àòîì â óçëå R íàõîäèòñÿ â âîçáóæäåííîì

ñîñòîÿíèå, à îñòàëüíûå � â îñíîâíîì). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àòîì

â óçëå R îñòàíåòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèå â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t > 0.
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Ìàòåìàòè÷åñêè ýòà çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû

ïðè t = 0 â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð-ñòîëáåö Ψ(0) ñ êîìïîíåí-

òàìè Ψr(0) = δRr. Ïåðåéäåì ê ÷àñòîòíûì åäèíèöàì èçìåðåíèÿ ýíåðãèè. Òîãäà äèíàìèêà

âåêòîðà-ñòîëáöà âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà (ìàòðè÷-

íûì) ıΨ̇ = HΨ, ãäå H � ìàòðèöà (4). Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óêàçàííûìè íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè èìååò âèä:

Ψ(t) = exp[ıHt] Ψ(0) (35)

ïðè÷åì èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà êâàäðàòó ìîäóëÿ R-îé êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè

|ΨR(t)|2. Èç (35) ìîæíî âûðàçèòü ΨR(t) ÷åðåç ñîáñòâåííûå âåêòîðû (28) ìàòðèöû H:

ΨR(t) = [exp(ıHt)]RR =
∑
λ

|AλR|2eıEλt (36)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

e±ıEt = ± 1

2πı
lim
V→+0

∫ e±ıUtdU

U − E ∓ ıV
, (37)

ìîæíî âûðàçèòü èíòåðåñóþùþþ íàñ âåðîÿòíîñòü ÷åðåç äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ôóíêöèé

Ãðèíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|ΨR(t)|2 =
∑
λλ′
|AλR|2eıEλt|Aλ

′

R|2e−ıEλ′ t = (38)

= lim
V1,2→+0

1

4π2

∫
dU1dU2e

ı(U1−U2)t
∑
λλ′

|AλR|2

U1 − Eλ − ıV1

|Aλ′R|2

U2 − Eλ′ + ıV2

=

= lim
V1,2→+0

1

4π2

∫
dU1dU2e

ı(U1−U2)tGRR(U1 − ıV1)GRR(U2 + ıV2)

Â ýòîé ôîðìóëå ôèãóðèðóåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà, îòëè÷àþùèõñÿ çíàêîì

ìíèìûõ ÷àñòåé ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, çà-

ïàçäûâàþùåé è îïåðåæàþùåé, ïîñêîëüêó îäíà èç íèõ óïîòðåáëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ âðåìåí, à äðóãàÿ � äëÿ îòðèöàòåëüíûõ.

0.2.4 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Óðàâíåíèå Äàéñî-

íà.

Çàêàí÷èâàÿ ìåòîäè÷åñêóþ ÷àñòü îáçîðà, ïðèâåäåì ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ

òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Äîïó-
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ñòèì ìàòðèöà (4), êîòîðîé ìû çàíèìàåìñÿ, äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà îñíîâíóþ H0 (ôóíêöèÿ

Ãðèíà G0 êîòîðîé èçâåñòíà) è âîçìóùàþùóþ V.

H = H0 + V (39)

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîëíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà G = [E −H]−1 ñ íåâîçìóùåí-

íîé G0. Î÷åâèäíî

G−1 = E −H0 −V = (E −H0)(1− [E −H0]−1V) = (E −H0)(1−G0V) (40)

Îáðàùàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì ÷òî

G = (1−G0V)−1G0. (41)

Óìíîæàÿ òåïåðü îáå ÷àñòè ÷àñòè (41) ñëåâà íà (1−G0V), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâ-

íåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó G è G0:

G = G0 + G0VG (42)

Ýòî óðàâíåíèå îáû÷íî íàçûâàþò óðàâíåíèåì Äàéñîíà[3, 19]. Èòòåðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå,

ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ G ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì V:

G = G0 + G0VG0 + G0VG0VG0 + G0VG0VG0VG0 + ... (43)

Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðÿä (43) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Äàéñîíà

(42). Ðàçëîæåíèå (43) ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ìíîãèõ ñõåì âû÷èñëåíèÿ óñðåäíåííûõ ïî áåñ-

ïîðÿäêó ôóíêöèé Ãðèíà è áóäåò èñïîëüçîâàíî íàìè â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ ïîëó÷åíèÿ

òî÷íîãî ðåøåíèÿ ìîäåëè Ëëîéäà.

0.2.5 Òî÷íîðåøàåìàÿ ìîäåëü Ëëîéäà

Êîëè÷åñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé â òåîðèè òâåðäîòåëüíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé, ñâÿçàí-

íûõ ñ ìàòðèöàìè (4), ÷ðåçâû÷àéíî ìàëî è âàæíåéøèìè ñðåäè íèõ (íà íàø âçãëÿä) ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå Äàéñîíîì[24] è Ëëîéäîì[16]. Ðàçäåëû äàííîé äèññåðòàöèîí-

íîé ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå îäíîìåðíûì íåóïîðÿäî÷åííûì ìîäåëÿì, áàçèðóþòñÿ, ãëàâíûì

îáðàçîì, íà ïðåäëîæåííîé Äàéñîíîì ñõåìå àíàëèçà ìàòðèö òèïà (4). Òåì íå ìåíåå, â
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íàñòîÿùåì îáçîðå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì ïðèâåñòè òàêæå è òî÷íîå ðåøåíèå, ïîëó÷åí-

íîå Ëëîéäîì, ïîñêîëüêó îíî ÷ðåçâû÷àéíî íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ñàìîöåííîñòü ìåòî-

äà ôóíêöèé Ãðèíà äëÿ èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö òèïà (4). Ðåøåíèå Ëëîéäà, ê òîìó

æå, âûÿâëÿåò âàæíóþ ðîëü êîíêðåòíîãî âèäà ñòàòèñòèêè óçåëüíûõ ýíåðãèé εr, ïîêàçû-

âàÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì åå âèäå, íåóïîðÿäî÷åííàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ (ñòðîãî)

ê òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé. Ìû ïðèâîäèì çäåñü ìîäåëü Ëëîéäà òàêæå è äëÿ òîãî,

÷òîáû ïðîñëåäèòü åå ñâÿçü ñ ìîäåëüþ Äàéñîíà, êîòîðàÿ (ñâÿçü), íàñêîëüêî èçâåñòíî àâ-

òîðó, íå îñâåùàëàñü â ëèòåðàòóðå. Äàéñîí, ðàññìàòðèâàÿ îäíîìåðíóþ íåóïîðÿäî÷åííóþ

ìîäåëü ñ ãàìèëüòîíèàíîì òèïà (4) ïðè âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ïîëó-

÷èë çàìêíóòîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñòàòèñòèêè êðàåâîé ôóíêöèè Ãðèíà è óêàçàë

ñåìåéñòâî íåäèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå ìîæåò

áûòü ðåøåíî â ÿâíîì âèäå. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâóþùåì ìîäåëè

Ëëîéäà, óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà ìîæåò áûòü òî÷íî ðåøåíî â

ñëó÷àå äèàãîíàëüíî íåóïîðÿäî÷åííîé ìàòðèöû (4).

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ìîäåëè Ëëîéäà. Â ýòîé ìîäåëè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû εr

ìàòðèöû (4) (óçåëüíûå ýíåðãèè) ñ÷èòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ P (ε) â âèäå ëîðåíòöèàíà (ñòàòèñòèêà Êîøè):

P (ε) =
1

π

∆

∆2 + ε2
(44)

Íóëåâîå çíà÷åíèå ñðåäíåé óçåëüíîé ýíåðãèé íèêàê íå îãðàíè÷èâàåò ðàññìîòðåíèÿ, ïî-

ñêîëüêó êîíå÷íîå çíà÷åíèå ýòîé ýíåðãèè âñåãäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâóþùèì

ñìåùåíèåì ýíåðãåòè÷åñêîãî àðãóìåíòà ôóíêöèé Ãðèíà. Ñ÷èòàÿ äèàãîíàëüíóþ ÷àñòü ìàò-

ðèöû (4) íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì H0, à íåäèàãîíàëüíóþ � âîçìóùåíèåì V íà-

ïèøåì äëÿ ïîëíîé ôóíêöèè Ãðèíà ðÿä Äàéñîíà (43), â êîòîðîì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

íåâîçìóùåííîé ôóíêöèè Ãðèíà G0 è âîçìóùåíèÿ V â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè áóäóò

èìåòü ñîîòâåòñòâåííî âèä:

[G0(E)]rr′ =
δrr′

E − εr
, Vrr′ = wr−r′ (45)

GrR(E) =
δrR

E − εr
+

1

E − εr
wr−R

1

E − εR
+
∑
r′

1

E − εr
wr−r′

1

E − εr′
wr′−R

1

E − εR
+ ... (46)
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Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ áåñïîðÿäêà âñå âåëè÷èíû εr = ε = const è íàïèñàííûé ðÿä äàåò

âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç g(E) ýòó

ôóíêöèþ ïðè εr = 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî:

grR(E − ε) =
δrR
E − ε

+
(

1

E − ε

)2

wr−R +
(

1

E − ε

)3∑
r′
wr−r′wr′−R + ... (47)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî

óñðåäíèòü êàæäûé ÷ëåí ðÿäà (46) ïî óçåëüíûì ýíåðãèÿì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ÷ëåíû ∼

V 2 â ôîðìóëå (46), ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðûõ çàâèñèò îò âçàèìîîòíîøåíèÿ ôèãóðèðóþùèõ

â íèõ èíäåêñîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈
1

E − εr
1

E − εr′
1

E − εR

〉
=



[ ∫ dεP (ε)
E−ε

]3

âñå èíäåêñû r, r′,R ðàçëè÷íû∫ dεP (ε)
(E−ε)3 âñå èíäåêñû r, r′,R îäèíàêîâû∫ dεP (ε)
(E−ε)2

∫ dεP (ε)
E−ε ñðåäè r, r′,R åñòü äâà ñîïàäàþùèõ

(48)

Ìû çäåñü îïóñòèëè íåïîäëåæàùèå óñðåäíåíèþ ìíîæèòåëè wr−r′wr′−R. Êàê áûëî ïîêàçàíî

â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, â ïðèëîæåíèÿõ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè Ãðèíà ïðè

çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè, èìåþùåé ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü, ò.å. E → E + ıδ, δ →

+0. Èìåÿ ýòî ââèäó, ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé âèä èíòåãðàëîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè óñðåä-

íåíèå ÷ëåíîâ ðÿäà (46). Ýòè èíòåãðàëû èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ñì., íàïðèìåð, (48)):〈(
1

E + ıδ − ε

)n〉
=
∫ dεP (ε)

(E + ıδ − ε)n
, (49)

ãäå n � öåëîå ÷èñëî. Ïîäñòàâèì ñþäà P (ε) â âèäå (44) è íàéäåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî

âû÷åòàì. Îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïîëàãàþòñÿ â òî÷êàõ ±ı∆ è E + ıδ.

Åñëè çàìûêàíèå êîíòóðà ïðîèçâîäèòñÿ ïî íèæíåìó áîëüøîìó ïîëóêðóãó, òî â êîíòóð

èíòåãðèðîâàíèÿ ïîïàäàåò òîëüêî ïîëþñ ïðè ε = −ı∆. Âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèé âû÷åò,

ïîëó÷àåì: ∫ dεP (ε)

(E + ıδ − ε)n
=

∆

π

∫ dε

(∆2 + ε2) (E + ıδ − ε)n
=
(

1

E + ı[∆ + δ]

)n
(50)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Êîøè, âñå òðè ñðåäíèõ â (48) ðàâíû (E + ı[∆ +

δ])−3 è íå çàâèñÿò îò âçàèìîîòíîøåíèÿ èíäåêñîâ r, r′ è R, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè óñðåäíå-

íèè ÷ëåíîâ ðÿäà (46) ∼ V 2 âûíåñòè óêàçàííûå ñðåäíèå çà çíàê ñóììû. Ïîñëå ýòîãî ýòè

÷ëåíû ïðèîáðåòàþò âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (47) ôóíêöèè Ãðèíà óïîðÿ-

äî÷åííîé ìîäåëè ïðè çàìåíå ε→ −ı∆ (ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ âåëè÷èíó ıδ çäåñü óæå ìîæíî
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îïóñòèòü). ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî â îòíîøåíèè ÷ëåíîâ ðÿäà (46)

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà è ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî óñðåäíåííàÿ ïî óçåëüíûì ýíåð-

ãèÿì ôóíêöèÿ Ãðèíà íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ñî ñòàòèñòèêîé äèàãîíàëüíîãî áåñïî-

ðÿäêà òèïà Êîøè ñ ïàðàìåòðîì ∆ ðàâíà ôóíêöèè Ãðèíà òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé

ñèñòåìû, âçÿòîé îò êîìïëåêñíîé ýíåðãèè E + ı∆:

〈GrR(E + ıδ)〉
∣∣∣∣
δ→+0

= grR(E + ı∆) (51)

ßâíûé âèä ôóíêöèè Ãðèíà g ìîæíî íàïèñàòü, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â ñëó÷àå òðàíñëÿöèîííî-

ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (4) ìîãóò áûòü íàéäå-

íû ïî ôîðìóëàì (5):

grR(E) =
1

N

∑
q

eı(r−R)q

E − Jq
, Jq =

∑
r

wre
−ıqr (52)

Êàê âèäíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ (51) óçëîâûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (50), ñïðà-

âåäëèâîå òîëüêî äëÿ ñòàòèñòèêè Êîøè è ïîçâîëÿþùåå ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå

ñ ÷ðåçâû÷àéíî çàïóòàííûì õàðàêòåðîì óñðåäíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (46),

âîçíèêàþùèì èç-çà çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòà óñðåäíåíèÿ îò âçàèìîîòíîøåíèÿ èíäåêñîâ,

èìåþùåé ìåñòî â îáùåì ñëó÷àå.

0.2.6 Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Ãðè-

íà

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ Äàéñîíà, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ

îðèãèíàëüíûõ ðàçäåëîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïîñâÿùåííûõ íåóïîðÿäî÷åííûì ìîäå-

ëÿì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ââåñòè ïðîñòåéøèé äèàãðàììíûé ÿçûê, ñóùåñòâåííî óïðî-

ùàþùèé âûâîä öåëîãî ðÿäà ôîðìóë. Ïîìåñòèòü ýòîò ìàòåðèàë â îáçîðíîé ÷àñòè äèññåð-

òàöèè óìåñòíî òàêæå è ïîòîìó, ÷òî ïîäîáíûå ÿçûêè[26] ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ êëàññè-

ôèêàöèè ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé Ãðèíà. È, íàêîíåö, óêàçàííûé ÿçûê èñïîëüçóåòñÿ

â ãëàâå 9 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, â êîòîðîé íà åãî îñíîâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñëåäÿùèõ

îïåðàòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà (46), â êîòîðîì êàæäîìó ìíîæèòåëþ wr−r′

ñîïîñòàâèì ñòðåëêó, íàïðàâëåííóþ èç óçëà ðåøåòêè r â óçåë r′. Êàæäîìó ìíîæèòåëþ
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Ðèñ. 1: Ïðèìåðû äèàãðàìì

1/(E − εr) ñîïîñòàâèì òî÷êó, îòíîñÿùóþñÿ ê óçëó ðåøåòêè r. Òîãäà êàæäîìó ÷ëåíó ðàç-

ëîæåíèÿ (46) ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà GrR ôóíêöèè Ãðèíà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ

òðàåêòîðèÿ (äèàãðàììà), ñîåäèíÿþùàÿ óçëû r è R ðàññìàòðèâàåìîé ðåøåòêè äâóõóðîâ-

íåâûõ àòîìîâ, ñîñòîÿùàÿ èç ñòðåëîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ

òî÷êàìè. Ñìûñë îïèñàííîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ÿñåí èç ðèñ.1, íà êîòîðîì ïðèâåäåíû ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïðèìåðû. Íà ýòîì ÿçûêå ôîðìóëà (46) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

GrR = Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, ñîåäèíÿþùèõ óçëû r è R (53)

Òàêîé ÿçûê èíîãäà îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì äëÿ êëàññèôèêàöèè ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ � ïðè-

ìåðû áóäóò ðàññìîòðåíû ïðè èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ Äàéñîíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Çàìåòèì çäåñü, ÷òî äèàãðàììíûé ÿçûê îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì åùå è òåì, ÷òî ïðàâèëà

ñîïîñòàâëåíèÿ ìîæíî ìåíÿòü â ïðîöåññå ðàññóæäåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ óñðåäíåííîé ôóíê-

öèè Ãðèíà ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå, àíàëîãè÷íîå (53), ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå:

〈GrR〉 =


Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, ñîåäèíÿþùèõ óçëû r è R, ïðè÷åì êàæäîìó

óçëó ðåøåòêè, ÷åðåç êîòîðûé ïðîõîäèò äèàãðàììà, ñîïîñòàâëÿåòñÿ∫
dεP (ε)/[E − ε]m, ãäå m � ÷èñëî òî÷åê â óçëå

(54)

Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü óæå êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèíèöà � âåäü ïî óçåëü-

íûì ýíåðãèÿì εr âûïîëíåíî óñðåäíåíèå.

0.2.7 Ìåòîä Äàéñîíà

Åñëè ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü Ëëîéäà íå÷óâñòâèòåëüíà ê ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è

âèäó âçàèìîäåéñòâèÿ wr, òî â ìîäåëè Äàéñîíà, î êîòîðîé ñåé÷àñ ïîéäåò ðå÷ü, ðàññìàòðèâà-

åòñÿ îäíîìåðíàÿ ðåøåòêà óçëîâ ñ âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.

Ìàòðèöà (4) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

Hrr′ = δr,r′εr + w[δr,r′+1 + δr,r′−1] (55)
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ãäå r � öåëî÷èñëåííûé íîìåð óçëà ðåøåòêè. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî Äàéñîí â ñâîåé ðàáîòå [24]

ðàññìàòðèâàë ìàòðèöû áîëåå îáùåãî âèäà ñ ôëóêòóèðóþùèìè íåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåí-

òàìè è èìåííî äëÿ ñëó÷àÿ íåäèàãîíàëüíî íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû îí ñóìåë

ïîëó÷èòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Â íà-

øåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì äèàãîíàëüíî íåóïîðÿäî÷åííûå

ìîäåëè, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èì íàøå ðàññìîòðåíèå ìàòðèöàìè âèäà (55), äëÿ êîòîðûõ

Äàéñîíó íå óäàëîñü ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíûõ îòâåòîâ. Òåì íå ìåíåå, ìåòîä àíàëèçà ìàò-

ðèö òèïà (55), ïðåäëîæåííûé Äàéñîíîì, è ðÿä ïîëó÷åííûõ èì ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòà-

òîâ, èñïîëüçîâàííûå íàìè â îðèãèíàëüíîé ÷àñòè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, áóäóò ñåé÷àñ

ïîäðîáíî èçëîæåíû.

Ïóñòü îäíîìåðíàÿ ðåøåòêà äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, íà êîòîðîé îïðåäåëåíà ìàòðèöà

(55), êîíå÷íà (íî äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ) è ïóñòü N � íîìåð ëåâîãî êðàéíåãî óçëà ýòîé

ðåøåòêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ñîîòâåòñòâóþùèé êðàåâîé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ôóíêöèè

Ãðèíà: γ ≡ GNN . Áóäåì ãîâîðèòü îá ýòîì ýëåìåíòå êàê î êðàåâîé ôóíêöèè Ãðèíà (ÊÔÃ).

Äîáàâèì ê ðåøåòêå ñëåâà åùå îäèí óçåë ñ àòîìîì, ðàñùåïëåíèå óðîâíåé êîòîðîãî îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ε è ïîñòàâèì âîïðîñ î òîì, êàê êðàåâàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà γ̃ ≡ GN+1,N+1

óâåëè÷åííîé ðåøåòêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç γ.

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ èñïîëüçóåì äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Ãðèíà, â

ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì

γ̃ =
1

E − ε
+

+
∑[

âñåâîçìîæíûõ ïåòåëü, íà÷èíàþùèõñÿ è çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà óçëå N + 1
]

(56)

Ôèãóðèðóþùèå çäåñü ïåòëè ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî ÷èñëó òî÷åê â óçëå N + 1. Ðàñ-

ñìîòðèì, íàïðèìåð, âñåâîçìîæíûå ïåòëè, èìåþùèå äâå òî÷êè â óçëå N+1. Ýòè äâå òî÷êè

äàäóò ìíîæèòåëü 1/(E − ε)2 â ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèÿõ. Êðîìå òîãî, ïåòëè òàêîãî

âèäà âñåãäà èìåþò îäíó èñõîäÿùóþ èç óçëà N + 1 ñòðåëêó è îäíó âõîäÿùóþ â íåãî, ïðè-

÷åì ïîñêîëüêó ìàòðèöà (55) ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé,

îáå ýòè ñòðåëêè îáÿçàòåëüíî ïîïàäàþò â óçåë N ðåøåòêè (Ðèñ.20). Ýòèì äâóì ñòðåëêàì

ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü w2.

Ñóììà âñåâîçìîæíûõ äèàãðàìì, êîòîðûå ñâÿçûâàþò êîíöû ýòèõ ñòðåëîê íà óçëå N è

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ðåøåòêó ñïðàâà îò óçëà N ðàâíà ÊÔÃ γ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì
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Ðèñ. 2: Ñóììèðîâàíèå äèàãðàìì òèïà ïåòåëü

ñêàçàòü, ÷òî

∑[
âñåâîçìîæíûõ ïåòåëü, èìåþùèõ äâå òî÷êè íà óçëå N + 1

]
=

1

E − ε
w2γ

E − ε
(57)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∑[
âñåâîçìîæíûõ ïåòåëü, èìåþùèõ òðè òî÷êè íà óçëå N + 1

]
=

1

E − ε

(
w2γ

E − ε

)2

(58)

è äàëåå

∑[
âñåâîçìîæíûõ ïåòåëü, èìåþùèõ n òî÷åê íà óçëå N + 1

]
=

1

E − ε

(
w2γ

E − ε

)n−1

(59)

Ïîñêîëüêó ïðèâåäåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ îõâàòûâàåò âñå âîçìîæíûå òèïû äèàãðàìì, òî

ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

γ̃ =
1

E − ε

[
1 +

w2γ

E − ε
+
(
w2γ

E − ε

)2

+ ...
]

=
1

E − ε− w2γ
(60)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ óçëîâûì â ìåòîäå Äàéñîíà. Ïîêàæåì êàê ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî

ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ñòàòèñòèêè ÊÔÃ äèàãîíàëüíî íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ñëó÷àéíîé ìàòðèöå (55).

ÊÔÃ γ çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ óçåëüíûõ ýíåðãèé εr, r ≤ N è ïîýòîìó ñàìà ÿâëÿåò-

ñÿ ñëó÷àéíîé. Îáîçíà÷èì åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åðåç σ(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ̃(x)

àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÊÔÃ óâåëè÷åííîé ðåøåòêè γ̃. Ïîëüçóÿñü ñîîò-

íîøåíèåì (60) ìîæíî ñâÿçàòü ýòè äâå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ̃(x) =
∫
dydεP (ε)σ(y)δ

(
x− 1

E − ε− w2y

)
=

1

x2

∫
dyσ(y)P (E − 1/x− w2y) (61)

Çäåñü P (ε) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé (îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ óçëîâ), óïî-

òðåáëåííàÿ â óðàâíåíèè (61) äëÿ óñðåäíåíèÿ ïî ýíåðãèÿì óçëà N+1. Ïðè áîëüøèõ äëèíàõ
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ðåøåòêè, ñòàòèñòèêè ÊÔÃ â èñõîäíîé ðåøåòêå γ è â óâåëè÷åííîé γ̃ áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ

äðóã ê äðóãó è â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N → ∞ äîëæíî áûòü σ̃(x) = σ(x). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ñòàöèîíàðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊÔÃ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå çàìêíóòîå

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

x2σ(x) =
∫
dyσ(y)P (E − 1/x− w2y) (62)

Íåìåäëåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (62) ïðè êîì-

ïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè E. Åñëè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ìàòðèöû (55) îãðàíè÷åí,

òî ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ E, íå ïîïàäàþùèõ â îáëàñòü ñïåêòðà, ÊÔÃ γ(E) ñàìà

âåùåñòâåííà è åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïðè ïîìîùè ôóíêöèè σ(x),

íàéäåííîé èç óðàâíåíèÿ (62)

〈γ(E)〉 =
∫
σ(x)xdx, (63)

è çàòåì àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíî íà îáëàñòü ñïåêòðà. Îäíàêî, åñëè ãðàíèö ñïåêòðà óêà-

çàòü íåëüçÿ (à ýòî âñåãäà òàê, åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé P (ε) äîïóñ-

êàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ýíåðãèé εr), òî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå

óðàâíåíèÿ (62) ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì è ìåòîä Äàéñîíà òðåáóåò äàëüíåéøåãî ðàçâè-

òèÿ. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ òðóäíîñòü âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè ïîïûòêå ïðîàíàëèçèðîâàòü

ìåòîäîì Äàéñîíà îïèñàííóþ âûøå ìîäåëü Ëëîéäà.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë áóäåò ïîñâÿùåí ïðåîäîëåíèþ ýòîé òðóäíîñòè, ïðè÷åì áóäåò ïî-

êàçàíî, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé èìååò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ

Êîøè, òî óðàâíåíèå (62) ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî è çàäà÷à Ëëîéäà äëÿ îäíîìåðíîé ìî-

äåëè ñ âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìîæåò áûòü ðåøåíà òàêæå ìåòîäîì

Äàéñîíà. Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà êîìïàêòíîñòü óðàâíåíèÿ (62), àâòîðó íå èçâåñòíû

ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ áûëî áû ïîëó÷åíî êàêîå-ëèáî òî÷íîå åãî ðåøåíèå.7 Ïðèâåäåííîå

â îðèãèíàëüíîé ÷àñòè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû (çàêëþ÷èòåëüíûå ðàçäåëû òðåòüåé ãëà-

âû) èññëåäîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçàëî, õàðàêòåð åãî ðåøåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñèëüíî

çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè P (ε) è ìåíÿåòñÿ îò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

Ëîðåíöà (äëÿ ìîäåëè Ëëîéäà) äî èìåþùåé áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàçðûâîâ ôóíêöèè

ôðàêòàëüíîãî âèäà â ñëó÷àå áèíàðíî íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè.

7Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî Äàéñîí â ñâîåé ðàáîòå, ãäå îí ïðåäëîæèë îïèñûâàåìóþ ìåòîäèêó, ïîëó÷èë

òî÷íîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåäèàãîíàëüíî íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè.
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0.2.8 Ìåòîä Äàéñîíà äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíûõ ýíåðãèé

Ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå (60)

γ̃ =
1

Ω− ε− w2γ
, (64)

ðàçóìååòñÿ, èìååò ìåñòî è ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãåòè÷åñêîãî

àðãóìåíòà Ω = U + ıV , â òîì ÷èñëå è òîãäà, êîãäà âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîãî àðãóìåí-

òà U ïîïàäàåò â ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà (55). Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî Ω êðàåâàÿ ôóíêöèÿ

Ãðèíà γ áóäåò êîìïëåêñíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ ôóíêöèåé ðàñïðå-

äåëåíèÿ ρ(x, y), ïðè÷åì ρ(x, y)dxdy äàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ

÷àñòè γ ïîïàäóò ñîîòâåòñòâåííî â èíòåðâàëû [x, x + dx] è [y, y + dy]. Åñëè ρ̃(x, y) àíàëî-

ãè÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ÊÔÃ óâåëè÷åííîé ðåøåòêè, òî äëÿ ρ è ρ̃ ìîæíî íàïèñàòü

ñîîòíîøåíèå àíàëîãè÷íîå (61):

ρ̃(x, y) =
∫
δ
(
x− Re

{
1

Ω− ε− w2(α + ıβ)

})
× (65)

×δ
(
y − Im

{
1

Ω− ε− w2(α + ıβ)

})
P (ε)ρ(α, β)dαdβdε

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ δ−ôóíêöèÿìè è ïåðåõîä N →∞ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâ-

íåíèþ äëÿ ñòàöèîíàðíîé ôóíêöèè ρ:

w4(x2 + y2)2ρ(x, y) =
∫
ρ
(
U − ε
w2

− 1

w2

x

x2 + y2
,
V

w2
+

1

w2

y

x2 + y2

)
P (ε)dε (66)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïîëîæèì w = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè-

÷èíû è ôóíêöèè Ãðèíà èçìåðÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â åäèíèöàõ w è 1/w. Òîãäà óðàâíåíèå

(66) áóäåò èìåòü âèä:

(x2 + y2)2ρ(x, y) =
∫
ρ
(
U − ε− x

x2 + y2
, V +

y

x2 + y2

)
P (ε)dε (67)

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ρ êàê ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = x+ ıy. Òîãäà

1

z
=

x− ıy
x2 + y2

è óðàâíåíèå (67) ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîì âèäå:

|z|4ρ(z) =
∫
ρ
(

Ω− ε− 1

z

)
P (ε)dε (68)
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Çàìåòèì, ÷òî ρ, ê ñîæàëåíèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé êîì-

ïëåêñíîé ïåðåìåííîé z, íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà è ò.ä.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ ìíèìàÿ ÷àñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî àðãóìåí-

òà îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ èñ÷åçàþùåé ìàëîé V → 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè V = 0, òî íåïîñðåä-

ñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå (67) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ρU,V=0(x, y) ≡ ρ0(x, y) = σU(x)δ(y), (69)

ãäå ôóíêöèÿ σU(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (62)8 ïðè E = U

x2σU(x) =
∫
σU(U − ε− 1/x)P (ε)dε (70)

x2σU(x) =
∫
σU(ε)P (U − ε− 1/x)dε∫
σU(x)dx = 1,

ïðè÷åì â ýòîì óðàâíåíèè ýíåðãèÿ U óæå ìîæåò áûòü ëþáûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Åñëè

V 6= 0, íî èñ÷åçàþùå ìàëà, òî ôóíêöèþ ρU,V→0(x, y) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ îäíîé

èòòåðàöèè (67) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρU,V→0(x, y) =
(

1

x2 + y2

)2 ∫
ρ0

(
U − ε− x

x2 + y2
, V +

y

x2 + y2

)
P (ε)dε (71)

Ñîñ÷èòàåì ïðè ïîìîùè (71) ìíèìóþ ÷àñòü óñðåäíåííîé ÊÔÃ

〈Imγ〉 =
∫
ρ(x, y, )ydxdy (72)

ïðè V → 0. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (71) â (72). Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

− x

x2 + y2
→ x (73)

y

x2 + y2
→ y,

îïðåäåëÿÿ ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (73) è ó÷èòûâàÿ (69), ïîëó÷àåì äëÿ óñðåäíåííîé ìíè-

ìîé ÷àñòè ÊÔÃ âûðàæåíèå:

〈Imγ〉 = lim
V→+0

∫
dεdxdy

P (ε)y

x2 + y2
σU(U − ε+ x) δ(V + y) = (74)

8Íèæå ìû ïðèâîäèì äâå ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìû ýòîãî óðàâíåíèÿ
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− lim
V→+0

∫
dεdx

P (ε) V

x2 + V 2
σU(U − ε+ x) = −π

∫
dε P (ε) σU(U − ε)

Èñïîëüçóÿ (70), ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

〈Imγ(U, V → 0)〉 = −π
∫
dε P (ε) σU(U − ε) = −π lim

x→∞
x2σU(x) (75)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíèìîé ÷àñòè óñðåäíåííîé ÊÔÃ ñëåäóåò ðåøèòü óðàâ-

íåíèå (70) äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ ýíåðãèé (â òîì ÷èñëå è äëÿ òàêèõ, êîòîðûå ïîïàäà-

þò â ñïåêòð ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà (55)), ïîñëå ÷åãî ìíèìóþ ÷àñòü ÊÔÃ ðàñc÷èòàòü

ïî ôîðìóëå (75). Ïîñêîëüêó ïðè ýíåðãèÿõ U , íåïîïàäàþùèõ â ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà,

〈Imγ(U, V → 0)〉 = 0, òî, ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòèõ ýíåðãèÿõ ïåðåêðûòèå ôóíêöèé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåè ÊÔÃ σ(γ) è ñìåùåííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ

ýíåðãèé P (γ − U) ðàâíî íóëþ (íàïîìíèì, ÷òî çäåñü âñþäó ìû èìååì äåëî ñ ýíåðãèÿìè è

ôóíêöèÿìè Ãðèíà, îáåçðàçìåðííûìè íà ýíåðãèþ ìåæóçåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ w, êîòî-

ðóþ ìû ïîëîæèëè ðàâíîé åäèíèöå).

Âûïîëíèì òåïåðü ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó:

ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìîäåëè Ëëîéäà óðàâíåíèå (70) (èëè (62)) ðåøàåòñÿ òî÷íî,

äëÿ ýòîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èì óñðåäíåííóþ ìíèìóþ ÷àñòü ÊÔÃ,

óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì Ëëîéäà è

ïðîâåðèì òåì ñàìûì âñå ñäåëàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ è ôîðìóëû.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôèãóðèðóþùèõ â ìîäåëè Ëëîéäà ëîðåíöîâñêèõ

ôóíêöèé:
1

π

δ

δ2 + (x− a)2
≡ La,δ(x) (76)

Êàê èçâåñòíî, ñâåðòêà äâóõ ëîðåíöîâñêèõ ôóíêöèé åñòü òîæå ëîðåíöîâñêàÿ ôóíêöèÿ,

ïîýòîìó: ∫
La,δ(x)Lb,∆(x)dx = La−b,δ+∆(0) (77)

Ëîðåíöîâñêîé ôóíêöèè ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî θ, ïðèíàäëåæàùåå âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

La,δ(x) ≡ Lθ(x), ãäå θ ≡ a+ ıδ δ > 0 (78)
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Áóäåì íàçûâàòü ýòî ÷èñëî ïîêàçàòåëåì ëîðåíöîâñêîé ôóíêöèè. Òîãäà, åñëè îáîçíà÷èòü

ξ ≡ b+ ı∆, òî (77) ìîæíî çàïèñàòü òàê:∫
Lθ(x)Lξ(x)dx = Lz(0) = − 1

π
Im

1

z
, z = θ − ξ̄ (79)∫

Lw(x− t)Lu(t)dt = Lw−ū(x)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ìîäåëè Ëëîéäà ôóíêöèÿ P (ε) èìååò âèä ëîðåíöèàíà

(44) è óðàâíåíèå (70) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

σU(x) =
1

x2

∫
LU−1/x,∆(x′)σU(x′)dx′ (80)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå σU(x) òîæå â âèäå ëîðåíöîâñêîé ôóíêöèè:

σU(x) = La,δ(x) = Lθ(x), θ = a+ ıδ (81)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîêàçàòåëÿ θ. Åñëè îáîçíà÷èòü

η = U − 1/x+ ı∆, (82)

òî ∫
LU−1/x,∆(x′)σU(x′)dx′ =

∫
Lη(x

′)Lθ(x
′)dx′ = Lz(0) (83)

ïðè÷åì

z = η − θ̄ (84)

Î÷åâèäíî:

Lz(0) = Lw(1/x), ãäå w = z + 1/x (85)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ àëãåáðàè÷åñêèì òîæäåñòâîì, êîòîðîå ìîæíî ïðîâåðèòü:

1

x2
Lw(1/x) = L1/w̄(x) (86)

ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (83) è (85), ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (80). Òîãäà

èç (80), (85) è (86) ñëåäóåò, ÷òî

θ =
1

w̄
=

1

U − ı∆− θ
. (87)

Èç ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì θ. Ñîñ÷èòàåì ìíèìóþ ÷àñòü ÊÔÃ ïî ôîðìóëå

(75), êîòîðàÿ äëÿ ìîäåëè Ëëîéäà âûãëÿäèò òàê:

〈Imγ〉 = −π
∫
LU+ı∆(x)Lθ(x)dx = −πLU+ı∆−θ̄(0) = (88)
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−πL1/θ̄(0) = −1

2
Im

(
U + ı∆−

√
(U + ı∆)2 − 4

)
Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ îïèñàííûì â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðåçóëüòàòîì Ëëîéäà,

ñîãëàñíî êîòîðîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ðàçóïîðÿäî-

÷åííîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü èç óïîðÿäî÷åííîé9 äîáàâèâ ê ýíåðãèè ìíèìóþ ÷àñòü,

ðàâíóþ ïîëóøèðèíå ëîðåíöîâñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíîé ýíåðãèè.

9Óïîðÿäî÷åííóþ ÊÔÃ (ò.å. ïðè âñåõ εr = 0) ïîëóáåñêîíå÷íîé ðåøåòêè ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

γ = 1/(U − γ), êîòîðîå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (60) ïðè w = 1, N →∞ è εr = 0
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0.3 ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅÌÎÄÅ-

ËÈ. ÌÅÒÎÄÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅ-

ÍÈß.

Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îðèãèíàëüíûå èññëåäîâàíèÿ àâòîðà, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîñòåéøèì

òðàíñëÿöèîííî íåñèììåòðè÷íûì ìîäåëÿì � ìîäåëÿì îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì. Ýòè ñèñòåìû

îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íûé ôðàãìåíò òðàíñëÿöèîííî ñèììåòðè÷íîé ðåøåòêè è

ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêèì ñèñòåìàì ìîäåëüíàÿ ìàòðèöà (4) èìååò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

â ôîðìå (6).

Ïåðâûå ðàçäåëû íàñòîÿùåé ãëàâû ïîñâÿùåíû ðàçðàáîòêå ìåòîäà ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïî-

ãëîùåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì. Îòïðàâíûì ïóíêòîì â ýòèõ ñëó÷àÿõ

ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà (34). Äëÿ ôèãóðèðóþùåé â íåé ôóíêöèè Ãðèíà ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå â ðÿäå ïðîñòûõ (íî íå òðèâèàëüíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (4)) ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå â ýòèõ ðàçäåëàõ, ïðîâåðÿëèñü ïðÿìûì êîìïüþòåðíûì ýêñïåðèìåíòîì, îáíàðóæèâàÿ

ïîëíîå ñîãëàñèå. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå çàäà÷è î ñïåêòðàõ îäíîìåðíîé êîíå÷íîé

öåïî÷êè è ñôåðè÷åñêîì êëàñòåðå, âîçìîæíî, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ èíòåðïðåòàöèè

ñïåêòðîâ ðåàëüíûõ ñèñòåì òèïà J-àãðåãàòîâ[77, 78, 79] è êâàíòîâûõ òî÷åê, ïðè÷åì â ïî-

ñëåäíåì ñëó÷àå ðàñ÷åòû ïî ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû è òîãäà, êîãäà

êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå óæå ñòàíîâèòüñÿ íåâîçìîæíûì.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ðàçâèòûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíå-

íèè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà âîñïðèèì÷èâîñòè ñëîèñòûõ ñèñòåì

è íàõîæäåíèÿ èõ ñïåêòðîâ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ â îáëàñòè ýêñèòîííîãî ïîãëîùåíèÿ,

ïðè íàëè÷èè äîáàâî÷íûõ âîëí Ïåêàðà. Â ïðåäëîæåííîé ñõåìå ðàñ÷åòà îòñóòñòâóþò èçâåñò-

íûå çàòðóäíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ

àìïëèòóä äîáàâî÷íûõ âîëí.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîé ìåòîäèêè ðàñ÷åòà âîñïðèèì÷èâîñòè

îãðàíè÷åííûõ ñèñòåì àíàëèçèðóåòñÿ ïðåäëîæåííûé àâòîðîì ýôôåêò àíòèçåðêàëüíîãî îò-

ðàæåíèÿ îò êðèñòàëëè÷åñêîé êâàçèäâóìåðíîé ïîëîñû (êâàíòîâîé ÿìû) ñ ýêñèòîííûì õà-
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ðàêòåðîì âîçáóæäåíèé.

0.3.1 Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî îãðà-

íè÷åííûõ ðåøåòîê.

Äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà Grr′ = (E −H)−1
rr′ , ïîñòðîåííîé ïî ìàòðèöå H (4) îïðåäåëèì ñëåäóþ-

ùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ g(r, E):

g(r, E) =
∑
l

Grl (89)

Åñëè ñïåêòð ñîñðåäîòî÷åí â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, ðàçìåðû êîòîðîé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åãî

ñðåäíåé ÷àñòîòû (êàê ýòî îáû÷íî è áûâàåò), òî ñëàáóþ ôóíêöèþ h̄Ω + ıδ ≡ E + ıδ â (34)

ìîæíî ñ÷èòàòü â îáëàñòè ñïåêòðà âåùåñòâåííîé è ïîñòîÿííîé è íàïèñàòü äëÿ ñïåêòðà

ïîãëîùåíèÿ ìîäåëüíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

A(E) =
2E(dE)2

h̄
a(E), ãäå a(E) ≡ −Im

∑
r

g(r, E + ıδ) (90)

ïðè ýòîì êàæäîé êàæäîé ëèíèè ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóåò ëîðåíöèàí ñ ïîëóøèðèíîé δ. Ïðè

óêàçàííîì ñîñðåäîòî÷åííîì õàðàêòåðå ñïåêòðà, åãî âèä îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé a(E), íà

âû÷èñëåíèå êîòîðîé ìû è íàïðàâèì óñèëèÿ. Ñ÷èòàÿ äèàãîíàëüíóþ ÷àñòü ìàòðèöû (4)

îñíîâíîé ( H0), à íåäèàãîíàëüíóþ âîçìóùåíèåì (V), çàïèøåì äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G

óðàâíåíèå Äàéñîíà (42):

Grr′ =
δrr′

E − εr
+
∑
l

wr−l Glr′

E − εr
(91)

Ñóììèðóÿ ïî r′, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè g (89), â êîòîðîì ïåðåéäåì îò ñóììè-

ðîâàíèÿ ïî l ê èíòåãðèðîâàíèþ (â ñâÿçè ñ ýòèì íèæå ìû íåìíîãî èçìåíÿåì îáîçíà÷åíèÿ:

wr → w(r))

g(r)[E − εr] = 1 + ρ
∫
w(r− r′)g(r′)dr′ (92)

çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ðåøåòêè.

Ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ â (92) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðèáëèæå-

íèåì, êîòîðîå ìû äåëàåì, è ñëåäóåò óêàçàòü, êîãäà òàêîé ïåðåõîä äîïóñòèì. Ñóììà ïî l

â óðàâíåíèè Äàéñîíà áëèçêà ê èíòåãðàëó â (92), åñëè ôóíêöèÿ w(r− r′)g(r′) íå ñëèøêîì

ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè r′ íà ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè b. Ïîýòîìó, åñëè R õàðàêòåð-

íûé ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ w(r), òî, âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû R > b. Âî-âòîðûõ, g(r)
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òàêæå íå äîëæíà ñèëüíî ìåíÿòüñÿ íà ìàñøòàáàõ ∼ b, â ÷åì íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ ïî

îêîí÷àíèè ðàñ÷åòà ïî ïðåäëàãàåìîé íèæå ñõåìå. Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî â îáëàñòè

ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ g îñöèëëèðóåò ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòîé ðåçîíàíñíîãî ýêñèòî-

íà. Îñíîâíîé âêëàä â ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ (ñóììó (90)) äàþò äëèííîâîëíîâûå ýêñèòîíû

(áûñòðûå îñöèëëÿöèè êîðîòêîâîëíîâûõ ýêñèòîíîâ ýôôåêòèâíî óñðåäíÿþòñÿ ïðè ñóììè-

ðîâàíèè), ïîýòîìó óêàçàííûé ïåðåõîä îò ñóììû ê èíòåãðàëó â äàííîì ñëó÷àå ñîâåðøåííî

îïðàâäàí. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî g îïðåäåëÿåò ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ, à íå ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé,

ïðè ðàñ÷åòå êîòîðîé êîðîòêîâîëíîâûå ýêñèòîíû òàêæå èãðàþò ðîëü.

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ Ψ (íå ïóòàòü ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé!) ñëåäóþùèì ñîîòíî-

øåíèåì:

Ψ(r) ≡ g(r)[E − ε(r)] (93)

Òîãäà èç âûðàæåíèÿ (92) ñëåäóåò, ÷òî

Ψ(r) = ρ
∫
w(r− r′)

[
λ2 +

Ψ(r′)

E − ε(r′)

]
dr′, (94)

ãäå

λ−2 ≡ ρ
∫
w(r)dr (95)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (94) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê äèôôåðåíöèàëüíîìó ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé w(r) ìîæíî ïîñòðîèòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð L(∂/∂r) òàêîé, ÷òî w(r) áóäåò äëÿ íåãî ôóíêöèåé èñòî÷íèêà (ôóíêöèåé Ãðèíà),

ò.å.

L(∂/∂r)w(r) = δ(r) (96)

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò çàïèñàòü óðàâíåíèå (96) â ïðåäñòàâëåíèè Ôóðüå

w(r) =
1

2π

∫
eıkrw̃(k)dk L(ık) w̃(k) = 1 (97)

Èç ïîñëåäíåãî (àëãåáðàè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âèä ôóíêöèè L.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

L(∂/∂r)Ψ(r) = Φ(r) (98)

×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè èñòî÷íèêà w(r)

Ψ(r) =
∫
w(r− r′)Φ(r′)dr′ (99)
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Åñëè Φ(r) = ρ[λ2 +Ψ(r)/(E−ε(r))], òî âûðàæåíèå (99) ñîïàäàåò ñ (94). Ïîýòîìó èíòåðåñó-

þùåå íàñ ðåøåíèå Ψ(r) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (94) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ

L(∂/∂r)Ψ(r) = ρ
[
λ2 +

Ψ(r)

E − ε(r)

]
(100)

Íàéòè ðåøåíèå (100) â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (94). Åñëè Ψ(r) èçâåñò-

íà, òî ôóíêöèÿ a(E), îïðåäåëÿþùàÿ ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ, íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû,

âûòåêàþùåé èç (90)

a(E) = −ρ Im
∫
F
g(r, E + ıδ)dr = −ρ Im

∫
F

Ψ(r, E + ıδ) dr

E + ıδ − ε(r)
(101)

ãäå F � îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ðåøåòêîé, ïî êîòîðîé ñòðîèòñÿ ìàòðèöà (4).

Ðàçâèòàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè åãî â àíàëèòè÷å-

ñêîì âèäå òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðÿìàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (4), ïî

êðàéíåé ìåðå, ïðîáëåìàòè÷íà, à èíîãäà è íåâîçìîæíà. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé

îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âûñîêîé, ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ äëèííîâîëíîâûìè ýêñèòîíàìè, äëÿ êîòîðûõ îïèñàííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ,

ôàêòè÷åñêè, ñòðîãîé. Íèæå ìû ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû, ïåðâûé è ïðîñòåé-

øèé èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ îäíîìåðíîé êîíå÷íîé öåïî÷êè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì

ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Çàìåòèì, ÷òî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàò-

ðèöó (4) (íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó) íå óäàåòñÿ äèàãîíàëèçîâàòü òî÷íî. 10 Òåì áîëåå ýòî

îòíîñèòñÿ ìàòðèöàì (4), ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññìîòðåííûì äàëåå áîëåå ñëîæíûì çàäà÷àì

î öåïî÷êå ñî ñêà÷êîì ðàñùåïëåíèÿ è î ñôåðè÷åñêîì êëàñòåðå.

Îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìåæàòîìíûì âçàèìî-

äåéñòâèåì

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà (4) ñòðîèòñÿ íà îäíîìåðíîé öåïî÷êå, ïðè÷åì ìåæàòîì-

íîå âçàèìîäåéñòâèå èìååò âèä

w(r) = V exp
[
− |r|
R

]
(102)

10Èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â ìàòðèöå (4) ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü

âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.
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Òîãäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (97) ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ îïåðàòîðà L(d/dr) âûðàæåíèå

L(d/dr) =
R

2V

(
1

R2
− d2

dr2

)
(103)

à óðàâíåíèå (100) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä

Ψ′′ + β2Ψ = − 1

R2
, β2 ≡ 1

R2

(
W

E − ε(r)
− 1

)
, W ≡ 2ρV R (104)

Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (5) è (102) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî W ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé øèðèíó ýêñèòîííîé çîíû áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè. Óðàâíåíèå (104) èìååò âèä ñõîäíûé

ñ âèäîì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ "ïîòåíöèàëîì"β2(r), ïîýòîìó ôóíêöèÿ Ψ

íåïðåðûâíà ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Íàéäåì Ψ äëÿ êîíå÷íîé öåïî÷êè, êîíöû êîòîðîé èìåþò

êîîðäèíàòû ±l. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6), ôóíêöèÿ ε(r) èìååò â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé âèä

ε(r) =

{∞ ïðè r < −l è r > l

0, ïðè − l < r < l
, (105)

ò.å îáëàñòü âíå öåïî÷êè êàê áû çàïîëíåíà áåñêîíå÷íî îòñòðîåííûìè àòîìàìè, íà êîòîðûå

âîçáóæäåíèå ïîïàñòü íå ìîæåò. Ðàçóìååòñÿ, ýòî òîëüêî "ïðåìåííàÿ"ñîñòàâëÿþùàÿ ðàñ-

ùåïëåíèÿ, "ïîñòîÿííàÿ"ñîñòàâëÿþùàÿ ïðèâîäèò ê ñäâèãó ñïåêòðà êàê öåëîãî, è ìû íèãäå

íå áóäåì åå ó÷èòûâàòü. Â êàæäîé èç îáëàñòåé ðåøåíèå (104) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ÿâíî.

Ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé öåïî÷êè, åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ψ(r) =


C1 cos[βr]− 1/(βR)2 ïðè − l < r < l,

C2 exp[−r/R] + 1 ïðè r > l,

C2 exp[r/R] + 1 ïðè r < −l,

(106)

ãäå, ñîãëàñíî (104), β

β2 ≡ 1

R2

(
W

E
− 1

)
(107)

Åñëè E íå ñëèøêîì áëèçêî ê íóëþ (ñì. íèæå), òî β èìååò ñìûñë âîëíîâîãî ÷èñëà ýêñèòîíà

ñ ýíåðãèåé E. Â îáëàñòÿõ âíå öåïî÷êè ìû îñòàâèëè òîëüêî óáûâàþùèå ýêñïîíåíòû, òàê

êàê ôóíêöèÿ g òàì îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷åãî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî äîáèòüñÿ, ïåðåõîäÿ ê

ïðåäåëó ε → ∞ ïðè r > l è r < −l òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ Ψ îãðàíè÷åíà. Ïîñòîÿííûå C1,2

îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè Ψ è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà êîíöàõ öåïî÷êè.

Îïóñêàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàíäàðòíûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ

ôóíêöèè g(r) âíóòðè öåïî÷êè è ôóíêöèè a(E), îïðåäåëÿþùåé ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ:

g(r) =
1

E −W

(
1 +

W

E

cos[βr]

βl sin[βl]− cos[βl]

)
(108)
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Ðèñ. 3: Ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè, ðàññ÷èòàííûé ïî ôîðìóëàì (101) è (108)

ïðè b = 1, l = 50, R = 2, V = 1, δ = 0.1, ýíåðãèÿ îòëîæåíà â åäèíèöàõ V

a(E) = −2ρ Im
{

l

E + ıδ −W
+

W sin[αl]

α (E + ıδ) (αl sin[αl]− cos[αl])

}
, α ≡ − 1

R

√
W

E + ıδ
− 1

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûìè âûøå çàìå÷àíèÿìè î ïðèìåíèìîñòè îïèñûâàåìîãî ìåòîäà,

óêàæåì îáëàñòü çíà÷åíèé E, â êîòîðîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñïåêòðîì ïîãëîùåíèÿ, ðàñ-

ñ÷èòàííûì ïî ôîðìóëàì (101) è (108). ×òîáû ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ

â óðàâíåíèè Äàéñîíà (91) áûë îïðàâäàí, ïðîñòðàíñòâåííûé ïîëóïåðèîä g(r) (ðàâíûé π/β)

äîëæåí áûòü áîëüøå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè b. Ýòî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

E > EC ≡
W

1 + [πR/b]2
(109)

Çàìåòèì, ÷òî â çàïðåùåííîé îáëàñòè g(r) áûñòðî îñöèëëèðóåò è äàåò ìàëûé îòíîñèòåëü-

íûé âêëàä â ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ, åñëè äëèíà öåïî÷êè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò b. Ïðèìåð

ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ ïî ôîðìóëàì (101) è (108) ïðèâåäåí íà ðèñ.3, ïàðàìåòðû

öåïî÷êè ñëåäóþùèå: b = 1, l = 50, R = 2, V = 1, δ = 0.1, ýíåðãèÿ îòëîæåíà â åäèíèöàõ

V . Âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé íà îñè àáñöèññ ïîêàçàíà ýíåðãèÿ EC . Âèäíî, ÷òî â "çàïðåùåí-

íîé"óñëîâèåì (109) îáëàñòè ñïåêòð ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò è íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Ñïåêòð ýòîé öåïî÷êè áûë òàêæå ïîëó÷åí ïóòåì ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè ñîîòâåòñòâó-

þùåé ìàòðèöû (4), íî ïðèâîäèòü åãî çäåñü ïðåäñòàâëÿëîñü íåöåëåñîîáðàçíûì � îí ïîëíî-

ñòüþ ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ðèñ.3.

Ðàññìîòðèì çäåñü òàêæå íåñêîëüêî ìåíåå òðèâèàëüíûé ñëó÷àé öåïî÷êè, â êîòîðîé
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ðàñùåïëåíèå ε(r) èìååò âèä ìåàíäðà

ε(r) =


∞ ïðè r < −h è r > h

ε, ïðè l < r < h è − l > r > −h

0, ïðè − l < r < l

, (110)

Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê, ÷òî ýòà öåïî÷êà çàìêíóòà â êîëüöî, ò.å. òî÷êà h

ñîâïàäàåò ñ −h. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (104) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî, òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî

íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü ñîâïàäåíèÿ Ψ è åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ h è −h. Ðåçóëüòàò äëÿ

ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè a(E) òàêîâ

a(E) = −ρ Im I(E + ıδ), ïðè÷åì

I(E) ≡
∫ h

−h
g(r)dr =

2l

E −W
+

2(h− l)
E −W − ε

+ (111)

+
(

1

W − E
− 1

W + ε− E

)
β2

1 − β2
2

β1β2

2

β2ctg[β1l] + β1ctg[β2(h− l)]
,

ãäå

β2
i ≡

1

R2

(
W

E − εi
− 1

)
, ε1,2 = 0, ε (112)

Â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè (109) íóæíî äîïîëíèòü òðåáîâàíèåì

ε− EC > E > ε+ EC (113)

òàê êàê ïðè ýíåðãèÿõ ïîïàäàþùèõ â EC-îêðåñòíîñòü ε, ôóíêöèÿ g(r) íà ó÷àñòêàõ öåïî÷-

êè ñ íà÷àëüíûì ðàñùåïëåíèåì ε èìååò ïðîñòðàíñòâåííûé ïåðèîä ìåíüøèé b. Çàìåòèì,

îäíàêî, ÷òî âêëàä óêàçàííûõ ó÷àñòêîâ áóäåò â ýòîì ñëó÷àå ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ âêëàäîì

îñòàëüíîé ÷àñòè öåïî÷êè, ãäå g(r) îñöèëëèðóåò íå òàê áûñòðî, ïîýòîìó ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ

ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðàâäîïîäîáíûì è ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (113).

Ïðèìåð ñïåêòðà öåïî÷êè ñî ñêà÷êîì íà÷àëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ.4. Ïà-

ðàìåòðû ñëåäóþùèå b = 1, h = 30, l = 10, R = 2, V = 1, δ = 0.1, ε = 2.5, ýíåðãèÿ

îòëîæåíà â åäèíèöàõ V . Âåðõíèé ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåêòð ïîëó÷åííûé ÷èñ-

ëåííîé äèàãîíàëèçàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (4), íèæíèé � ñïåêòð, ðàññ÷èòàííûé

ïî ôîðìóëå (111). Ïðè êîìïüþòåðíîì ðàñ÷åòå ñïåêòðà ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó (32),

ïðè÷åì âõîäÿùèå òóäà ýëåìåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ Aλr è ñîáñòâåííûå ÷èñëà

Eλ ïîëó÷àëèñü ïðÿìîé êîìïüþòåðíîé äèàãîíàëèçàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (4), à

øèðèíà ëèíèè δ èìåëà ïðèâåäåííîå âûøå çíà÷åíèå 0.1.
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Ðèñ. 4: Ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ öåïî÷êè ñî ñêà÷êîì íà÷àëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðè b = 1, h = 30,

l = 10, R = 2, V = 1, δ = 0.1, ε = 2.5, (à) � ìåòîä ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè, (á) � ðàñ÷åò

ïî ôîðìóëå (111) (ýíåðãèÿ îòëîæåíà â åäèíèöàõ V ).
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Ñôåðè÷åñêèé êëàñòåð ñ âçàèìîäåéñòâèåì òèïà Þêàâû

Èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîäõîä áåç èçìåíåíèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèç-

âîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé

ñôåðè÷åñêèé ôðàãìåíò òðåõìåðíîé ðåøåòêè, ïðè÷åì íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû

(4) äëÿ ýòîãî ôðàãìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì Þêàâû

w(r) = V
e−|r|/R

|r|
(114)

Õîðîøî èçâåñòíî (è íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (96) è (97)), ÷òî

(
∆−R−2

)(
− 1

4π

e−|r|/R

|r|

)
= δ(r) (115)

Âû÷èñëèâ èíòåãðàë λ−2 èç óðàâíåíèÿ (95) â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàõîäèì, ÷òî

óðàâíåíèå (100) â äàííîì ñëó÷àå îïÿòü èìååò âèä íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

∆Ψ +
1

R2

(
W

E − ε(r)
− 1

)
Ψ = − 1

R2
(116)

ãäå

W ≡ 4πρV R2 (117)

è, ñëåäîâàòåëüíî, Ψ íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

Ðåøèì òåïåðü çàäà÷ó î ñôåðè÷åñêîì êëàñòåðå ðàäèóñà σ, ò.å. ôóíêöèþ ε(r) âîçüìåì â

âèäå11

ε(r) =

 0, |r| < σ

∞, |r| > σ
(118)

Çàïèñûâàÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà â (116) â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè

Ψ (îíà èìååò òîëüêî ðàäèàëüíóþ çàâèñèìîñòü) óðàâíåíèå

(
1

r2

d

dr
r2 d

dr
+ β2

)
Ψ = − 1

R2
(119)

ãäå

β2 =
1

R2

(
W

E − ε(r)
− 1

)
(120)

Âåëè÷èíû W è β èìåþò òîò æå ñìûñë øèðèíû ýêñèòîííîé çîíû áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè

è âîëíîâîãî âåêòîðà ýêñèòîíà ñ ýíåðãèåé E, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîýòîìó ìû

11Òàêîé êëàñòåð ìîæåò ìîäåëèðîâàòü êâàíòîâóþ òî÷êó
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ñîõðàíèëè äëÿ íèõ òå æå îáîçíà÷åíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå

β2 =

−R
−2 ïðè r > σ

(W/E − 1)R−2 ïðè r < σ
(121)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (119) äëÿ îáåèõ îáëàñòåé èìååò âèä

Ψ = −
(

1

βR

)2

+ C1
sin[βr]

r
+ C2

cos[βr]

r
(122)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åííîñòü Ψ â îáëàñòè r > σ, ïîëó÷èì, ÷òî â ýòîé îáëàñòè

Ψ = 1 + a1
exp[−r/R]

r
, (123)

Ψ äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà òàêæå è ïðè r = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî ïîëó÷èì, ÷òî â îáëàñòè

r < σ

Ψ = EG∞ + a2
sin[βr]

r
(124)

ãäå

G∞ ≡
1

E −W
(125)

Ôóíêöèÿ EG∞ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (116) â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ðåøåòêè, ïî-

ýòîìó Im G∞(E + ıδ) îïðåäåëÿåò ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ òàêîé ðåøåòêè. Êîíñòàíòû a1 è a2

îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè Ψ è åå ïðîèçâîäíîé ïðè r = σ. Ñïåêòð ïîãëîùå-

íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (101), êîòîðàÿ èìååò â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé âèä

a(E) = −4πρ Im
∫ σ

0

Ψ(r, E + ıδ)

E + ıδ
r2dr (126)

Ðåçóëüòàò òàêîâ

a(E) = −4πρ Im
{[
σ3

3
− W (R + σ)(sin[ασ]− ασ cos[ασ])

(E + ıδ)α2(αR cos[ασ] + sin[ασ])

]
G∞(E + ıδ)

}
(127)

ãäå

α ≡ − 1

R

√
W

E + ıδ
− 1 (128)

Â ôîðìóëå (127) îò÷åòëèâî âèäíû äâà âêëàäà: îáúåìíûé (ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ)

è ïîâåðõíîñòíûé (âòîðîå ñëàãàåìîå). Ïåðâûé îáóñëàâëèâàåò íàëè÷èå â ñïåêòðå ëèíèè,

ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íîé (öèêëè÷åñêîé) ðåøåòêå, âòîðîé � ñòðóêòóðû, ñâÿçàííîé ñ
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Ðèñ. 5: Ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî êëàñòåðà, ðàññ÷èòàííûé ïî ôîðìóëå (127) ïðè

b = 1, V = 1, R = 1, σ = 5, δ = 0.15 (ýíåðãèÿ îòëîæåíà â åäèíèöàõ V ).

êîíå÷íîñòüþ êëàñòåðà. Íà ðèñ.5 ïðèâåäåí ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî êëàñòåðà, ðàñ-

ñ÷èòàííûé ïî ôîðìóëå (127) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b = 1, V = 1, R = 1,

σ = 5, δ = 0.15, ýíåðãèÿ îòëîæåíà â åäèíèöàõ V . Âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé ïîêàçàíà ýíåð-

ãèÿ EC . Ñïåêòð, ïîëó÷åííûé ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (4)

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (32), ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì ðèñ.5 è íå ïðèâîäèòñÿ. Íåîá-

õîäèìî, îäíàêî, çàìåòèòü ñëåäóþùåå. Ïîòåíöèàë Þêàâû èìååò îñîáåííîñòü ïðè r = 0

ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèå âîçíèêàåò âîïðîñ â êàêîì âèäå áðàòü äèàãîíàëüíûå ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû (4) Hrr′ . Íå îêàçûâàÿ âëèÿíèÿ íà ôîðìó ñïåêòðà, îíè ìîãóò äàòü åãî

ñäâèã. Ïðè ÷èñëåííîé ïðîâåðêå ñïåêòðà ðèñ.5 ìû ïîëàãàëè Hrr′ = 0, òàê êàê ïðè âû÷èñ-

ëåíèè èíòåãðàëîâ ñ ïîòåíöèàëîì Þêàâû â âûøåèçëîæåííîé ñõåìå îáëàñòü r ∼ 0 íå äàåò

ñóùåñòâåííîãî âêëàäà ïî ïðè÷èíå ìàëîñòè ýëåìåíòà îáúåìà 4πr2dr è âñþäó ôèãóðèðóåò,

ïî ñóòè, ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë w(r)r2, êîòîðûé ïðè r = 0 îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðîèçâî-

äèëèñü êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, òàê æå â ïîëíîì

ñîãëàñèè ñ ôîðìóëîé (127).

Íà ðèñ.6 ïðèâåäåí ñïåêòð ñôåðè÷åñêîãî êëàñòåðà b = 1, V = 1, R = 2, σ = 30, δ = 0.6.

Ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèåé íå ïðîâîäèëîñü, ïîñêîëüêó çà îáîçðèìîå êîì-

ïüþòåðíîå âðåìÿ ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó íåâîçìîæíî. Èç ðèñ.6 âèäíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà

çíà÷èòåëüíûé ðàäèóñ êëàñòåðà, åãî ñïåêòð îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè
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Ðèñ. 6: Ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî êëàñòåðà, ðàññ÷èòàííûé ïî ôîðìóëå (127) ïðè

b = 1, V = 1, R = 2, σ = 30, δ = 0.6 (ýíåðãèÿ îòëîæåíà â åäèíèöàõ V ).

(ñèíãëåò ïðè E = W ) è îáíàðóæèâàåò ñòðóêòóðó. Çàìåòíóþ ñòðóêòóðó (â ìàñøòàáå øè-

ðèíû ýêñèòîííîé çîíû W ) îáíàðóæèâàþò ñïåêòðû êëàñòåðîâ ðàäèóñîì 150b.

Âñþäó âûøå äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ìû (êîãäà ýòî îêàçûâàëîñü âîç-

ìîæíûì) èñïîëüçîâàëè ÷èñëåííûé (êîìïüþòåðíûé) ýêñïåðèìåíò. Îòíîñèòåëüíî ïðèìå-

íèìîñòè ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðåàëüíûìè

îáúåêòàìè (òèïà óïîìÿíóòûõ J-àãðåãàòîâ è êâàíòîâûõ òî÷åê) ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå-

÷àíèå. Èíòåðïðåòàöèÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ãðóáî ãîâîðÿ, ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà

ïåðâîì ýòàïå ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçó÷àåìîãî ðåàëüíîãî îáúåêòà è ïîëó÷à-

þòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ. Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ðåøåíèå

ýòèõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé è ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà. Ïðè

ýòîì îøèáêè ìîãóò âîçíèêàòü â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî èç ïåðå-

÷èñëåííûõ ýòàïîâ. Íàïðèìåð, ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî ýòàïà, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî

èñõîäèòü èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ, ïîñêîëüêó èçó÷àåìûå ñèñòåìû îáû÷íî ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæ-

íû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèõîäèòñÿ ïðåíåáðåãàòü òåìè èëè èíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, ïðè-

÷åì àðãóìåíòû, êîòîðûå ïðè ýòîì ïðèâîäÿòñÿ, íå âñåãäà óáåäèòåëüíû. Ïðè ðåàëèçàöèè

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà âòîðîì ýòàïå òàêæå ÷àñòî âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ

íåâîçìîæíîñòüþ òî÷íî ðåøèòü (íå òî÷íûå!) ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè çàìåòèì,

÷òî ðàçâèòûé âûøå ïîäõîä ê ðåøåíèþ ìîäåëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìàòðèöåé (4), íà
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íàø âçãëÿä, ñâîáîäåí îò ïîñëåäíåãî íåäîñòàòêà è, åñëè èíòåðïðåòàöèÿ ðåàëüíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà ñ J-àãðåãàòàìè èëè êâàíòîâûìè òî÷êàìè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (108) èëè (127)

îêàæåòñÿ íåóäà÷íîé, òî ýòî ñëåäóåò ïðèïèñàòü íåàäåêâàòíîñòè ìîäåëè, à íå íåòî÷íîñòè

ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ðàáîòû îïóáëèêî-

âàíû â [64].

0.3.2 Ïðîõîæäåíèå ñâåòà ÷åðåç ñëîèñòóþ ñèñòåìó â ýêñèòîííîé

îáëàñòè ñïåêòðà

Â 1957 ã. Ñ.È.Ïåêàðîì òåîðåòè÷åñêè áûëî ïîêàçàíî [12], ÷òî â îáëàñòè ýêñèòîííîãî ïîãëî-

ùåíèÿ â íåîãðàíè÷åííûõ êðèñòàëëàõ â îäíîé è òîé æå ïîëÿðèçàöèè ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿò-

ñÿ äâå âîëíû, èìåþùèå ðàçíûå ôàçîâûå ñêîðîñòè (è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçíûå ïîêàçàòåëè

ïðåëîìëåíèÿ). Ýòî ñâÿçàíî ñ ýôôåêòàìè ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè, ïðè êîòîðûõ äèñ-

ïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå êâàäðàò âîëíîâîãî âåêòîðà âîëíû ñ åå ÷àñòîòîé, â

îáëàñòè ýêñèòîííîãî ïîãëîùåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíûì è ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî

(îáû÷íî äâà) ðåøåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è î ïàäåíèè ýëåêòðîìàã-

íèòíîé âîëíû èç âàêóóìà íà êðèñòàëë, âîñïðèèì÷èâîñòü êîòîðîãî èìååò íåëîêàëüíûé õà-

ðàêòåð, êëàññè÷åñêèõ ìàêñâåëëîâñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ

îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä äâóõ ïðîøåäøèõ è îäíîé îòðàæåííîé âîëí 12 è âîçíèêàåò âîïðîñ

î òàê íàçûâàåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòà çàäà÷à àêòèâíî èññëåäîâàëàñü (ñì., íàïðèìåð, [81, 82, 83, 84,

85], à òàêæå ìîíîãðàôèþ [13]), ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðîñòûå ìîäåëè ýêñèòîíîâ, äîïóñêà-

þùèå òî÷íîå ðåøåíèå íåëîêàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â îãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-

íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ìîäåëü ýêñèòîíîâ Ôðåíêåëÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà ãà-

ìèëüòîíèàíà (4), èçó÷àåìàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, äàþò ïðèìåð òàêîé

ìîäåëè. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ýêñèòîííûé õàðàêòåð âîçáóæäåíèé â êðèñòàëëå ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî åãî âîñïðèèì÷èâîñòü (ò.å., ïî-ñóòè, îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëÿðèçàöèþ êðè-

ñòàëëà ïðè çàäàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå) ìîæåò çàâèñåòü îò åãî ôîðìû. Â ÷àñòíîñòè,

íàëè÷èå ó êðèñòàëëà ãðàíèöû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî åãî âîñïðèèì÷èâîñòü îòëè÷àåòñÿ îò òà-

êîâîé äëÿ áåñêîíå÷íîãî êðèñòàëëà. Ïîñêîëüêó ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè âîñïðèèì÷è-

12Â êëàññè÷åñêîé îïòèêå íåèçâåñòíûõ àìïëèòóä âñåãî äâå � ïðîøåäøåé è ïàäàþùåé âîëí.
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âîñòè ñðåäû óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äàþò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè

âîëí, òî ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ (èëè êàêèõ-ëèáî äðóãèõ)

óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëèòü àìïëèòóäû âñåõ ôèãóðèðóþùèõ â çàäà÷å âîëí, ñëåäóåò

íàéòè âîñïðèèì÷èâîñòü îãðàíè÷åííîãî êðèñòàëëà. Ïîñêîëüêó âîñïðèèì÷èâîñòü ñâÿçàíà ñ

ôóíêöèåé Ãðèíà, òî äëÿ ýòîé öåëè îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì èñïîëüçîâàòü îáîáùåíèå ìåòîäà,

îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Êàê áóäåò âèäíî íåñêîëüêî íèæå, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîõîæäåíèè ýëåêòðîìàã-

íèòíîé âîëíû ÷åðåç ñëîé âåùåñòâà, âîçáóæäåíèÿ êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

òèïà (4), íàì ïîòðåáóåòñÿ ôóíêöèÿ gr(q), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ôóíêöèþ Ãðèíà â êî-

îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, â êîòîðîé ïî âòîðîìó èíäåêñó ïðîèçâåäåíî ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå, ò.å

gr(q) = ρ
∫
Grr′ exp[ıq(r− r′)]dr′, (129)

êîòîðàÿ òàê æå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà, íî òîëüêî â "ñìåøàííîì"ïðîñòðàíñòâåííî-

èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò èãðàòü òó æå ðîëü, ÷òî è ôóíêöèÿ (89),

ââåäåííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, è ìû óïîòðåáëÿåì äëÿ åå îáîçíà÷åíèÿ òó æå áóêâó.

Àíàëîãè÷íî ââåäåì îáîáùåíèå ôóíêöèè (93):

ψ(r) ≡ gr(q) (E − ε(r)) (130)

Âûïîëíÿÿ â óðàâíåíèè Äàéñîíà (91) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî âòîðîìó èíäåêñó è ïåðå-

õîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ, äëÿ ôóíêöèè ψ(r) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå,

ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì (94):

ψ(r) = ρ
∫ [

λ2 +
ψ(r′)

E − ε(r′)

]
w(r− r′)eıq(r−r′)dr′ (131)

λ−2 ≡ ρ
∫
w(r) exp[ıqr]dr

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ðåøåòêè. Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,

ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé w(r) exp[ıqr] ìîæíî ïîñòðîèòü äèôôå-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L(∂/∂r), òàêîé ÷òî w(r) exp[ıqr] áóäåò äëÿ íåãî ôóíêöèåé èñòî÷-

íèêà, ò.å

L(∂/∂r) w(r) exp[ıqr] = δ(r) (132)

54



Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò çàïèñàòü (132) â ïðåäñòàâëåíèè Ôóðüå

f(k) ≡ (2π)−d
∫

exp[ı(q− k)r]w(r)dr (133)

L(ık)f(k) = (2π)−d

çäåñü d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Èç ïîñëåäíåãî (àëãåáðàè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ âèä ôóíêöèè L. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

L(∂/∂r)ψ = Φ(r). (134)

×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè èñòî÷íèêà w(r) exp[ıqr]

ψ =
∫
w(r− r′) exp[ıq(r− r′)]Φ(r′)dr′, (135)

è åñëè

Φ(r) = ρ
[
λ2 +

ψ(r)

E − ε(r)

]
, (136)

òî (135) ñîâïàäàåò ñ (131). Ïîýòîìó èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå ψ(r) èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (131) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

L(∂/∂r)ψ(r) = ρ
[
λ2 +

ψ(r)

E − ε(r)

]
(137)

Ïðè ïîìîùè ôîðìóë (133) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ w(r) ýêñïîíåíöè-

àëüíà (ïðè d = 1) èëè èìååò âèä ïîòåíöèàëà Þêàâû (ïðè d = 3) òî L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà è óðàâíåíèå (137) ìîæåò áûòü â ðÿäå

ñëó÷àåâ ðåøåíî òî÷íî. Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå,

åñëè ïëîòíîñòü ðåøåòêè ρ ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïðèâîäèò ê ïðîñòðàíñòâåííîé

çàâèñèìîñòè λ

Ôóíêöèÿ Ãðèíà êðèñòàëëè÷åñêîãî ñëîÿ

Ïîñêîëüêó ìû èìååì â âèäó ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

÷åðåç ìîäåëüíûé ñëîé äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, òî â ýòîé ÷àñòè áóäåò ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ

Ãðèíà òàêîãî ñëîÿ. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, óðàâíåíèå (137), îïðåäåëÿþùåå ôóíêöèþ

Ãðèíà, ïîëó÷àåòñÿ îñîáåííî ïðîñòûì, åñëè ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå âçÿòü â âèäå ïî-

òåíöèàëà Þêàâû (114). Â ýòîì ñëó÷àå, äåéñòâóÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé, îïèñàííîé â
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ïðåäûäóùåé ÷àñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî f(k), L(∇) è óðàâíåíèå (137) äëÿ ψ èìåþò ñîîòâåò-

ñòâåííî âèä

f(k) =
1

4π2

2V

(q − k)2 +R−2

L(∇) =
1

4πV

[
(q + ı∇)2 +

1

R2

]

∆ψ − 2ı(q,∇ψ) + ψ
(

4πρV

E − ε(r)
− 1

R2
− q2

)
= −q2 − 1

R2
(138)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ñîâåðøàÿ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÷òî ôóíêöèÿ

Ψrr′ ≡ ρ−1
∫
dqψ(r) exp[−ıqr] = (E − ε(r))Grr′ (139)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆rΨrr′ +Q2(E)Ψrr′ =
1

ρ
∆rδ(r− r′)− 1

ρR2
δ(r− r′), (140)

ãäå

Q2(E) ≡ 1

R2

(
W0

E − ε(r)
− 1

)
, W0 ≡ 4πρV R2 (141)

ïðè÷åì W0 èìååò (àíàëîãè÷íî (117)) ñìûñë øèðèíû ýêñèòîííîé çîíû áåñêîíå÷íîé ðåøåò-

êè äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîðîäíûé ñëîé îãðàíè÷åííûé

ïëîñêîñòÿìè z = l è z = −l ôóíêöèÿ ε(r) èìååò âèä àíàëîãè÷íûé (105)

ε =

{∞ ïðè z > l èëè z < −l,

ε ïðè l > z > −l,
(142)

ò.å. âíóòðè ñëîÿ àòîìíîå ðàñùåïëåíèå ðàâíî ε, à âíåøíîñòü ñëîÿ êàê áû çàïîëíåíà áåñêî-

íå÷íî îòñòðîåííûìè àòîìàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ψ (ñì. (130)) çàâèñèò â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî

îò z. Ïîýòîìó âíóòðè è âíå ñëîÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿì

d2

dz2
ψ − 2ıqz

d

dz
ψ +

(
4πρV

E − ε
− 1

R2
− q2

)
ψ = −q2 − 1

R2
(143)

d2

dz2
ψ − 2ıqz

d

dz
ψ −

(
1

R2
+ q2

)
ψ = −q2 − 1

R2
(144)

Çäåñü qz � z-ïðîåêöèÿ q. Îáùåå ðåøåíèå êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü íåñëîæíî

ïîëó÷åíî (ïðè ýòîì óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâêó ψ = Θ exp[ıqzz], êîòîðàÿ óñòðàíÿåò

÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé). Â êàæäîé èç îáëàñòåé ðåøåíèå ñîäåð-

æèò äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ò.å. ïîëó÷àåòñÿ 6 êîíñòàíò, ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèÿ âíå ñëîÿ ñîäåðæàò ðàñòóùèå ýêñïîíåíòû, êîýô-

ôèöèåíòû ïðè êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ, òàê êàê ðåøåíèå äîëæíî

áûòü îãðàíè÷åíî êàê ôóíêöèÿ z âíå ñëîÿ. Ýòî òðåáîâàíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ψ ñâÿçàíà

ñ ôóíêöèåé Ãðèíà, êîòîðàÿ äîëæíà âíå ñëîÿ îáðàùàòüñÿ â íóëü, à ýòîãî ìîæíî ïîñëåäî-

âàòåëüíî äîáèòüñÿ ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ε(r) → ∞ âíå ñëîÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè îãðàíè-

÷åííîñòè ψ âíå ñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì îñòàþòñÿ 4 íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû. Èíòåðåñóþùåå

íàñ ðåøåíèå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíî âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

� õîä ðàññóæäåíèé çäåñü òàêîé æå, êàê ïðè âûâîäå òðåáîâàíèé íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé

ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñî ñòóïåí÷àòûì

ïîòåíöèàëîì òèïà ε(r). Ñëåäîâàòåëüíî, 4 óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ãðàíèöàõ ñëîÿ ïîçâî-

ëÿþò îïðåäåëèòü âñå ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ. Îïóñêàÿ ýòè ïðîñòûå ïî ñìûñëó, íî ãðîìîçäêèå

âûêëàäêè, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà (129)

gr(q) =
1

E − ε−Wq

[
1− Wq

E − ε

{
F (η, qz)e

ı[qz+η]z + F (−η, qz)eı[qz−η]z
}]
, −l < z < l (145)

ãäå

F (η, qz) ≡
(1 + qzηβ

2) sin[(η − qz)l] + β(η − qz) cos[(η − qz)z]

[1− (ηβ)2] sin[2ηl] + 2ηβ cos[2ηl]
(146)

β−1 ≡
√

1

R2
+ q2

⊥, η ≡
√

4πρV

E − ε
− 1

R2
− q2

⊥, Wq ≡
W0

1 + q2R2

Çäåñü η èìååò ñìûñë z-ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà "ðåçîíàíñíîãî"ýêñèòîíà ñ ýíåðãèåé

E, à Wq ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí äèñïåðñèè ýêñèòîíîâ â íåîãðàíè÷åííîé ðåøåòêå, q⊥ �

ñîñòàâëÿþùàÿ q â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè z. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû èñïîëü-

çóåì ýòó ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîõîæäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

÷åðåç ðàññìàòðèâàåìûé ñëîé.

Íîðìàëüíîå ïàäåíèå îïòè÷åñêîé âîëíû íà ñëîé ñ ýêñèòîííûì õà-

ðàêòåðîì âîñïðèèì÷èâîñòè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðåøèì çàäà÷ó î íîðìàëüíîì ïàäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îïè-

ñàííûé âûøå ìîäåëüíûé ñëîé äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð ïîëÿðè-

çàöèè ïàðàëëåëåí âåêòîðó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû (ò.å. ëåæèò â ïëîñêîñòè

xy) è çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû z. Ñëåäîâàòåëüíî, divP = 0. Òîãäà, ñ÷èòàÿ çàâèñè-

ìîñòü âñåõ ïîëåé îò âðåìåíè ãàðìîíè÷åñêîé ñ ÷àñòîòîé ω è ââîäÿ âîëíîâîå ÷èñëî k = ω/c
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(c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå), èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâ-

íåíèå, ñâÿçûâàþùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå h è ïîëÿðèçàöèþ P:

(k2 + ∆)h = −4πk2P (147)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîëÿ h è P ñâÿçàíû ÷åðåç âîñïðèèì÷èâîñòü, êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì ñêà-

ëÿðîì è êîòîðàÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (ñì. ôîðìóëó (24)), ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè

Ãðèíà:

4πPr = −Edρ
∫
Grr′hr′dr

′ + 4παhr (148)

Çäåñü Ed = 4πd2ρ (ñì. ôîðìóëó (24)), à α � ôîíîâàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî

ñëîÿ. Âèä ôóíêöèè Grr′ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

ñëó÷àÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (145). Òàêèì îáðàçîì, (145), (147) è (148) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé óðàâíåíèÿ ïîëÿ è ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñëîÿ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ è ïîëíîñòüþ

èñ÷åðïûâàþò ôèçè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Óáåäèìñÿ òåïåðü â òîì, ÷òî â îáëàñòÿõ, ãäå ε(r) íå çàâèñèò îò r è ðàâíî ε, äëÿ hr ìîæíî

íàïèñàòü çàìêíóòîå óðàâíåíèå. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿðèçàöèè (148) â ïðàâóþ

÷àñòü (147)

(k2 + ∆)hr = Edk
2ρ
∫
Grr′hr′dr

′ − 4παk2hr (149)

è ïîäåéñòâóåì íà ýòî óðàâíåíèå îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñëîæèì ñ

(149), ïðåäâàðèòåëüíî äîìíîæèâ (149) íà Q2 (ñì. 141). Òîãäà ïîä èíòåãðàëîì â ïðàâîé

÷àñòè ýòîé ñóììû ñîìíîæèòåëåì hr áóäåò

∆rGrr′ +Q2Grr′ =
1

E − ε

(
1

ρ
∆rδ(r− r′)− 1

ρR2
δ(r− r′)

)
(150)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ (139) è (140). Òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë ìîæíî âçÿòü,

èñêëþ÷èòü Grr′ è ïîëó÷èòü äëÿ hr óðàâíåíèå

∆2h+B∆h+ Ch = 0 (151)

ãäå

B ≡ Q2 + k2
(

1 + 4πα− Ed
E − ε

)
, C ≡ k2Q2

(
1 + 4πα

)
+
(
k

R

)2 Ed
E − ε

(152)

Çàìåòèì, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (145), (147), (148) îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò

(151), íî íå íàîáîðîò. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âîëíîâûå (∼ exp(ıqr)) ðåøåíèÿ (151)
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èìåþò çàêîí äèñïåðñèè âîëí Ïåêàðà â áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì

k2 − q2 = k2
(

Ed
E − ε−Wq

− 4πα
)

(153)

Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïîäñòàâèâ â (149) ôóíêöèþ Ãðèíà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè.

Áóäåì òåïåðü èñêàòü ðåøåíèÿ (149) âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîÿ â ñëåäóþùåì âèäå

hr =
∑
q

hq exp[ıqz] (154)

Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè Ãðèíà ñëîÿ, â êîòîðîé ïî âòîðîìó èíäåêñó ïðîèçâåäåíî ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå, ò.å. ê ôóíêöèè Ãðèíà â ôîðìå (145) è èñïîëüçóÿ (149), ïîëó÷èì äëÿ àìïëèòóä

hq ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

∑
q

[
(kn)2 − q2

]
hq e

ıqz = Edk
2
∑
q

gr(−q)hq eıqz (155)

Çäåñü n2 ≡ 1 + 4πα � êâàäðàò ôîíîâîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Ïðè ïîëó÷åíèè (155)

ñóùåñòâåííî òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà Grr′ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè ñëîÿ ïîýòîìó

ïðè âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èíòåãðèðîâàíèå èäåò òîëüêî ïî îáëàñòè ìåæäó

ïëîñêîñòÿìè z = ±l.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ãðèíà (145) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè exp[ıqz], ïîëó÷èì

÷òî ïðè q 6= ±η, äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ñîîòíîøåíèå (153). Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðîñòðàí-

ñòâåííûå ãàðìîíèêè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè, îòëè÷íûìè îò âîëíîâî-

ãî âåêòîðà "ðåçîíàíñíîãî"ýêñèòîíà ±η, äîëæíû èìåòü çàêîí äèñïåðñèè (153) âîëí Ïåêàðà

â áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå. Èç âûðàæåíèÿ (145) äëÿ ôóíêöèè gr(−q) âèäíî, ÷òî óìíîæåíèå

ýòîé ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ãàðìîíèêó ïîëÿ exp[ıqz] ïðèâîäèò, âî-ïåðâûõ, ê ïî-

ÿâëåíèþ ãàðìîíèê ïîëÿðèçàöèè ñ ýòèì æå âîëíîâûì âåêòîðîì (èç-çà íàëè÷èÿ â (145)

"îáúåìíîé"ôóíêöèè Ãðèíà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè 1/(E − ε − Wq)) è, âî-âòîðûõ, ê ïî-

ÿâëåíèþ ãàðìîíèê ïîëÿðèçàöèè ∼ exp[±ıηz], âîçíèêàþùèõ èç-çà íàëè÷èÿ "ïîâåðõíîñò-

íîé"ñîñòàâëÿþùåé ôóíêöèè Ãðèíà (145), ïðîïîðöèîíàëüíîé ôóíêöèÿì F (±η,−q). Ïîÿâ-

ëåíèå ãàðìîíèê ïîëÿðèçàöèè ∼ exp[±ıηz] ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàðìî-

íèê ïîëÿ h è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå ïîëå â ñëîå áóäåò èìåòü êðîìå ñîñòàâëÿþùåé ñ çàêî-

íîì äèñïåðñèè Ïåêàðà (153) òàêæå ñîñòàâëÿþùóþ ñ ýêñèòîííûì çàêîíîì äèñïåðñèè. Îäíà-

êî, â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëíîå ïîëå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (151) (êîòîðîìó âîëíû

ñ çàêîíîì äèñïåðñèè Ïåêàðà (153) çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿþò), "ýêñèòîííàÿ"ñîñòàâëÿþùàÿ
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äîëæíà èìåòü íóëåâóþ àìïëèòóäó. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî àìïëèòóäû ãàðìîíèê ïîëÿðèçàöèè ñ

âîëíîâûìè âåêòîðàìè ±η ðàâíû íóëþ. Èñïîëüçóÿ (145) è (155), ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî óñëîâèå

íàêëàäûâàåò íà àìïëèòóäû "ðàçðåøåííûõ"ãàðìîíèê ñ çàêîíîì äèñïåðñèè (153) ñëåäóþ-

ùèå ñâÿçè

∑
q

Wq

E −Wq

F (η,−q)hq = 0,
∑
q

Wq

E −Wq

F (−η,−q)hq = 0 (156)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïî "ïåêàðîâñêèì"âîëíîâûì âåêòîðàì, îïðåäå-

ëåííûì èç óðàâíåíèÿ äèñïåðñèè (153). Òàêèì îáðàçîì "÷èñòûå"âîëíû Ïåêàðà â ñëîå ñó-

ùåñòâîâàòü íå ìîãóò � îíè ìîãóò âîçíèêàòü ëèøü ãðóïïîé ñ ïàðöèàëüíûìè àìïëèòóäà-

ìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (156), êîòîðûå è ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè äîïîëíèòåëüíûìè

óñëîâèÿìè è â ñî÷åòàíèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ ïî-

ñòàâèòü è ðåøèòü çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ÷åðåç îïèñûâàåìûé

ñëîé äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ. Óñëîâèÿ Ìàêñâåëëà çàêëþ÷àþòñÿ â òðåáîâàíèè íåïðåðûâíî-

ñòè ïîëÿ hr è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî z íà ãðàíèöàõ ñëîÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÿâíûé

âèä (146) ôóíêöèèWq, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (153) ñâî-

äèòñÿ ê áèêâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ è èìååò, òàêèì îáðàçîì, ÷åòûðå êîðíÿ, êîòîðûå ìû

îáîçíà÷èì ±q1 è ±q2. Òîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå hr âíóòðè ñëîÿ èìååò âèä

hr = hq1e
ıq1z + h−q1e

−ıq1z + hq2e
ıq2z + h−q2e

−ıq2z, ïðè − l < z < l (157)

Ïàäàþùóþ, îòðàæåííóþ è ïðîøåäøóþ âîëíû áåðåì ñîîòâåòñòâåííî ââèäå: A exp[−ıkz]

R exp[ıkz] è T exp[−ıkz]:

hr =

A exp[−ıkz] +R exp[ıkz], ïðè z > l,

T exp[−ıkz], ïðè z < −l
(158)

Òîãäà ÷åòûðå ìàêñâåëëîâñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ è äâà óñëîâèÿ (156) ïîçâîëÿþò âûðà-

çèòü àìïëèòóäû ÷åòûðåõ âîëí â ñëîå è àìïëèòóäû îòðàæåííîé R è ïðîøåäøåé T âîëí

÷åðåç àìïëèòóäó ïàäàþùåé âîëíû A. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ

R/A è ïðîïóñêàíèÿ T/A âîçìîæíû, íî î÷åíü ãðîìîçäêè è ýòó çàäà÷ó ïðîùå ñðàçó çàïðî-

ãðàììèðîâàòü. Ïðèìåð ïîäîáíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ.7, ãäå ïîêàçàíû ñïåêòðû

îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ ïëàñòèíêè òîëùèíîé 160 íì. Íà ñïåêòðàõ, êðîìå îñíîâíîé ðå-

çîíàíñíîé îñîáåííîñòè, âèäåí òàêæå ðÿä ñëàáûõ ýêñòðåìóìîâ, ñâÿçàííûõ ñ êâàíòîâàíèåì

äâèæåíèÿ ýêñèòîíà â ïëàñòèíêå.
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Ðèñ. 7: Ñïåêòðû îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ ïëàñòèíêè òîëùèíîé 160 íì, ðàññ÷èòàííûå

ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (156) Ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýêñèòîíà â ðàñ÷åòå ïðèíèìàëàñü ðàâíîé

óäâîåííîé ìàññå ýëåêòðîíà, âçÿòîé ñî çíàêîì ìèíóñ.
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Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ðàçäåë, ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ îïèñàííîé ìîäåëè (è ìåòîäèêè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé

çàäà÷è) äëÿ îáðàáîòêè ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, íàïðèìåð, ïî ñïåêòðîñêîïèè òîëñòûõ

êâàíòîâûõ ÿì. Òðóäíî óêàçàòü ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû, êîòîðûå ìîãëè áû ïðèâîäèòü ê

þêàâñêîìó âèäó ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, 13 è â ýòîì ñìûñ-

ëå èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ ÿâëÿåòñÿ îòâëå÷åííîé. Â çàùèòó ýòîé ìîäåëè

ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â òåîðèè ýêñèòîíîâ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì ïðèáëèæåíèå ýô-

ôåêòèâíîé ìàññû, êîòîðîå àäåêâàòíî ïåðåäàåò çàêîí äèñïåðñèè ýêñèòîíîâ ïðè íåáîëüøèõ

âîëíîâûõ âåêòîðàõ. Ïîäáèðàÿ àìïëèòóäó V è ðàäèóñ R ïîòåíöèàëà Þêàâû (114) ìîæíî

"ñìîäåëèðîâàòü"íå òîëüêî ýôôåêòèâíóþ ìàññó ýêñèòîíà, íî è øèðèíó ýêñèòîííîé çîíû.

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó âàæíåéøèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåàëüíîé ñèñòåìû � ðåçîíàíñíûé

è íåëîêàëüíûé õàðàêòåð âîñïðèèì÷èâîñòè � â ìîäåëè ó÷òåíû, ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü íà òî,

÷òî è ðåàëüíûé ýêñïåðèìåíò îêàæåòñÿ âîçìîæíûì îïèñàòü ïðèâåäåííûìè ýòîì â ðàçäåëå

ñîîòíîøåíèÿìè ïðè íàäëåæàùåé ïîäãîíêå ïàðàìåòðîâ. Ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì ðàçäåëå

äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [65]

0.3.3 Ðàññåÿíèå ñâåòà íàçàä êîíå÷íîé äâóìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé

ïëàñòèíêîé â îáëàñòè ýêñèòîííîãî ðåçîíàíñà � àíòèçåðêàëü-

íîå îòðàæåíèå

Ïîÿâèâøèåñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåõíîëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ñîçäàíèÿ êâàçèäâóìåð-

íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð � êâàíòîâûõ ÿì (ñïåêòðîñêîïèÿ òàêèõ îáúåêòîâ îïèñà-

íà, íàïðèìåð, â [80]), ïëåíîê Ëåíãìþðà-Áëîäæåòò [8, 9, 10] � îáóñëàâëèâàþò èíòåðåñ ê

ñïåêòðîñêîïèè òàêèõ îáúåêòîâ. Îïòè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ òàêèõ ñèñòåì íîñÿò ýêñèòîííûé

õàðàêòåð, âñëåäñòâèå ÷åãî èõ îïòè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü äîëæíà èìåòü ñóùåñòâåííî

íåëîêàëüíûé õàðàêòåð. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê áîëüøèì ýôôåêòàì ïðî-

ñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè, îá îäíîì èç êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ýòîì ðàçäåëå äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû. Ýòîò ýôôåêò âîçíèêàåò â îãðàíè÷åííîé ñèñòåìå ñ ýêñèòîííûì õàðàêòåðîì

âîçáóæäåíèé è ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàí ñ ïîìîùüþ èçó÷àåìîé â äèññåðòàöèè ìî-

13Âîçìîæíî, îáìåííûé ìåõàíèçì ïåðåíîñà ìîæåò äàâàòü ïîõîæóþ çàâèñèìîñòü îò ìåæàòîìíîãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ.
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Ðèñ. 8: Ðàññåÿíèå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû íà äâóìåðíîé ïîëîñå ñ ýêñèòîíîì.

1 � ïàäàþùàÿ ïëîñêàÿ âîëíà, 2 � âîçíèêàþùèé ïîä äåéñòâèåì ïàäàþùåé âîëíû ýêñèòîí,

äâèæóùèéñÿ ñïðàâà íàëåâî, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó âîëíà ïîëÿðèçàöèè, 3,4 � îáû÷íûå

îòðàæåííàÿ è ïðîøåäøàÿ âîëíû, 5 � âîëíà ïîëÿðèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñèòîíó, îò-

ðàæåííîìó îò ëåâîãî êðàÿ ïîëîñû, 6 è 7 � ðàññåÿííûå âîëíû, ïîðîæäåííûå îòðàæåííûì

ýêñèòîíîì.

äåëüíîé ìàòðèöû (4).

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïëîñêóþ (äâóìåðíóþ) êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (ðèñ.8) ïðåä-

ñòàâëÿþùóþ ñîáîé ïîëîñó â ïëîñêîñòè XY , áåñêîíå÷íóþ â Y -íàïðàâëåíèè è çàíèìàþùóþ

èíòåðâàë x ∈ [−l, l] â íàïðàâëåíèè X. Ïóñòü íà ýòó ïîëîñó èç âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

ïîä íåêîòîðûì óãëîì ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà. Ïðè ýòîì â ïîëîñå âîçíèêàåò ýêñèòîí ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèéñÿ â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì ïðîåêöèåé âîëíîâîãî âåêòîðà ïàäàþùåé

âîëíû íà ïëîñêîñòü XY , â äàííîì ñëó÷àå � ñïðàâà íàëåâî. Ñ ýòèì ýêñèòîíîì ñâÿçàíà

âîëíà ïîëÿðèçàöèè ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ â òîì æå íàïðàâëåíèè, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ðàñ-

ñåÿííîå âòîðè÷íîå ïîëå � îáû÷íóþ îòðàæåííóþ (ïîä óãëîì ïàäåíèÿ) è ïðîøåäøóþ âîëíû

(ðèñ.8). Îäíàêî, áëàãîäàðÿ êîíå÷íîñòè ïîëîñû â X-íàïðàâëåíèè, â íåé âîçíèêíåò ýêñèòîí

îòðàæåííûé îò ëåâîé ãðàíèöû ïîëîñû, äâèãàþùèéñÿ ñëåâà íàïðàâî14. Âîëíà ïîëÿðèçà-

14Ãîâîðÿ áîëåå ñòðîãî, ýêñèòîííûå ñîñòîÿíèÿ â ïîëîñå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòîÿ÷èå âîëíû, ò.å. ñóììó

äâóõ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ áåãóùèõ âîëí.
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öèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ýêñèòîíó ïîðîæäàåò â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ðàññåÿííóþ

âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ íàâñòðå÷ó ïàäàþùåé è ñèììåòðè÷íóþ âîëíó â íèæíåì ïîëó-

ïðîñòðàíñòâå (ðèñ.8). Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè ýêñèòîííîãî ðåçîíàíñà ðàññåÿíèå ïëîñêîé

ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû äâóìåðíîé êîíå÷íîé ïîëîñîé ñîïðîâîæäàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì

ðàññåÿíèåì íàçàä â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå è ñèììåòðè÷íûì ïðåëîìëåíèåì â íèæíåì.

Â ýòîì è ñîñòîèò ïðåäëàãàåìûé ýôôåêò, êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå êîòîðîãî îêàçûâàåòñÿ

âîçìîæíûì ïðîèçâåñòè, èñïîëüçóÿ ìîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàí ñ ìàòðèöåé (4). Ïîä÷åðê-

íåì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå îòðàæåííîé âîëíû ïîëÿðèçàöèè â äâóìåðíîé ïîëîñå âîçìîæíî

òîëüêî â òîé ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, ãäå îïòè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ïîëîñû èìååò íåëî-

êàëüíûé (ýêñèòîííûé) õàðàêòåð è îïèñûâàåìûé ýôôåêò åñòü ïðîÿâëåíèå áîëüøîé ïðî-

ñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè â óñëîâèÿõ íàðóøåíèÿ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè. Íàáëþäå-

íèå ýòîãî ýôôåêòà ìîæåò äàòü èíôîðìàöèþ î äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýêñèòîíà. Íèæå ñ

ïîìîùüþ ïðîñòåéøåé ìîäåëè ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ (4), äîïóñêàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå, ìû ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííûé ýôôåêò äåéñòâèòåëüíî äîëæåí

íàáëþäàòüñÿ. Îòìåòèì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ îïèñûâàëîñü, íàïðèìåð,

â ðàáîòàõ[88, 89, 90, 91], îäíàêî, äåòàëè ìåõàíèçìà ðàññåÿíèÿ áûëè íåñêîëüêî äðóãèìè è

ýêñèòîííàÿ ñïåöèôèêà ýôôåêòà áûëà íå ñòîëü ñèëüíî âûðàæåíà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå áóäåò ðåøåíà

çàäà÷à ðàññåÿíèÿ íà ïëîñêîé ïîëîñå, ïðè÷åì äëÿ àìïëèòóä ðàññåÿííûõ âîëí áóäåò ïîëó÷å-

íî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì ôèãóðèðóåò íåëîêàëüíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ïîëîñû

χrr′ , ñâÿçûâàþùàÿ ïîëÿðèçàöèþ ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì:

pr =
∫
χrr′ hr′ dr

′ (159)

Çäåñü pr � ïîâåðõíîñòíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, hr � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Åñëè

íåëîêàëüíûé âêëàä â âîñïðèèì÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ýêñèòîíàìè è H � åñòü ýêñèòîííûé

ãàìèëüòîíèàí, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (24)15, íåëîêàëüíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü äâó-

ìåðíîãî ñëîÿ íà ÷àñòîòå ω ïðîïîðöèîíàëüíà ýêñèòîííîé ôóíêöèè Ãðèíà G(E) = (E−H)−1

â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

χrr′ = æGrr′(E), (160)

15Ñ÷èòàÿ ÷àñòîòó âîçáóæäàþùåãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé è ïîëîæèòåëüíîé, ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â

ôîðìóëå (24), ñâÿçàííûì ñ îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîòîé, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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ïðè÷åì E = h̄ω, à æ îïðåäåëÿåòñÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì ìîëåêóëÿðíîãî îïòè÷åñêîãî ïå-

ðåõîäà è ïëîòíîñòüþ ìîëåêóë (ñì. ôîðìóëó (24) è òåêñò ïðè íåé).

Âòîðîé ýòàï ðàñ÷åòà çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî ìû ïðèìåíÿ-

åì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü äâóìåðíîãî ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì òèïà (4), â êî-

òîðîé ìåæìîëåêóëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå w(r) âûáèðàåòñÿ âèäå, óäîáíîì äëÿ âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåíÿåìàÿ ìîäåëü î÷åíü ïðîñòà è â êîëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèå åäâà ëè ñîîòâåòñòâóåò

êàêîé-ëèáî ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå, îäíàêî, âñå êà÷åñòâà ýêñèòîííîé ñïåöèôèêè

ìîäåëüþ ó÷èòûâàþòñÿ. Ïàðàìåòðû ìîäåëè (ðàäèóñ ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è

åãî àìïëèòóäà) ïîçâîëÿþò ñìîäåëèðîâàòü ýôôåêòèâíóþ ìàññó ýêñèòîíà è øèðèíó ýêñè-

òîííîé çîíû.

Ðàññåÿíèå ñâåòà íà ïîëîñå.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà äâóìåðíîé ïîëîñå, ïðè ó÷åòå

ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì ñëîé, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïëîñêî-

ñòüþ XY . Ïóñòü íà íåãî èç âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïîä óãëîì φ ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà,

èìåþùàÿ àìïëèòóäó A, ÷àñòîòó ω è ïîëÿðèçîâàííàÿ â íàïðàâëåíèè Y . Áóäåì ñ÷èòàòü

ñëîé èçîòðîïíûì. Òîãäà ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ ðàññåÿííûõ âîëí è ïîëÿðèçàöèÿ ñëîÿ áóäóò

èìåòü òîëüêî Y -êîìïîíåíòû è çàâèñåòü òîëüêî îò x è z. Ðàññåÿííîå ïîëå â âåðõíåì ïî-

ëóïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû îòõîäÿùèõ îò ñëîÿ ïëîñêèõ âîëí. Òîãäà ïîëíîå

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå h(r) â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

h(x, z > 0) = A exp−ik(x sinφ+ z cosφ)+

+
∫
dqRq exp i

[
qx+ z

√
k2 − q2

]
, (161)

ïðè÷åì k ≡ ω/c, c � ñêîðîñòü ñâåòà â ñðåäå âîêðóã ñëîÿ. Àíàëîãè÷íîé ñóììîé ïðåäñòàâèì

ïîëå â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå:

h(x, z < 0) =
∫
dqTq exp i

[
qx− z

√
k2 − q2

]
(162)

Ïîëÿðèçàöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â ïëîñêîñòè ñëîÿ, ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿðè-

çàöèè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

P(x, z) = p(x)δ(z) (163)
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Ðèñ. 9: Ê âû÷èñëåíèþ öèðêóëÿöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

ïðè÷åì ôóíêöèþ p(x) � ïîâåðõíîñòíóþ ïîëÿðèçàöèþ ñëîÿ � òàêæå ïðåäñòàâèì ñóììîé

ãàðìîíèê:

p(x) =
∫
dqPq exp i(qx) (164)

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü êîìïîíåíòû ïîëÿ â âåðõíåì (Rq) è íèæíåì

(Tq) ïîëóïðîñòðàíñòâàõ ñ êîìïîíåíòàìè ïîëÿðèçàöèè ñëîÿ (Pq) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-

ñìîòðèì ìàëûé ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð, ïåðåñåêàþùèé ðàññìàòðèâàåìûé ñëîé, ïðè÷åì

ïëîñêîñòü ýòîãî êîíòóðà ïàðàëåëüíà ïëîñêîñòè ZX (ðèñ.9).

Óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

∮
Hdl = i

(
ω

c

) ∫ ∫ (
h + 4πP

)
dS (165)

(çäåñü H � ìàãíèòíîå, à h � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå) ñâÿçûâàåò öèðêóëÿöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ïî ýòîìó êîíòóðó ñ ïîòîêîì ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ÷åðåç íåãî. Óñòðåìëÿÿ ðàçìåðû

êîíòóðà ê íóëþ è âû÷èñëÿÿ äâóìåðíûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè (163), ïîëó÷àåì ÷òî x-

êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûøå è íèæå ñëîÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hx(x,+0)−Hx(x,−0) = 4πi
(
ω

c

)
p(x) (166)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îãðàíè÷åííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðîé èí-

òåãðàë îò íåãî ïî ïëîùàäè êîíòóðà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðà êîíòóðà

â z-íàïðàâëåíèè, â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîãî èíòåãðàëà îò ïîëÿðèçàöèè. Ïîñëåäíèé îñòà-

åòñÿ êîíå÷íûì ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðà êîíòóðà â z-íàïðàâëåíèè áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ

δ-ôóíêöèè â (163). Âûðàæàÿ â ôîðìóëå (166) ìàãíèòíîå ïîëå ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêîå ñ ïî-
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ìîùüþ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

roth = −iω
c

H, (167)

ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íàøåé çàäà÷è ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ â âåðõíåì è íèæíåì ïîëóïðîñòðàí-

ñòâàõ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ:

∂h

∂z
(x,+0)− ∂h

∂z
(x,−0) = 4π

(
ω

c

)2

p(x) (168)

Íàïîìíèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ èìåþò òîëüêî y-êîìïîíåíòó è èìåííî

îíà ôèãóðèðóåò â (168). Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà∮
hdl = −iω

c

∫ ∫
HdS (169)

ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå:

h(x,+0) = h(x,−0) (170)

Óñëîâèÿ (168) è (170) ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü àìïëèòóäû ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê ïîëÿ ñ

îäèíàêîâûì q â íèæíåì è âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tq −Rq = Aδ(q + k sinφ) (171)

Tq +Rq +
4πik2

√
k2 − q2

Pq = Aδ(q + k sinφ) (172)

Ãàðìîíèêè ïîëÿðèçàöèè â ñëîå ìîæíî ñâÿçàòü ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì â ñëîå

h(x, 0) =
∫
dq Tq exp iqx (173)

ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ãðèíà ýêñèòîíà (è ñâÿçàííîé ñ íåé íåëîêàëüíîé âîñïðèèì÷èâîñòè),

êîòîðàÿ, áóäó÷è òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé â y-íàïðàâëåíèè, çàâèñèò òîëüêî îò y− y′:

p(x) =
∫
dqPq exp iqx = æ

∫
dx′dy′Gxx′y−y′h(x′, 0) (174)

èëè

Pq =
æ

2π

∫
dq′G̃qq′Tq′ (175)

ãäå

G̃qq′ ≡
∫
dxdx′dy′Gxx′y−y′ exp i(qx− q′x′) (176)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (171), (172) ïîçâîëÿåò íàéòè êîìïîíåíòû ðàññåÿííûõ ïîëåé Rq è Tq.

Ïðè ïîìîùè (171) âûðàçèì êîìïîíåíòû Tq:

Tq = Aδ(q + k sinφ) +Rq, (177)
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òîãäà

Pq =
æ

2π

∫
dq′G̃qq′Tq′ =

æ

2π
AG̃q,−k sinφ +

æ

2π

∫
dq′G̃qq′Rq′ (178)

è èç (172) âûòåêàåò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Rq:

Rq +
ik2æ√
k2 − q2

∫
dq′G̃qq′Rq′ = − ik2æA√

k2 − q2
G̃q,−k sinφ (179)

×òîáû ñîñòàâèòü ñåáå êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î âèäå ôóíêöèè Rq ìîæíî ðàññìîò-

ðåòü ëèíåéíûé ïî æ âêëàä â ðåøåíèå (179) (ñëàáîå ðàññåÿíèå), êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü

îòáðîñèâ èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè (179). Âèäíî, ÷òî ðàññåÿííîå â âåðõíåå ïîëó-

ïðîñòðàíñòâî ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ýêñèòîííîé ôóíêöèåé Ãðèíà â q-ïðåäñòàâëåíèè, ïðàâûé

èíäåêñ êîòîðîé ðàâåí ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà ïàäàþùåé âîëíû íà ïëîñêîñòü ñëîÿ.

Ðàñ÷åò íåëîêàëüíîé âîñïðèèì÷èâîñòü ïëîñêîãî ñëîÿ è óãëîâîé çà-

âèñèìîñòè îòðàæåííîãî îò íåãî èçëó÷åíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå, èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó, èçëîæåííóþ âûøå â ðàçäåëàõ äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòû, ïîñâÿùåííûõ ðàñ÷åòó ñïåêòðîâ ïîãëîùåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ýêñèòîííûõ ñèñòåì, ìû

ðàññ÷èòàåì âõîäÿùóþ â (179) ôóíêöèþ Ãðèíà ïëîñêîãî ñëîÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî âîçáóæäåíèÿ

ýòîãî ñëîÿ, îïðåäåëÿþùèå åãî îïòè÷åñêóþ âîñïðèèì÷èâîñòü, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêñèòî-

íû Ôðåíêåëÿ, ïîñòðîåííûå ïî ãàìèëüòîíèàíó (4). Íàïîìíèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïî-

ëó÷åííûå âûøå. Ðàññìîòðèì ðåøåòêó äâóõóðîâíåâûõ ìîëåêóë 16, â êîòîðîé íà÷àëüíîå

ðàñùåïëåíèå εr êàæäîé ìîëåêóëû ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé å¼ êîîðäèíàòû r. Ìåæäó

ìîëåêóëàìè èìååòñÿ âçàèìîäåéñòâèå, ñïîñîáíîå ïåðåíîñèòü âîçáóæäåíèå ñ îäíîé ìîëåêó-

ëû íà äðóãóþ. Ãàìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû (áóäó÷è ñïðîåêòèðîâàí íà ïîäïðîñòðàíñòâî,

ñîîòâåòñòâóþùåå íàëè÷èþ òîëüêî îäíîé âîçáóæäåííîé ìîëåêóëû, îí èìååò ìàòðèöó (4))

â ñëó÷àå, åñëè εr = ε=const ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí ïåðåõîäîì ê ïðåäñòàâëåíèþ áëî-

õîâñêèõ âîëí, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ � ýêñèòîíû Ôðåíêåëÿ � è ñîáñòâåííûå ýíåð-

ãèè íóìåðóþòñÿ êâàçèèìïóëüñîì q, ïðîáåãàþùèì çîíó Áðèëëþýíà ðåøåòêè. Ñîáñòâåííûå

ýíåðãèè òàêîé çàäà÷è � Eq � ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà íà ε) ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå îò ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøåé ìåòîäèêîé,

16Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî äâóìåðíàÿ ðåøåòêà, ôðàãìåíò êîòîðîé, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîëîñó

|x| < l, ìû ïðåäïîëàãàåì ðàññìîòðåòü.
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ðàçâèòîé âûøå, âûáåðåì åãî òàêèì, ÷òîáû ôóíêöèÿ Eq èìåëà âèä:

Eq = ε+
W0

1 + q2R2
(180)

Âòîðîå ñëàãàåìîå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé çàêîí äèñïåðñèè ñâîáîäíûõ ýêñèòîíîâ, ñîäåðæèò

äâà ïàðàìåòðà � øèðèíó ýêñèòîííîé çîíû W0 è ðàäèóñ R ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýêñèòîíà ñâÿçàíà ñ íèìè ñîîòíîøåíèåì:

m = − h̄2

2W0R2

Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (ñì. ôîðìóëó (139) è îòíîñÿùèéñÿ ê íåé òåêñò), ôóíê-

öèÿ (139) Ψrr′ îïðåäåëåííàÿ êàê:

Ψrr′ ≡ Grr′(E − εr) (181)

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ (140):

∆rΨrr′ +
[

W0

E − εr
− 1

]
1

R2
Ψrr′ =

1

ρ
∆rδ(r− r′)− 1

R2ρ
δ(r− r′) (182)

Çäåñü ∆r � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà äåéñòâóþùèé íà ïåðâûé èíäåêñ ôóíêöèè Ψrr′ .

Íàì íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ ïëîñêîé ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé â íàïðàâëåíèè

X îòðåçêîì x ∈ [−l, l]. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçâèòîé â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ

ìåòîäèêîé, ôóíêöèþ εr (íà÷àëüíûå ðàñùåïëåíèÿ) ñëåäóåò âçÿòü â âèäå:

εr =

 ε, åñëè x ∈ [−l, l]

∞ åñëè x 6∈ [−l, l]
(183)

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè êîãäà îáëàñòü âíå ïîëîñû çàïîëíåíà áåñêîíå÷íî îòñòðî-

åííûìè ìîëåêóëàìè, ïîýòîìó âîçáóæäåíèå íå ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû ïîëîñû. Ïðîèí-

òåãðèðóåì óðàâíåíèå (182) ïî y. Â ñèëó òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè â íàïðàâëåíèè Y

ðåçóëüòàò íå áóäåò çàâèñåòü îò y′. Åñëè äëÿ èíòåãðèðîâàííîé ïî y ôóíêöèè Ψ ñîõðàíèòü

òî æå îáîçíà÷åíèå: ∫
dyΨrr′ → Ψxx′ , (184)

òî
d2

dx2
Ψxx′ +

[
W0

E − εx
− 1

]
1

R2
Ψxx′ =

1

ρ

d2

dx2
δ(x− x′)− 1

ρR2
δ(x− x′) (185)
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Òåïåðü ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ Sxx′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sxx′ ≡ Ψxx′ −
1

ρ
δ(x− x′), (186)

Äëÿ íåå íåñëîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå:

d2

dx2
Sxx′ +

1

R2

[
W0

E − εx
− 1

]
Sxx′ = − 1

ρR2

W0

E − εx
δ(x− x′) (187)

Ïðîèíòåãðèðóåì Sxx′ ïî âòîðîìó èíäåêñó ñ ýêñïîíåíòîé:∫ l

−l
dx′Sxx′ exp−iq′x′ → Sx(q

′) (188)

Äëÿ îïðåäåëåííîé òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè Sx(q′) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

d2

dx2
Sx +

1

R2

[
W0

E − εx
− 1

]
Sx = − 1

ρR2

W0

E − ε

 exp−iq′x x ∈ [−l, l]

0 x 6∈ [−l, l]
(189)

Åñëè òåïåðü ïðîèíòåãðèðîâàòü Sx(q′) c ýêñïîíåíòîé ïî x è ââåñòè ôóíêöèþ Sqq′ :

Sqq′ ≡
∫ l

−l
dx Sx(q

′) exp iqx, (190)

òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âõîäÿùàÿ â (179) ôóíêöèÿ G̃qq′ ñâÿçàíà ñ Sqq′ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

G̃qq′ =
1

E − ε

(
Sqq′ +

2

ρ

sin(q − q′)l
q − q′

)
(191)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (189) íà ýêñïîíåíòó è èíòåãðèðóÿ åãî ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

Sqq′
[

1

R2

(
W0

E − ε
− 1

)
︸ ︷︷ ︸

Q2

−q2
]

=

− 2W0

ρR2(E − ε)︸ ︷︷ ︸
2A

sin(q − q′)l
q − q′

− exp(iqx)
(
dSx
dx
− iqSx

)∣∣∣∣l
−l

(192)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà (192) íåîáõîäèìî ðåøèòü (189) è íàéòè çíà÷åíèå Sx(q′)

è dSx(q′)/dx íà êðàÿõ ïîëîñû. Ò.å. íàäî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

S ′′ +Q2S = A exp−iq′x ïðè x ∈ [−l, l] (193)

S ′′ − 1

R2
S = 0 ïðè x 6∈ [−l, l]
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Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè S è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x = ±l è òðåáîâàíèÿ óáû-

âàíèÿ S íà ±∞ (ñì. òåêñò ïîñëå ôîðìóëû (144)) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðåøåíèå (193).

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèÿõ, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

G̃qq′ =
1

E − ε

{
2

ρ

sin(q − q′)l
q − q′

+
2A sin(q − q′)l

(q − q′)(Q2 − q′2)
+ 2AN

}
(194)

ãäå

N ≡ q cosQl sin ql −Q sinQl cos ql

(Q2 − q′2)(Q2 − q2)

cos q′l − q′R sin q′l

cosQl −QR sinQl
+ (195)

+
Q cosQl sin ql − q sinQl cos ql

(Q2 − q′2)(Q2 − q2)

sin q′l + q′R cos q′l

sinQl +QR cosQl

A ≡ − W0

ρR2(E − ε)

Q2 =
1

R2

(
W0

E − ε
− 1

)
(196)

Ïðîêîììåíòèðóåì ôîðìóëó (194). Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå (194) ïîêà-

çûâàåò, ÷òî G̃qq′ ñèììåòðè÷íà ïî ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ. Ïåðâûé ÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ

íå çàâèñèò îò W0 è îïèñûâàåò îáû÷íóþ äèôðàêöèþ íà ïîëîñå áåç ó÷åòà ýôôåêòîâ ïðî-

ñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè. Ýòè ýôôåêòû îïèñûâàþòñÿ ÷ëåíîì ∼ N . Îñîáåííîñòè (ïîëþñà)

ýòîãî âêëàäà îïðåäåëÿþòñÿ íóëÿìè åãî çíàìåíàòåëÿ. Âèäíî, ÷òî N íàèáîëåå çíà÷èòåëåí

êîãäà îáà èíäåêñà q è q′ áëèçêè ïî ìîäóëþ ê âåëè÷èíå Q. Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà èìååò ñìûñë

ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ýêñèòîíà, èìåþùåãî ýíåðãèþ E � ôîðìóëà (180). Âòîðûì ôàê-

òîðîì îïðåäåëÿþùèì âåëè÷èíó âêëàäà N ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé ðåçîíàíñ17 ñâÿçàííûé

ñ îáðàùåíèåì â íóëü çíàìåíàòåëåé âòîðûõ ñîìíîæèòåëåé ñëàãàåìûõ (195). Âñå ýòè îñî-

áåííîñòè ïîïàäàþò â çîíó ñâîáîäíîãî ýêñèòîíà [ε, ε + W0] è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýíåðãèè

ýêñèòîíà, êâàíòîâàííûå â êîíå÷íîé ïîëîñå x ∈ [−l, l]. Â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà áûëî

îòìå÷åíî, ÷òî, åñëè ïðàâûé èíäåêñ ôóíêöèè G̃qq′ ïîëîæèòü ðàâíûì x-ïðîåêöèè âîëíîâîãî

âåêòîðà ïàäàþùåé âîëíû, òî G̃qq′ , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ ëåâîãî èíäåêñà, äàñò

(äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîãî ðàññåÿíèÿ) ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Èç (194)

âèäíî, ÷òî îñîáåííîñòè ðàññåÿíèÿ íàáëþäàþòñÿ êîãäà q2 è q′2 áëèçêè ê äðóã äðóãó è ê

Q2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷àñòîòà ïàäàþùåãî ñâåòà ïîïàäàåò â ýêñèòîííóþ çîíó è òàêàÿ,

÷òî x-ïðîåêöèÿ q′ ïàäàþùåãî ñâåòà áëèçêà ê âîëíîâîìó âåêòîðó ðåçîíàíñíîãî ýêñèòîíà Q

17ò.å. ñîâïàäåíèå ýíåðãèè êâàíòà ïàäàþùåãî ñâåòà h̄ω = E ñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè

ýêñèòîíà, îãðàíè÷åííîãî ïîëîñîé ±l
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Ðèñ. 10: Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü ðàññåÿíèÿ â âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ïëîñêîé ïîëîñîé ñ

ýêñèòîíîì. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äëÿ ïàäàþùåé ïîä óãëîì 450 ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé

âîëíû. Íàðÿäó ñ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì ïîä óãëîì 1350, âîçíèêàåò ðàññåÿíèå íàçàä �

ìàêñèìóì ïðè óãëàõ ðàññåÿíèÿ ∼ 450.

(ïîëÿðèòîííûé ðåçîíàíñ), òî â ðàññåÿííîì ñâåòå ïðåîáëàäàþò ïðîñòðàíñòâåííûå ãàðìî-

íèêè q = ±q′. Âîëíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì q = q′ ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íîìó îòðàæåíèþ, à

âîëíû ñ q = −q′ ñîîòâåòñòâóþò ðàññåÿíèþ íàçàä, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò

ðàññìàòðèâàåìîìó ýôôåêòó àíòèçåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ.10 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (179) ñ

ôóíêöèåé Ãðèíà (194). Ñîîòíîøåíèå äëèíû âîëíû λ è ïîëóøèðèíû ïîëîñû l âûáèðàëîñü

ñëåäóþùèì: 2πl/λ = 100. Óãîë ïàäåíèÿ ñâåòà íà ïîëîñó φ = 450, ýíåðãèÿ ôîòîíà h̄ω ñâåòà

âûáèðàëàñü áëèçêîé ïîëÿðèòîííîìó ðåçîíàíñó, ò.å. òàêîé, ÷òî Q(E = h̄ω) ≈ sinφ 2π/λ.

Èç ðèñ.3 âèäíî, ÷òî íàðÿäó ñ îáû÷íûì îòðàæåíèåì ïîä óãëîì 1350, èìååòñÿ äîáàâî÷íûé

ìàêñèìóì, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàññåÿíèþ íàçàä ïîä óãëîì 450. Ïðè îòñòðîéêå îò ïîëÿðè-

òîííîãî ðåçîíàíñà ðåøåíèå (179) äàåò òîëüêî äèôðàêöèîííîå ðàññåÿíèå, ñ ìàêñèìóìîì

ïðè 1350.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ðåàëüíûå äâóìåðíûå ñèñòåìû (òèïà êâàíòîâûõ ÿì)

êàê ïðàâèëî, íåîäíîðîäíû, ÷òî ïðèâîäèò ê ëîêàëèçàöèè äâóìåðíûõ ýêñèòîíîâ â ïëîñêîñòè
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ñòðóêòóðû. Ëîêàëèçàöèÿ ñâÿçàíà ñ îòðàæåíèåì ýêñèòîíà îò íåîäíîðîäíîñòåé, ïîýòîìó

åé äîëæåí ñîïóòñòâîâàòü îïèñàííûé âûøå ýôôåêò âîçíèêíîâåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.

Èíòóèòèâíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå íà-

çàä ñõîäíîå ñ ðàññåÿíèåì, âîçíèêàþùèì îò îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû, äëèíà êîòîðîé ðàâíà

äëèíå ëîêàëèçàöèè ýêñèòîíà â íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå. Ïîäîáíûé ýôôåêò ðàññìàòðè-

âàåòñÿ, íàïðèìåð, â [87].

Ýñïåðèìåíòàëüíî ýôôåêò àíòèçåðàêëüíîãî îòðàæåíèÿ áûë èñïîëüçîâàí ïðè íàáëþäå-

íèè çàìåäëåíèÿ ñâåò â áðýããîâñêîì ðåçîíàòîðå[86], êîãäà ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ àíòèçåð-

êàëüíîé âîëíû ñõîäåí ñ îïèñàííûì âûøå.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [62].
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0.4 ÐÀÇÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÅ ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÅ ÌÎÄÅ-

ËÈ. ÑÏÅÊÒÐÏÎÃËÎÙÅÍÈßÈÏËÎÒÍÎÑÒÜ ÑÎ-

ÑÒÎßÍÈÉ. ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ ÔÓÍÊÖÈÈ ÃÐÈÍÀ.

Â ýòîé è ñëåäóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áóäóò ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àâòî-

ðà, êàñàþùèåñÿ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ ýêñèòîííûì ãàìèëüòîíèàíîì ñ

ìàòðèöåé (4). Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, êàñàþùèåñÿ ìîäåëåé ýòîãî òèïà, îòíîñÿòñÿ ê

îäíîìåðíûì ñèñòåìàì, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæåí íàèáîëåå ãëóáîêèé àíàëèç.

Âî ââîäíîé ÷àñòè äèññåðòàöèè óæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî èçó÷åíèå íåóïîðÿäî÷åííûõ ìî-

äåëåé âûçûâàåò íàèáîëüøèå òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âñå èíòåðåñóþùèå íàñ

âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ìàòðèöåé (4), çàâèñÿò îò áîëüøîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ εr ýòîé ìàòðèöû, è íàõîæäåíèå ÿâíîãî âèäà ýòîé çàâèñèìîñòè äëÿ ðåàëèñòè÷-

íûõ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëåé åäâà ëè âîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå, íà äàííîì

ýòàïå ðàçâèòèÿ íàóêè î íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äàæå îòâëå-

÷åííûå ìîäåëè, â êîòîðûõ çàâèñèìîñòü êàêîé-ëèáî îòíîñÿùåéñÿ ê ìîäåëè íàáëþäàåìîé

âåëè÷èíû îò ïàðàìåòðîâ áåñïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ÿâíîì âèäå. Â ïåðâûõ ðàç-

äåëàõ ýòîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêàÿ ìîäåëü � ìîäåëü ãèïåðáîëè÷åñêèõ äåôåêòîâ, �

äëÿ êîòîðîé ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà (èçëîæåííûì

â ïðåäûäóùåé ãëàâå) îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ

ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ. Â ýòîé ìîäåëè äèàãîíàëüíûé áåñïîðÿäîê â ìàòðèöå ãàìèëüòîíèàíà

(4) âûáèðàåòñÿ â âèäå íàáîðà äåôåêòîâ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðè êîòîðîì ôîð-

ìà ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåçàâèñÿùåé îò âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ äåôåêòîâ, à

åãî àìïëèòóäà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé àìïëèòóä äåôåêòîâ.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû èññëåäóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìîäåëè îäíîìåðíûõ

íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, êîãäà äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû εr ìàòðèöû (4) ñ÷èòàþòñÿ íåçàâè-

ñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé áèíàðíîìó

èëè ðàâíîìåðíîìó òèïàì äèàãîíàëüíîãî áåñïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ìû ñëåäóåì ðàáîòå Äàéñî-

íà [24], â êîòîðîé ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà è êîíöåíòðèðóåì

óñèëèÿ íà èññëåäîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ äâóõ òèïîâ äèàãîíàëüíîãî áåñïî-

ðÿäêà.

74



Äëÿ áèíàðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ãðèíà (ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Äàéñîíà äëÿ ñòàòèñòèêè) èìååò ôðàêòàëüíûé õàðàêòåð (ñì., íàïðèìåð, [92, 93])

è îïèñûâàåòñÿ òî÷íûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé ãäå ïëîòíîñòü îòëè÷íà îò íóëÿ ñ

óêàçàíèåì çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà îò ïëîòíîñòè ïî ýòèì îáëàñòÿì. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò

ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà áèíàðíî íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè ñ

âîçìîæíîñòüþ åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà îáëàñòü ñïåêòðà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû

âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà è ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé áèíàðíî íåóïîðÿäî÷åííîé

ìîäåëüíîé ìàòðèöû (4).

Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ ðàâíîìåðíî íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííûå â

çàêëþ÷èòåëüíûõ ðàçäåëàõ ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòàòè-

ñòèêà ôóíêöèè Ãðèíà â ýòîì ñëó÷àå èìååò ëîêàëüíî àíàëèòè÷åñêèé âèä. Â äèññåðòàöèè

ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòîé ìîäåëè íà íåêîòîðîì (óêàçàííîì ÿâíî) îòðåçêå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ Äàéñîíà äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèè Ãðèíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òî÷íî â àíàëèòè÷å-

ñêîì âèäå. Â äîïîëíèòåëüíîé ê ýòîìó îòðåçêó îáëàñòè ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ

ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû, ïðè÷åì äëÿ

óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòîå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, à äëÿ ãðà-

íèö ñïåêòðà ðàâíîìåðíî íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû � àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà.

Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîâåðÿþòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì ñ êîìïüþòåðíûìè ýêñïåðè-

ìåíòàìè.

0.4.1 Ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè ñ ýêñèòîíîì Ôðåí-

êåëÿ ïðè äèàãîíàëüíîì áåñïîðÿäêå â âèäå ãèïåðáîëè÷åñêèõ

äåôåêòîâ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàò

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, óñïåõè òåîðèè òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì â çíà÷èòåëü-

íîé ñòåïåíè ñâÿçàíû ñ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà ôóíêöèé Áëîõà. Ïåðåõîä

ê ïðåäñòàâëåíèþ Áëîõà ïîçâîëÿåò ñðàçó ñèëüíî óïðîñòèòü, à èíîãäà è ðåøèòü ñàìûå
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ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è ôèçèêè òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì. Â òåîðèè ñèñòåì,

íå èìåþùèõ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè, îòñóòñòâóåò òàêîé óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä, ÷òî

îáóñëàâëèâàåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè àíàëèçå äàæå ïðîñòåéøèõ ìîäåëüíûõ ñèñòåì

òàêîãî òèïà. Îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èçó÷àåìàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå ìîäåëü ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñîâîêóïíîñòü äâóõóðîâíåâûõ

àòîìîâ, ñâÿçàííûõ âçàèìîäåéñòâèåì, ñïîñîáíûì ïåðåíîñèòü âîçáóæäåíèå ñ îäíîãî àòîìà

íà äðóãîé. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îäíîýêñèòîííóþ ÷àñòü ýíåðãåòè÷å-

ñêîãî ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùóþ íàëè÷èþ òîëüêî îäíîãî âîçáóæäåííîãî àòîìà, ïðè÷åì

ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè ìîäåëüíûå çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò äèàãîíàëüíîìó òèïó

áåñïîðÿäêà, ïðè êîòîðîì äâóõóðîâíåâûå àòîìû ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî, íî èìåþò ðàç-

ëè÷íîå ðàñùåïëåíèå óðîâíåé. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ëèøü äâå çàäà÷è òàêîãî òèïà � çàäà÷à

Äàéñîíà [24] è çàäà÷à Ëëîéäà [16], � äîïóñêàþò òî÷íîå ðåøåíèå, â ñâÿçè ñ ÷åì äëÿ àíàëèçà

òàêèõ ìîäåëåé ðàçðàáàòûâàëèñü òàêæå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû (òèïà ìåòîäà êîãåðåíòíîãî

ïîòåíöèàëà[94, 95, 96, 97, 19]). Êðèòåðèåì êà÷åñòâà ýòèõ ìåòîäîâ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåò-

ñÿ ñðàâíåíèå ñ ìàøèííûì ýêñïåðèìåíòîì, ïðè÷åì íå âñåãäà ÿñíî, ïî÷åìó ïðèáëèæåííûé

ðàñ÷åò ñîãëàñóåòñÿ (åñëè ñîãëàñóåòñÿ) ñ ÷èñëåííûì. Ïîýòîìó, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ïðåä-

ñòàâëÿþò èíòåðåñ äàæå îòâëå÷åííûå ìîäåëè òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûõ íåóïîðÿäî-

÷åííûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïðåäëîæèòü äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíóþ ñ ìàòåìàòè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñõåìó ðåøåíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìû äåëàåì

òàêóþ ïîïûòêó. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá ýêñèòîíå Ôðåíêåëÿ â î÷åíü äëèííîé, çàìêíóòîé â êîëüöî öåïî÷-

êå äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå w(r) è ýíåðãèÿ àòîìíîãî

ðàñùåïëåíèÿ εr â ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå (4) áåðóòñÿ â âèäå (ìû íåñêîëüêî èçìåíÿåì

îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò óçëîâ r → z, ïîñêîëüêó íèæå ýòà ïåðåìåííàÿ áóäåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê êîìïëåêñíàÿ)

w(z) = V exp
(
−
∣∣∣∣ zR
∣∣∣∣) (197)

ε(z) =
N∑
r=1

cr
(z − zr)

(198)

ò.å. ââåäåí äèàãîíàëüíûé áåñïîðÿäîê â âèäå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà N ðàñïîëîæåííûõ â

ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ öåïî÷êè zr ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé (íèæå ãèïåðáîëè÷åñêèå

äåôåêòû) ñ ïîëîæèòåëüíûìè (çíàêîïîñòîÿííûìè) àìïëèòóäàìè cr. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
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îïèøåì îðèãèíàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ òàêîé öåïî÷êè. Êàê èç-

âåñòíî, ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ áåçäåôåêòíîé öåïî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíãëåò, ïîýòîìó

èçìåíåíèÿ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äåôåêòàìè, áîëåå çàìåòíû, ÷åì èçìåíåíèÿ

ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî íàëè÷èå ãèïåðáîëè÷åñêèõ äåôåêòîâ ïðèâî-

äèò ê ïîÿâëåíèþ êðûëà ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ â ýêñèòîííîé çîíå áåçäåôåêòíîé öåïî÷êè,

ïðè÷åì ôîðìà êðûëà (äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå) íå çà-

âèñèò îò ÷èñëà è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äåôåêòîâ, à âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå

àìïëèòóä
∑N
r=1 cr, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåñêîëüêî íåîæèäàííûì. Ïðè ðàñ÷åòå èñïîëüçóåò-

ñÿ ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé

ãëàâå äèññåðòàöèè, à ðåçóëüòàòû ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìîé êîìïüþòåðíîé äèàãîíàëèçàöèåé ñî-

îòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû (4).

Ñõåìà ðàñ÷åòà

Íèæå äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ îïèñàííîé âûøå öåïî÷êè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà, èçëîæåííûé âî âòîðîé ãëàâå

äèññåðòàöèè. Íàïîìíèì êðàòêî ïîëó÷åííûå òàì ðåçóëüòàòû, ïîñòàâèì çàäà÷ó äëÿ öåïî÷-

êè ñ ïàðàìåòðàìè (197) (198) è îïèøåì èäåþ ðåøåíèÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, åñëè

êàæäóþ ëèíèþ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ ñ÷èòàòü ëîðåíöèàíîì ñ ïîëóøèðèíîé δ, òî ôóíê-

öèÿ a(Ω) (ñì. ôîðìóëû (90) è (101)), îïðåäåëÿþùàÿ ôîðìó ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ öåïî÷êè

ñ ïàðàìåòðàìè (197), (198) è êîîðäèíàòàìè êîíöîâ L è −L, ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ïî

ôîðìóëå

a(Ω) = −ρ Im
∫ L

−L

Ψ(z)dz

E − ε(z)
, (199)

ãäå ôóíêöèÿ Ψ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

d2Ψ

dz2
+

1

R2

(
W

E − ε(z)
− 1

)
Ψ = − 1

R2
(200)

Çäåñü R � ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ (197), W = 2ρV R � øèðèíà ýêñèòîííîé çîíû áåçäå-

ôåêòíîé öåïî÷êè, ρ � ïëîòíîñòü àòîìîâ â öåïî÷êå, ε(z) � ðåëüåô àòîìíîãî ðàñùåïëåíèÿ,

Ω � ýíåðãèÿ êâàíòà ïàäàþùåãî ñâåòà, E = Ω + ıδ,δ > 0. Äëÿ çàìêíóòîé â êîëüöî öåïî÷êè,

êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì, ôóíêöèÿ Ψ(z) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì öèêëè÷íîñòè

Ψ(L) = Ψ(−L) (201)
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dΨ(L)/dz = dΨ(−L)/dz (202)

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (200) îò −L äî L è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (201) è (202), ìîæíî

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðàë â (199) ìîæåò áûòü âûðàæåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2V Rρ
∫ L

−L

Ψ(z)dz

E − ε(z)
=
∫ L

−L
[Ψ(z)− 1]dz (203)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà
∫ L
−L Ψ(z)dz. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òîáû âû÷èñëÿòü ýòîò èíòåãðàë íå ïî âåùåñòâåííîé îñè, à ïî ïîëóêðóãó ðàäèóñà L

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â òîì ñëó÷àå,

åñëè Ψ(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ïîëþñîâ, òî÷åê âåòâëåíèÿ), çà

÷åì íåîáõîäèìî ïðîñëåäèòü. Äàëåå, åñëè ε(z) óáûâàåò íà óêàçàííîì ïîëóêðóãå, òî óðàâ-

íåíèå (200) ìîæåò áûòü ðåøåíî íà ïîëóêðóãå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé òåì áîëåå òî÷íî,

÷åì áîëüøå ðàäèóñ ïîëóêðóãà (äëèíà öåïî÷êè), è ïðè L→∞ îøèáêà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê

íóëþ. Èçâåñòíî [27], ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (200) íå áóäåò èìåòü îñîáåííîñòåé â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî z â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ W/(E − ε(z)) òàì îäíîçíà÷íà

è íå èìååò ïîëþñîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òàê äëÿ ε(z) âèäà (198) â ñëó÷àå êîãäà E èìååò

ìàëóþ ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü. Åñëè E âåùåñòâåííà, òî óðàâíåíèå E − ε(z) = 0

èìååò N âåùåñòâåííûõ êîðíåé zk(E), k = 1, ..., N . Åñëè E ïîëó÷àåò ìàëóþ ìíèìóþ äîáàâ-

êó ıδ, δ > 0, êîðíè ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèå

δzk =
ıδ

dε(zk)/dz
(204)

Òàê êàê ε(z) èç ôîðìóëû (198) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, âñå óêàçàííûå êîð-

íè ñäâèíóòñÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, W/(E − ε(z)) â íàøåì ñëó÷àå

íå èìååò ïîëþñîâ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðîâåäåì ðàñ÷åò

ñïåêòðà ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå.

Ðàñ÷åò ñïåêòðà

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (200) â âèäå:

Ψ′′ + q2Ψ + ∆(z)Ψ = − 1

R2
(205)

ãäå

q2 ≡ 1

R2

(
W

E
− 1

)
(206)
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∆(z) ≡ 1

R2

Wε(z)

[E − ε(z)]E
(207)

Çäåñü q � âîëíîâîé âåêòîð ýêñèòîíà ñ ýíåðãèåé E â áåçäåôåêòíîé öåïî÷êå, ôóíêöèÿ ∆(z)

îïèñûâàåò äåôåêòû è óáûâàåò íà ïîëóêðóãå ðàäèóñà L (íèæå ìû áóäåì íàçûâàòü åãî

áîëüøèì ïîëóêðóãîì) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî z. Íàéäåì ðåøåíèå (205) íà

áîëüøîì ïîëóêðóãå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ∆(z). Èùåì ðåøåíèå (205) â âèäå Ψ(z) =

Ψ0(z)+Ψ1(z)+ ..., ãäå íèæíèé èíäåêñ óêàçûâàåò ïîðÿäîê ïîïðàâêè ïî ∆(z). Ýòè ïîïðàâêè

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

Ψ′′0 + q2Ψ0 = − 1

R2
(208)

Ψ′′1 + q2Ψ1 = −Ψ0∆ è ò.ä. (209)

Ðåøåíèå êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé, è Ψ(z) â ðàññìàòðèâàåìîì

ïðèáëèæåíèè èìååò âèä

Ψ(z) = − 1

q2R2
+

1

q2R2

∫ z

L

∆(ξ)

q
sin[q(z − ξ)]dξ+ (210)

+C+

(
eıqz −

∫ z

L

∆(ξ)

q
eıqξ sin[q(z − ξ)]dξ

)
+

+C−

(
e−ıqz −

∫ z

L

∆(ξ)

q
e−ıqξ sin[q(z − ξ)]dξ

)
.

Âñå èíòåãðèðîâàíèÿ èäóò îò ïðàâîãî êîíöà öåïî÷êè ïî áîëüøîìó ïîëóêðóãó, è, ò.ê. ∆(z)

òàì ìàëî (ïðè L→∞), ìû îæèäàåì, ÷òî ðåøåíèå (210) íà áîëüøîì ïîëóêðóãå ïðàêòè÷å-

ñêè ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò C± èñïîëüçóåì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå

(210) è óñëîâèÿ (201) è (202), ÷òî âîçìîæíî, ò.ê. òî÷êè ±L ëåæàò íà áîëüøîì ïîëóêðóãå,

ãäå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ C+ è C−:

C+{Ic(q, q)− 2q sin(qL)}+ C−{Ic(−q, q)− 2q sin(qL)} =
Ic(0, q)

R2q2
(211)

C+{ıIs(q, q)− 2q sin(qL)}+ C−{ıIs(−q, q) + 2q sin(qL)} = ı
Is(0, q)

R2q2
(212)

ãäå

Ic(α, β) ≡
∫ L

−L
∆(ξ)eıαξ cos[(L+ ξ)β]dξ (213)

Is(α, β) ≡ −
∫ L

−L
∆(ξ)eıαξ sin[(L+ ξ)β]dξ (214)
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Íàïîìíèì. ÷òî âñå èíòåãðèðîâàíèÿ âåäóòñÿ ïî áîëüøîìó ïîëóêðóãó. Áóäåì ñ÷èòàòü q

âåùåñòâåííûì 18 è ïîëîæèòåëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ E ïîïàäàåò â ýêñèòîííóþ

çîíó áåçäåôåêòíîé ðåøåòêè. Çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëîâ (213) è (214), âõîäÿùèõ

â (211) è (212). Ïðè ýòîì ìû áóäåì âñþäó, ãäå ýòî âîçìîæíî, ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó L→∞.

Ïîÿñíèì, íàïðèìåð, êàê âû÷èñëÿåòñÿ

Is(0, q) = −
∫ L

−L
dξ∆(ξ) sin[q(L+ ξ)]. (215)

Íà áîëüøîì ïîëóêðóãå â ñèíóñå ñëåäóåò îñòàâèòü òîëüêî ðàñòóùóþ ýêñïîíåíòó exp[−ıq(L+

ξ)]. Â òî æå âðåìÿ ýòà ýêñïîíåíòà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ íà íèæíåì áîëüøîì ïîëóêðóãå,

ïîýòîìó èíòåãðàë ∫ L

−L
∆(ξ) exp[−ıq(L+ ξ)]dξ (216)

ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî âñåìó áîëüøîìó êðóãó, ÷òî íåòðóäíî ñäåëàòü ïî âû÷åòàì. Ïðèâåäåì

ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â (211) è (212):

Is(0, q) = π exp−ıqL
∑
ξ

Res[∆(ξ)e−ıqξ], (217)

Is(q, q) =
e−ıqL

2ı

∫ L

−L
∆(ξ)dξ, (218)

Ic(0, q) = πı exp−ıqL
∑
ξ

Res[∆(ξ)e−ıqξ], (219)

Is(q, q) =
e−ıqL

2

∫ L

−L
∆(ξ)dξ. (220)

Òàê êàê Ic(0, q) = ıIs(0, q) è ıIs(q, q) = Ic(q, q), òî C− = 0 è îñòàëüíûå èíòåãðàëû èç (211)

è (212) íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ. Äëÿ C+ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

C+ =
(

1

Rq

)2 2πıe−ıqL
∑
ξ Res[∆(ξ)e−ıξ]

e−ıqL
∫ L
−L ∆(ξ)dξ − 4q sin(qL)

(221)

Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ
∫ L
−L(Ψ(z) − 1)dz íàì ïîòðåáóþòñÿ åùå èíòåãðàëû (ñì.

ôîðìóëó (210))

∫ −L
L

dz
∫ z

L
dξ∆(ξ) sin[q(z − ξ)] = − ıπ

q
e−ıqL

∑
ξ

Res[∆(ξ)e−ıqξ] +
1

q

∫ −L
L

∆(ξ)dξ, (222)

∫ −L
L

dz
∫ z

L
dξ∆(ξ)eıqξ sin[q(z − ξ)] = −e

−ıqL

2q

∫ −L
L

∆(ξ)dξ

18Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëîé ìíèìîé äîáàâêè, ñâÿçàííîé ñ äîáàâêîé ıδ ê ýíåðãèè E.
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Ðèñ. 11: Ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïåêòðû ïîãëîùåíèÿ äâóõ öåïî÷åê ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì,

ðàñïîëîæåíèåì è àìïëèòóäîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ äåôåêòîâ ïðè W = 1, ρ = 1, δ = 0.02, R =

2. Ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ â öåïî÷êå âî âñåõ ñëó÷àÿõ 600 (ò.å. 2L = 600). Íà êðèâîé a èçîáðà-

æåí ëîãàðèôìè÷åñêèé ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ öåïî÷êè ñ ïÿòüþ ãèïåðáîëè÷åñêèìè äåôåêòàìè.

Èõ ïîëîæåíèÿ (íîìåðà óçëîâ, íà êîòîðûõ àòîìíîå ðàñùåïëåíèå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-

íîñòü, ò.å. ýòè àòîìû ýôôåêòèâíî îòñóòñòâóþò) òàêîâû: 200, 250, 300, 350, 400. Àìïëèòóäû

äåôåêòîâ � ñîîòâåòñòâåííî 2, 3, 3, 6, 1. Íà ãðàôèêå á ïðèâåäåí ñïåêòð öåïî÷êè ñ äâóìÿ

äåôåêòàìè, ñ ðàâíûìè 5 àìïëèòóäàìè è ïðèõîäÿùèìèñÿ íà óçëû 250 è 350. Äëÿ êàæäîãî

÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðèâåäåí ñïåêòð, ðàññ÷èòàííûé ïî ôîðìóëå (223) (ãëàäêèå êðèâûå),

ïðè÷åì íèêàêîé ïîäãîíêè (íè ïî àìïëèòóäå, íè ïî ôîðìå) íå äåëàëîñü.

Ýòè âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæåíèåì ñèíóñà íà ýêñïîíåíòû, èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷à-

ñòÿì, ñîõðàíåíèåì òîëüêî ðàñòóùèõ íà áîëüøîì ïîëóêðóãå ýêñïîíåíò è ïåðåõîäîì ê èíòå-

ãðèðîâàíèþ ïî áîëüøîìó êðóãó, êàê ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèé (217) � (220). Ïðèíèìàÿ

âî âíèìàíèå, ÷òî ∫ −L
L

ε(z)dz

E − ε(z)
=
ıπ

E

∑
r

cr

( èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî áîëüøîìó ïîëóêðóãó), óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü äëÿ ñïåêòðà ïî-

ãëîùåíèÿ ñëåäóþùóþ îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó:

a(Ω) = −Im
(

2Lρ

E −W
− ıπρ

(
1

E −W

)2∑
r

cr

)
, E = Ω + ıδ (223)

81



Îáñóæäåíèå

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (223) äàåò ñèíãëåò è íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ äåôåêòîâ. Âòîðîå ñëàãàåìîå

äàåò êðûëî â ýêñèòîííîé çîíå, ïðè÷åì íåñêîëüêî íåîæèäàííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåçàâèñè-

ìîñòü åãî ôîðìû îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ zr äåôåêòîâ. ×òî êàñàåòñÿ àìïëèòóäû êðû-

ëà, òî îíà îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ñóììå àìïëèòóä äåôåêòîâ. Ïðèâåäåííûé ðàñ÷åò

èìååò ôèçè÷åñêèé óðîâåíü ñòðîãîñòè. Äëÿ ñòðîãîãî ðàñ÷åòà ñëåäóåò íàïèñàòü âåñü ðÿä òåî-

ðèè âîçìóùåíèé ïî ∆(z) äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (200) è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âëèÿíèå

âñåõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà, êðîìå ðàññìîòðåííîãî âûøå ÷ëåíà ïåðâîãî ïîðÿäêà, íà áîëüøîì

ïîëóêðóãå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè L→∞. Ýòî áûëî ïðîäåëàíî, ïðè÷åì îêàçàëîñü, ÷òî ðå-

çóëüòàò (223) ÿâëÿåòñÿ âåðíûì òîëüêî ïðè âåùåñòâåííîì q, ò.å. ïðè ýíåðãèè, ïîïàäàþùåé

â ýêñèòîííóþ çîíó áåçäåôåêòíîé öåïî÷êè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âêëàäîì ÷ëåíîâ ïîðÿäêà

âûøå ïåðâîãî ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå ñëåäóåò îáñóäèòü. Êàê áûëî ïîêàçàíî

â ïðåäûäóùåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ôóíêöèÿ Ψ(z) ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé Ãðèíà

ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà (4) (ñì. ôîðìóëó (93)), ãäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû áåðóòñÿ â

ôîðìå (198). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (223) ìîæíî áûëî áû àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü â

îáëàñòü ýíåðãèé, íå ïîïàäàþùèõ â ýêñèòîííóþ çîíó áåçäåôåêòíîé öåïî÷êè. Ýòî áûëî áû

ñîâåðøåííî êîððåêòíî, åñëè áû ìû èìåëè äåëî ñ òî÷íîé ôóíêöèåé Ãðèíà, îäíàêî óðàâ-

íåíèå (200) áûëî ïîëó÷åíî âûøå â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè, ïîýòîìó (223) ìîæåò

äàâàòü çàìåòíûå îòêëîíåíèÿ îò òî÷íîãî ñïåêòðà âíå ýêñèòîííîé çîíû, ãäå ïðîâåäåííûé

â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàñ÷åò íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. Ïðîâåäåííûé êîìïüþòåðíûé àíàëèç

ïîäòâåðæäàåò ýòî çàìå÷àíèå. Íà ðèñ.11 ïðèâåäåíû ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïåêòðû ïîãëîùåíèÿ

äâóõ öåïî÷åê ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì, ðàñïîëîæåíèåì è àìïëèòóäîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ

äåôåêòîâ ïðè W = 1, ρ = 1, δ = 0.02, R = 2. Ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ â öåïî÷êå âî âñåõ ñëó÷àÿõ

600 (ò.å. 2L = 600). Íà âåðõíåé êðèâîé a èçîáðàæåí ëîãàðèôìè÷åñêèé ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ

öåïî÷êè ñ ïÿòüþ ãèïåðáîëè÷åñêèìè äåôåêòàìè. Èõ ïîëîæåíèÿ (íîìåðà óçëîâ, íà êîòîðûõ

àòîìíîå ðàñùåïëåíèå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ò.å. ýòè àòîìû ýôôåêòèâíî îòñóòñòâó-

þò) òàêîâû: 200, 250, 300, 350, 400. Àìïëèòóäû äåôåêòîâ � ñîîòâåòñòâåííî 2, 3, 3, 6, 1.

Íà íèæíåì ãðàôèêå á ïðèâåäåí ñïåêòð öåïî÷êè ñ äâóìÿ äåôåêòàìè, ñ ðàâíûìè 5 àìïëè-

òóäàìè è ïðèõîäÿùèìèñÿ íà óçëû 250 è 350. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðèâåäåí

ñïåêòð, ðàññ÷èòàííûé ïî ôîðìóëå (223) (ãëàäêèå êðèâûå), ïðè÷åì íèêàêîé ïîäãîíêè (íè
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ïî àìïëèòóäå, íè ïî ôîðìå) íå äåëàëîñü. Ýíåðãèÿ îòëîæåíà â åäèíèöàõ W . Èç ðèñóíêà

âèäíî, ÷òî ïðè 0 < Ω < 1 (ýêñèòîííàÿ çîíà) ÷èñëåííûå ñïåêòðû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ

ñîâïàäàþò ñ òåîðåòè÷åñêèìè, ïðè÷åì ôîðìà ñïåêòðîâ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû è ðàñïîëî-

æåíèÿ äåôåêòîâ. Ðàñõîæäåíèå ïðè Ω ≈ 1 îáúÿñíÿåòñÿ êîíå÷íîñòüþ öåïî÷êè, ò.ê. â ýòîé

îáëàñòè ýíåðãèé âåëè÷èíà q2 (q2 ≈ 0) ìîæåò áûòü ñðàâíèìà ñ ∆(z), êîòîðàÿ êîíå÷íà íà

áîëüøîì êðóãå âñëåäñòâèå êîíå÷íîñòè öåïî÷êè. Âíå ýêñèòîííîé çîíû ìîæíî ãîâîðèòü

ëèøü î ñîãëàñèè "â ñðåäíåì"(åãî ìîæíî ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü, óâåëè÷èâ ìíèìóþ ÷àñòü

ýíåðãèè δ). Â ýòîé îáëàñòè ñïåêòð çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ è âåëè÷èíû äåôåêòîâ.

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè äåôåêòà-

ìè ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ÷ðåçìåðíî îòâëå÷åííîé � òðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ðåàëüíóþ ñèñòåìó

ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ðåëüåôîì õîòÿ áû êà÷åñòâåííî áëèçêèì ê ðàññìîòðåííîìó âûøå. Òåì íå

ìåíåå, íà íàø âçãëÿä, ìîäåëü ãèïåðáîëè÷åñêèõ äåôåêòîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîó÷èòåëüíîé

ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå.

Êàê èçâåñòíî, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, èìåþùå-

ãî âèä ñõîäíûé ñ (205), â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíèìî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæå-

íèå. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì íàïèñàòü ÿâíîå (ïðèáëèæåííîå) âûðàæåíèå äëÿ

âîëíîâîé ôóíêöèè � òàê íàçûâàåìîå, àäèàáàòè÷åñêîå ðåøåíèå. Òåì æå ñïîñîáîì ìîæíî

íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è óðàâíåíèÿ (205) äëÿ øèðîêîãî êëàññà ýíåðãåòè÷åñêèõ

ðåëüåôîâ ε(z) (ñì. âûðàæåíèå (207)). Êàê ïîêàçûâàåò äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå, ïðè-

âåäåííûé â ýòîì ðàçäåëå äèññåðòàöèè àíàëèç êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåíåíèþ àäèà-

áàòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ (205) íà áîëüøîì êðóãå. Â ðàññìîòðåííîì ÷àñòíîì

ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêèõ äåôåêòîâ ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íûé (â ïðåäåëå L→∞) îò-

âåò. Â ñëó÷àå æå ïðîèçâîëüíîé (äîñòàòî÷íî ãëàäêîé) ôóíêöèè ε(z) ðàññìîòðåííàÿ â ýòîì

ðàçäåëå ìîäåëüíàÿ çàäà÷à äàåò âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî àäèàáàòè÷åñêîå ðåøåíèå äàñò

õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ. Ïî ýòîìó ïðåäëîæåííûé ïîäõîä, âîçìîæ-

íî, óäàñòñÿ ïðèìåíèòü ê áîëåå ðåàëèñòè÷åñêèì ìîäåëÿì äåôåêòíûõ öåïî÷åê. Ðåçóëüòàòû

ýòîãî ðàçäåëà äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â[63].
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0.4.2 Ñòàòèñòèêà êðàåâîé ôóíêöèè Ãðèíà îäíîìåðíîé ðàçóïîðÿ-

äî÷åííîé ñèñòåìû ñ áèíàðíûì èëè ðàâíîìåðíûì äèàãîíàëü-

íûì áåñïîðÿäêîì

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â íèæåñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ íàñòîÿùåé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìû îïèøåì ðå-

çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì äëÿ ìîäåëè îäíîìåðíîãî ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ ïðè áèíàðíîì

è ðàâíîìåðíîì äèàãîíàëüíîì áåñïîðÿäêàõ â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøåãî ñîñåäà. Ïðèâåäåì

ïîëíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé íèæå.

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, â êîòîðîé ðàñùåïëåíèå ε(r) óðîâíåé àòî-

ìà c íîìåðîì r ìîæåò áûòü ñ âåðîÿòíîñòüþ c ðàâíî u è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − c ðàâíî

−u (áèíàðíûé áåñïîðÿäîê) èëè ðàâíîâåðîÿòíî ðàñïðåäåëåíî â èíòåðâàëå [−u, u] (ðàâíî-

ìåðíûé áåñïîðÿäîê). Ìåæäó àòîìàìè èìååòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ∆, ñïîñîáíîå ïåðåíîñèòü

âîçáóæäåíèå ñ îäíîãî àòîìà íà äðóãîé, ïðè÷åì ýòî âçàèìîäåéñòâèå îòëè÷íî îò íóëÿ òîëü-

êî äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñëó÷àéíûõ

ìàòðèö òèïà (4), ÿâëÿþùèõñÿ öåíòðàëüíûì îáúåêòîì â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.

Åñëè ÷èñëî àòîìîâ â öåïî÷êå N , òî ãàìèëüòîíèàí H (4) èìååò â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóþùèå

ýëåìåíòû:

Hr,r′ = ε(r)δr,r′ + ∆(δr,r′−1 + δr,r′+1), r, r′ = 1, 2, ..., N. (224)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ è äîñòàòî÷íî äîñòîâåðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñïåê-

òðå è ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ýòîé ìàòðèöû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåííîé. Îáû÷íî èçó÷àåòñÿ

ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ýòîé ìàòðèöû, â êîòîðîé äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ε(r) ñ÷èòàþòñÿ

íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ε). Äëÿ

áèíàðíîãî è ðàâíîìåðíîãî áåñïîðÿäêîâ ýòà ôóíêöèÿ èìååò ñîîòâåòñòâåííî âèä:

P (ε) = c δ(ε− u) + (1− c) δ(ε+ u) (áèíàðíûé áåñïîðÿäîê) (225)

P (ε) =

{
1/2u ε ∈ [−u, u]

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
(ðàâíîìåðíûé áåñïîðÿäîê)

Êàê ïðàâèëî, ýòó çàäà÷ó ðàññìàòðèâàþò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N →∞. Çàìåòèì

çäåñü, ÷òî çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèíàðíîìó áåñïîðÿäêó, âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè
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êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà èçîòîïè÷åñêè ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ðå-

àëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà [29, 30], îïèñûâàþùàÿñÿ ýòîé ìîäåëüþ. Çàäà÷è ýòîãî òèïà

ðàññìàòðèâàëèñü Äàéñîíîì [24], êîòîðîìó óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ íåêî-

òîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà íåäèàãîíàëüíîãî áåñïîðÿäêà. Äëÿ äèàãîíàëüíî íåóïîðÿäî÷åí-

íûõ ìîäåëåé Äàéñîíó íå óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íûõ ðåøåíèé, íî ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé

Äàéñîíîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì è äëÿ çàäà÷ ýòîãî òèïà è ìû ïðèìåíÿåì åãî ê

ñëó÷àéíûì ìàòðèöàì (224) ñ áèíàðíûì è ðàâíîìåðíûì áåñïîðÿäêàìè (225).

Âñþäó íèæå ìû áóäåì èññëåäîâàòü ôóíêöèþ Ãðèíà, ïîñòðîåííóþ ïî ãàìèëüòîíèàíó

(224):

G = (E −H)−1 (226)

Èç âñåé ìàòðèöû ôóíêöèè Ãðèíà (226) äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî

âàæíûì ýëåìåíò GN,N , êîòîðûé ìû áóäåì íèæå íàçûâàòü êðàåâîé ôóíêöèåé Ãðèíà (ÊÔÃ).

Äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìà îáúåìíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà � äîñòàòî÷íî ïðî-

èçâîëüíûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Gr,r, òàêîé, ÷òî óçåë r íàõîäèòñÿ íàñòîëüêî äàëåêî îò

êðàåâ öåïî÷êè, ÷òî ñðåäíåå < Gr,r >≡< g(E) > íå çàâèñèò îò íîìåðà r.

Íàïîìíèì, ÷òî ÊÔÃ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (ñì. ôîðìóëó (60) â îáçîðíîé

÷àñòè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû). Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç N àòîìîâ, ÊÔÃ êîòîðîé îáîçíà-

÷èì γ è äîáàâèì ê íåé åùå îäèí àòîì ñ ðàñùåïëåíèåì ε. ÊÔÃ ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì

öåïî÷êè èç N + 1-ãî àòîìà îáîçíà÷èì γ̃. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå 19:

γ̃ =
1

E − ε−∆2γ
(227)

ÊÔÃ γ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρN(γ) ÊÔÃ

äëÿ öåïî÷êè èç N àòîìîâ, òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρN+1(γ̃) äëÿ öåïî÷êè èç N+1 àòîìîâ

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè (227). Ïðè N → ∞ ýòè ôóíêöèè äîëæíû ñîâïàäàòü

ρN(γ) = ρN+1(γ) ≡ ρ(γ), ÷òî äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ρ(γ) (ñì.

ôîðìóëó (62)):

ρ(γ)γ2 =
∫
dγ′ P

(
E −∆2γ′ − 1

γ

)
ρ(γ′) (228)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî íåðåãóëÿðíîé ôóíê-

öèåé, íà ÷òî áûëî óêàçàíî â [28]. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà

19Ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëîé (60) çäåñü ïðîèçâåäåíà çàìåíà îáîçíà÷åíèé w → ∆

85



ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî áåñïîðÿäêà, êîãäà ðåøåíèå (228)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî "õîðîøóþ"(íî íå àíàëèòè÷åñêóþ) ôóíêöèþ. 20 Èññëåäî-

âàíèå ÊÔÃ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, ãëàâíûì îáðàçîì, ïîòîìó, ÷òî, çíàÿ ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ÊÔÃ ρ(γ), ìîæíî âû÷èñëèòü óñðåäíåííóþ îáúåìíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà g ïî ëþáîé

èç ñëåäóþùèõ ôîðìóë [19]:

〈g(E)〉 =
∫ dxdydε ρ(x)ρ(y)P (ε)

E − ε−∆2(x+ y)
(229)

〈g(E)〉 =
d

dE

∫
dγdε ρ(γ)P (ε) ln(E − ε− γ∆2) (229′)

Äëÿ ñëó÷àÿ áèíàðíîãî èëè ðàâíîìåðíîãî áåñïîðÿäêîâ (225), óðàâíåíèå (228) èìååò ñîîò-

âåòñòâåííî âèä:

ρ(γ)γ2∆2 = c ρ
(
E − u− 1/γ

∆2

)
+ (1− c) ρ

(
E + u− 1/γ

∆2

)
(áèíàðíûé áåñïîðÿäîê) (230)

2uγ2ρ(γ) =
∫ h(γ)

l(γ)
ρ(x)dx, h(l)(γ) ≡ E + (−)u− 1/γ

∆2
(ðàâíîìåðíûé áåñïîðÿäîê) (230′)

Íèæå ïåðå÷èñëåíû ïîëó÷åííûå â ýòîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðåçóëüòàòû, îò-

íîñÿùèåñÿ ê èññëåäîâàíèþ ýòèõ óðàâíåíèé.

Äëÿ áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà:

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(γ) íå àíàëèòè÷íà ïî γ è ïðè E > Ec(u) (ôîðìóëà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ Ec(u) ïðèâåäåíà) îáðàùàåòñÿ â íóëü â îáëàñòè ÷èñëîâîé îñè, ïðåäñòàâëÿþùåé

ñîáîé ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çàïðåùåííûõ îòðåçêîâ, ðàçäåëåííûõ èíòåðâàëàìè.

Ïðè E < Ec âñå ýòè èíòåðâàëû (êðîìå ïðàâîãî è ëåâîãî ïîëóáåñêîíå÷íûõ) îáðàùàþòñÿ

â íóëü è ρ(γ) ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ âñþäó âíóòðè íåêîòîðîãî (óêàçàííîãî ÿâíî)

îòðåçêà.

2. Äëÿ ñëó÷àÿ E > Ec óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ çàïðåùåííûõ îòðåçêîâ, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèé ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü R1, â

êîòîðîé ρ(γ) çàâåäîìî ðàâíà íóëþ. Íà âòîðîì ýòàïå â äîïîëíèòåëüíîé ê R1 îáëàñòè óêà-

çûâàåòñÿ îáëàñòü R2, ãäå ρ(γ) òàêæå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íà òðåòüåì ýòàïå â îáëàñòè,

äîïîëíèòåëüíîé ê R1 ∪R2, îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü, ãäå ρ(γ) ≡ 0 è ò.ä.

20Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè Ëëîéäà óðàâíåíèå (228) (èëè (62)) èìååò ðåøåíèåì ëîðåíöèàí (ñì.

ôîðìóëû (81) � (87)) � àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
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3. Êàæäûé ýòàï õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîÿâëåíèåì íåêîòîðîãî ÷èñëà íåïåðåêðûâàþùèõñÿ

îáëàñòåé, â êîòîðûõ ρ(γ) íå âñþäó ðàâíà íóëþ. Íà êàæäîì ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíèöû

ýòèõ îáëàñòåé, à òàêæå èíòåãðàëû îò ôóíêöèè ρ(γ) ïî êàæäîé èç íèõ. Òàêèì îáðàçîì,

ïîñëå êàæäîãî ýòàïà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà ñðåäíèõ ñ ôóíêöèåé

ρ(γ) ïóòåì çàìåíû åå â óêàçàííûõ îáëàñòÿõ íà ïîñòîÿííóþ. Îò ýòàïà ê ýòàïó òî÷íîñòü

âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ âîçðàñòàåò.

4. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ρ(γ) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñðåäíèå ñ âîçìîæ-

íîñòüþ èõ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî E â îáëàñòü E < Ec è â îáëàñòü ñïåêòðà

ãàìèëüòîíèàíà (224). Âû÷èñëåíû Im〈γ(E)〉 (ïëîòíîñòü âîçáóæäåíèé íà êðàþ öåïî÷êè) è

Im〈g(E)〉 (ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé), â ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè êîìïüþòåðíîé

äèàãîíàëèçàöèåé.

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî áåñïîðÿäêà:

1. Ïîêàçàíî, ÷òî íà íåêîòîðîì (óêàçàííîì ÿâíî) îòðåçêå F ôóíêöèÿ ρ(γ) íàõîäèòñÿ

òî÷íî è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: ρ(γ) = 1/2uγ2.

2. Óêàçàíû îòîáðàæåíèÿ Ô±, êîòîðûìè îòðåçîê F ïåðåâîäèòñÿ â äâà äðóãèõ F ′±, íà

êîòîðûõ ρ(γ) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé êîíñòàíòû. Êàæäûé îòðåçîê F ′± îòîá-

ðàæåíèÿìè Ô± ïåðåâîäèòñÿ â äâà ñëåäóþùèõ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ρ(γ) âû÷èñëÿåòñÿ ñ

òî÷íîñòüþ äî äâóõ êîíñòàíò è ò.ä.

3. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ρ(γ) âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé õîðîøî ñî-

ãëàñóåòñÿ ñ êîìïüþòåðíûìè ðàñ÷åòàìè ρ(γ). Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà äëÿ óñðåä-

íåííîé ÊÔÃ ïîëó÷åíî ïðîñòîå çàìêíóòîå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, à äëÿ ãðàíèö ñïåê-

òðà ãàìèëüòîíèàíà (224) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà. Âû÷èñëåííûå óñðåäíåííàÿ ÊÔÃ è

ãðàíèöû ñïåêòðà õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè êîìïüþòåðíîé äèà-

ãîíàëèçàöèåé è óñðåäíåíèåì.

Áèíàðíûé áåñïîðÿäîê. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊÔÃ

ÊÔÃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷àòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ öåïî÷êó, ÊÔÃ êîòîðîé ðàâíà γ0, è áóäåì äîáàâëÿòü

ê íåé àòîìû ñî ñëó÷àéíûì ðàñùåïëåíèåì ε. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå ÊÔÃ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
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êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé (227)

γn+1 =
1

E − ε−∆2γn
(231)

ñî ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðîì ε. Ïðè áåñêîíå÷íîì ïîâòîðåíèè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ âåëè÷èíû

γn ðàñïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èñêîìîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(γ). Åñëè áû ïà-

ðàìåòð ε íå ôëóêòóèðîâàë, à áûë áû ðàâåí u (−u), òî îòîáðàæåíèå (231) áûñòðî ñîøëîñü

áû ê âåëè÷èíàì γ− (γ+), îïðåäåëÿåìûì óðàâíåíèåì:

γ± =
1

E ± u−∆2γ±
(232)

γ± =
E ± u−

√
(E ± u)2 − 4∆2

2∆2
(233)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ãðàôè÷åñêè, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ ïðè èçó÷åíèè àòòðàêòîðîâ

îòîáðàæåíèé òèïà (231)), ÷òî, åñëè ïðè êàêîì-òî n γn îêàçàëàñü çàêëþ÷åííîé ìåæäó γ−

è γ+, òî γn+1 îêàçûâàåòñÿ òàêæå çàêëþ÷åííîé â ýòîì èíòåðâàëå, åñëè −u < ε < u. Òàê

êàê γn ðàíî èëè ïîçäíî âñåãäà ïîïàäåò â èíòåðâàë [γ+, γ−], òî è âñå ñëåäóþùèå γm,m > n

òàêæå ïîïàäóò â ýòîò èíòåðâàë. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(γ) íå ðàâíà

íóëþ òîëüêî â ýòîì èíòåðâàëå.

ρ(γ) 6= 0 ïðè γ ∈ [γ+, γ−] (234)

Âñå, ñêàçàííîå âûøå, â ðàâíîé ñòåïåíè ñïðàâåäëèâî äëÿ áèíàðíîãî è ðàâíîìåðíîãî

áåñïîðÿäêîâ. Ñïåöèôèêà áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âíóòðè îáëàñòè

[γ+, γ−] ìîæíî óêàçàòü îáëàñòü, ãäå ρ(γ) ≡ 0, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ðèñ.12 íà ïëîñêîñòè

xy ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé

y±(x) =
E ± u− 1/x

∆2
, (235)

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé àðãóìåíòû ôóíêöèé ρ â ïðàâîé ÷àñòè (230) (âåðõíÿÿ ñòðî÷êà), à

òàêæå ïðÿìàÿ y = x. Îïðåäåëèì γ′± èç óðàâíåíèé

y±(γ′±) = γ∓ (236)

è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ.12. Âèäíî, ÷òî, åñëè

γ ∈ [γ′+, γ
′
−], òî y−(γ) < γ+ è y+(γ) > γ−, ò.å. àðãóìåíòû ôóíêöèé ρ â ïðàâîé ÷àñòè (230)
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Ðèñ. 12: Ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå

89



íå ïðèíàäëåæàò [γ+, γ−], ïðàâàÿ ÷àñòü (230) îáðàùàåòñÿ â íóëü è, ñëåäîâàòåëüíî:

ρ(γ) ≡ 0 ïðè γ ∈ [γ′+, γ
′
−] (237)

Ïðè ýòîì ρ(γ), âî âñÿêîì ñëó÷àå, íå âñþäó ðàâíà íóëþ ïðè γ ∈ [γ′±, γ±].

Ïðîèíòåãðèðóåì òåïåðü óðàâíåíèå (230), íàïðèìåð, ïî ïðîìåæóòêó [γ+, γ
′
+]. Èìååì:

∫ γ′+

γ+

ρ(x)dx =
(1− c)

∆2

∫ γ′+

γ+

ρ
(
E + u− 1/x

∆2

)
dx

x2
= (1− c)

∫ γ−

γ+

ρ(x)dx = 1− c (238)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî àðãóìåíò y−(γ) ïåðâîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (230)

íå ïðèíàäëåæèò [γ+, γ−] ïðè γ ∈ [γ+, γ
′
+] è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë îò ïåðâîé ôóíêöèè

ðàâåí íóëþ. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ

∫ γ−

γ′−

ρ(x)dx = c (239)

Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîì ýòàïå ìû ìîæåì èñêîìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(γ) ïðèáëè-

æåííî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

ρ(γ) ≈


c/(γ− − γ′−) γ ∈ [γ−, γ

′
−]

(1− c)/(γ′+ − γ+) γ ∈ [γ+, γ
′
+]

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

(240)

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèÿ äâóõ âèäîâ îòîáðàæåíèé Ô± òî÷åê èëè

îòðåçêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x′ = Ô±x åñëè y±(x′) = x. Íàïðèìåð,

Ô+γ− = γ′+ èëè Ô−γ+ = γ′− (ðèñ.12). Àíàëîãè÷íî äëÿ îòðåçêîâ. Åñëè îòðåçîê ïðåäñòàâëÿòü

ñòîëáöîì, âåðõíèé è íèæíèé ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ýòîãî

îòðåçêà òî:

Ô±

h
l

 =

 Ô±h
Ô±l

 =

 1/(E ± u−∆2h)

1/(E ± u−∆2l)

 (241)

Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ (237), ïðèâîäÿò ê

ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: åñëè ρ(γ), îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (230), îáðàùàåòñÿ â íóëü

íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b], òî îíà ðàâíà íóëþ òàêæå è íà äâóõ îòðåçêàõ, ïîëó÷åííûõ

èç [a, b] îòîáðàæåíèÿìè Ô±. Íàïðèìåð, ðàâåíñòâî íóëþ ρ(γ) íà [γ′+, γ
′
−] ïðèâîäèò ê ðà-

âåíñòâó íóëþ ρ(γ) íà îòðåçêàõ, ïîëó÷åííûõ èç íåãî îòîáðàæåíèÿìè Ô±. Íà ðèñ.12 ýòè

îòðåçêè ïîêàçàíû æèðíûìè ÷åðíûìè ÷åðòàìè, òàì æå ñòðåëêàìè ïîêàçàí ãðàôè÷åñêèé

ñìûñë îòîáðàæåíèé Ô±. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ îòîáðàæåíèÿ Ô± n ðàç èëè ïðîõîäÿ
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n ýòàïîâ, èç îòðåçêà [γ′+, γ
′
−] ìû ïîëó÷èì 2n äðóãèõ, ãäå ρ(γ) ≡ 0. Íàçîâåì ýòè îòðåçêè

çàïðåùåííûìè (âñåãî çàïðåùåííûõ îòðåçêîâ ïîñëå n ýòàïîâ áóäåò 2n + 1).

Íàðÿäó ñ çàïðåùåííûìè îòðåçêàìè, ãäå ρ(γ) ≡ 0, âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå ê íèì

ðàçðåøåííûå îòðåçêè, âíóòðè êîòîðûõ ρ(γ) íå âñþäó ðàâíà íóëþ. Ïîñëå n ýòàïîâ, ìû

ïîëó÷èì 2n+1 ðàçðåøåííûõ îòðåçêîâ (ðèñ.12). Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êàæäûé ðàçðåøåí-

íûé îòðåçîê íà n-îì ýòàïå ñòîëáöîì, ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü âåðõíÿÿ è

íèæíÿÿ ãðàíèöû ðàçðåøåííîãî îòðåçêà, à òðåòèé ýëåìåíò � èíòåãðàë îò ôóíêöèè ρ(γ) ïî

ýòîìó ðàçðåøåííîìó îòðåçêó.

Ïóñòü ïðîéäåíî n ýòàïîâ è èìååòñÿ 2n+1 ðàçðåøåííûõ îòðåçêîâ:
hi

li

Ii

 i = 1, ..., 2n+1 (242)

Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî n + 1 ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè

ðàçðåøåííûõ îòðåçêîâ ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ñëåäóþùèõ äâóõ

êëàññîâ. Ïåðâûé êëàññ ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì îòîáðàæåíèÿ Ô+ ê äâóì âåðõíèì êîìïî-

íåíòàì ñòîëáöîâ ñîâîêóïíîñòè (242) è óìíîæåíèåì íà 1− c òðåòüåãî êîìïîíåíòà, âòîðîé

�ïðèìåíåíèåì îòîáðàæåíèÿ Ô− ê äâóì âåðõíèì êîìïîíåíòàì ñòîëáöîâ ñîâîêóïíîñòè (242)

è óìíîæåíèåì íà c òðåòüåãî êîìïîíåíòà:
h̃i

l̃i

Ĩi

 =


Ô+hi

Ô+li

(1− c)Ii

 =


1/(E + u−∆2hi)

1/(E + u−∆2li)

(1− c)Ii

 i = 1, ..., 2n+1 (243)


h̃i+2n+1

l̃i+2n+1

Ĩi+2n+1

 =


Ô−hi

Ô−li

cIi

 =


1/(E − u−∆2hi)

1/(E − u−∆2li)

cIi

 i = 1, ..., 2n+1 (244)

Ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (238),(239). Àíàëîãè÷íî (240), ïîñëå

n ýòàïîâ ôóíêöèþ ρ(γ) ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé íà îòðåçêàõ [li, hi] è

ðàâíîé Ii/(hi − li):

ρ(γ) = Ii/(hi − li) ïðè γ ∈ [li, hi] (245)

Àëãîðèòì (243),(244),(245) â ñî÷åòàíèè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

91



Ðèñ. 13: Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ρ(γ) ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà (243)(244)(245) â n ýòàïîâ (n =

0, 1, 2, 3). Íà âåðõíåì ðèñóíêå (n = 3) ïîêàçàíà ôóíêöèÿ ρ(γ), ïîëó÷åííàÿ êîìïüþòåðíûì

ìîäåëèðîâàíèåì.


h1

l1

I1

 =


γ′+

γ+

1− c

 ,

h2

l2

I2

 =


γ−

γ′−

c

 (246)

ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(γ) ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ. Ïðèìåð òà-

êîãî ïîñòðîåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ.13, ãäå òàêæå ïîêàçàíà ôóíêöèÿ ρ(γ), ïîëó÷åííàÿ êîì-

ïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì.

Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî äðîáëåíèÿ ðàçðåøåííûõ îòðåçêîâ íà-

ïîìèíàåò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëà. Ôóíêöèþ ρ(γ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "àò-

òðàêòîð"ñëó÷àéíîãî îòîáðàæåíèÿ (231). Íà ðèñ.14 ïîêàçàíà ñòðóêòóðà ýòîãî "àòòðàêòî-

ðà ïîëó÷åííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ê "çàòðàâî÷íîìó"γ0 = 0.5(γ+(E0) + γ−(E0)) (E0 ≡

2∆ + u) 50000 ðàç ïðèìåíÿëîñü îòîáðàæåíèå (231), ïðè÷åì ïàðàìåòð ε ãåíåðèðîâàëñÿ

ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì (225) (ïðè c = 0.7, u = 0.6 èëè
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Ðèñ. 14: Ñòðóêòóðà "àòòðàêòîðà"ñëó÷àéíîãî îòîáðàæåíèÿ (231), ïîëó÷åííàÿ êîìïüþòåð-

íûì ìîäåëèðîâàíèåì ïðè c = 0.7, u = 0.2 è u = 0.6. Ñïëîøíûìè êðèâûìè ïîêàçàíû

ãðàíèöû ïåðâûõ 8-ìè ðàçðåøåííûõ îòðåçêîâ, ðàñ÷èòàííûõ ïî ôîðìóëàì (243)(244). Íà

âåðõíåì ðèñóíêå u = 0.2 < ∆/4 ïîêàçàíà ýíåðãèÿ Ec, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò èñ÷åçíîâå-

íèå çàïðåùåííûõ îòðåçêîâ. Ïðè u > ∆/4 Ec ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå ãðàíèöû ñïåêòðà E0 �

"ïîãðóæàåòñÿ"â ñïåêòð (íèæíèé ðèñóíîê).
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u = 0.2), à ýíåðãèÿ E ðàâíîìåðíî èçìåíÿëàñü â äèàïàçîíå E0 < E < 1.1E0. Ïîëó÷åííûå

50000 òî÷åê (γn, E) ñòðîèëèñü íà ïëîñêîñòè (γ,E) (ðèñ.14). Ïëîòíîñòü òî÷åê ïî âåðòèêàëè

ïðè çàäàííîì E îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ρ(γ). Òàêæå íà ðèñ.14 ïîêàçàíû íåñêîëüêî ãðà-

íè÷íûõ ëèíèé ðàçðåøåííûõ îòðåçêîâ, ïîñòðîåííûõ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, îïèñàííîãî

âûøå. Èç ðèñ.14 âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì áåñïîðÿäêå (u = 0.2), ñóùåñòâóåò òàêîå

çíà÷åíèå ýíåðãèè Ec, ïðè êîòîðîì çàïðåùåííûå îòðåçêè èñ÷åçàþò. Çíà÷åíèå Ec îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç óðàâíåíèÿ

γ′+(Ec) = γ′−(Ec) èëè
√

(Ec + u)2 − 4∆2 −
√

(Ec − u)2 − 4∆2 = 6u, (247)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå èñ÷åçíîâåíèÿ ïåðâîãî çàïðåùåííîãî îòðåçêà (237).

Ýòî âëå÷åò çà ñîáîé èñ÷åçíîâåíèå îñòàëüíûõ çàïðåùåííûõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ

èç ïåðâîãî îòîáðàæåíèÿìè Ô±. Òàêèì îáðàçîì, ïðè E < Ec îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ ρ(γ) íóæäàåòñÿ â ìîäèôèêàöèè. Ýòî, îäíàêî, ñîâåðøåííî íå âàæíî äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ óñðåäíåííûõ ÊÔÃ è îáúåìíîé ôóíêöèè Ãðèíà (229), êîòîðûå äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü

ïðè E > Ec, è àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Íåòðóäíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ïðè u > ∆/4, Ec ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ÷åì 2∆ + u � ò.å. Ec "ïîãðóæàåòñÿ"â ñïåêòð

ãàìèëüòîíèàíà. Ïî-âèäèìîìó, ýòî "ïîãðóæåíèå"íå ñâÿçàíî íè ñ êàêèì êðèòè÷åñêèì ïî-

âåäåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû, îäíàêî âîïðîñ ýòîò ïîêà îñòàåòñÿ

îòêðûòûì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò îïèñàíû âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ ÊÔÃ è îáúåìíîé

ôóíêöèè Ãðèíà.

Áèíàðíûé áåñïîðÿäîê. Óñðåäíåííûå ÊÔÃ è îáúåìíàÿ ôóíêöèÿ Ãðè-

íà

Åñëè âûïîëíåíî n ýòàïîâ îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(γ), òî äëÿ óñðåäíåííîé ÊÔÃ ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåí-

íîå âûðàæåíèå:

〈γ(E)〉 =
∫ γ−

γ+

ρ(γ)γdγ ≈ 1

2

M∑
i=1

Ii(hi(E) + li(E)), M ≡ 2n+1 (248)

Ôóíêöèè hi(E) è li(E) àíàëèòè÷åñêèå ïî E, ò.ê. îíè ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì àíàëèòè÷å-

ñêèõ ïî E îòîáðàæåíèé Ô±(E) ê ôóíêöèÿì γ±(E), òàêæå àíàëèòè÷åñêèì ïî E. Ïîýòîìó
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îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî E è ñ åãî ïîìîùüþ

óñðåäíåííàÿ ÊÔÃ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðè ëþáîì E.

Íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêîå, íî ìåòîäè÷åñêè àíàëîãè÷íîå, âû÷èñëåíèå îáúåìíîé ôóíê-

öèè Ãðèíà ïî ôîðìóëå (229) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå:

〈g(E)〉 ≈
M∑
i,j=1

IiIj
(hi − li)(hj − lj)

(
cΦij(E − u) + (1− c)Φij(E + u)

)
, (249)

ãäå ôóíêöèè Φij(z) îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

Φij(z) ≡ 1

∆4

(
[z −∆2(li + lj)] ln[z −∆2(li + lj)] + [z −∆2(hi + hj)] ln[z −∆2(hi + hj)]−

[z −∆2(hi + lj)] ln[z −∆2(hi + lj)]− [z −∆2(li + hj)] ln[z −∆2(li + hj)]
)

Íà ðèñ.15 (a) ïîêàçàíû Im〈g(E)〉 (ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé), ïîëó÷åííàÿ êîìïüþòåðíîé äèà-

ãîíàëèçàöèåé è óñðåäíåíèåì ïî 10000 ðåàëèçàöèé (íèæíèé ãðàôèê) è Im〈g(E)〉, ïîëó-

÷åííàÿ â 6 ýòàïîâ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà ïî ôîðìóëå (249) (ïðèïîäíÿ-

òûé ãðàôèê). Íà ðèñ.15 (b) ïðèâåäåíû Im〈γ(E)〉 (ïëîòíîñòü âîçáóæäåíèé íà êîíöå öå-

ïî÷êè), ïîëó÷åííàÿ êîìïüþòåðíîé äèàãîíàëèçàöèåé è óñðåäíåíèåì ïî 10000 ðåàëèçàöèé

(íèæíèé ãðàôèê) è Im〈γ(E)〉, ïîëó÷åííàÿ â 10 ýòàïîâ ïî ôîðìóëå (248). Çäåñü è âñþäó

íèæå ïðè êîìïüþòåðíîé äèàãîíàëèçàöèè èñïîëüçîâëèñü ñëó÷àéíûå ìàòðèöû ðàçìåðîì

200×200. Ïðèâåäåííûå íà ðèñ.15 (a,b) çàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ ñèëüíîãî áåñ-

ïîðÿäêà (c = 0.5, u = 1,∆ = 2), è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(γ) áîëåå èëè ìåíåå îäíî-

ðîäíî çàïîëíÿåò èíòåðâàë [γ+, γ−]. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íåáîëüøîãî ÷èñëà ýòàïîâ, ÷òîáû

ïîëó÷èòü õîðîøåå ñîãëàñèå. Êà÷åñòâî çàâèñèìîñòåé, ïîëó÷åííûõ ïî ôîðìóëàì (248)(249)

âûøå, ÷åì ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèåé è óñðåäíåíèåì, à âðåìåíè äëÿ ðåàëè-

çàöèè 6 ýòàïîâ òðåáóåòñÿ ãîðàçäî ìåíüøå.

Ñîãëàñèå íåñêîëüêî óõóäøàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå c =

0.9, u = 1,∆ = 2, (ðèñ.15 (c), ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé Im〈g(E)〉) Â ýòîì ñëó÷àå ðàçðåøåí-

íûå îòðåçêè îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, è òðåáóåòñÿ áîëüøåå êîëè÷å-

ñòâî ýòàïîâ ÷òîáû ñìåñòèòü ìàêñèìóì ρ(γ) ê γ−. Ïîýòîìó îïèñàííûé àëãîðèòì îñîáåííî

ýôôåêòèâåí ïðè ðàñ÷åòå ñèëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê.
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Ðèñ. 15: a � Im〈g(E)〉 � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèåé ñëó-

÷àéíîé ìàòðèöû (1) (íèæíèé ãðàôèê) è â 6 ýòàïîâ àëãîðèòìà (243)(244)(245) (ïðèïîäíÿ-

òûé ãðàôèê), b � Im〈γ(E)〉, íèæíèé ãðàôèê � ÷èñëåííàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ, ïðèïîäíÿòûé

ãðàôèê � 10 ýòàïîâ àëãîðèòìà (243)(244)(245). c � òî æå äëÿ áîëåå óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû

(c=0.9), îñöèëëÿöèè ñïðàâà íà çàâèñèìîñòè ïîëó÷åííîé àëãîðèòìîì (243)(244)(245).

96



Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊÔÃ ïðè ðàâíîìåðíîì áåñïîðÿäêå.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðè ðàâíîìåðíîì áåñïîðÿäêå ôóíêöèÿ ρ(γ) îòëè÷íà îò

íóëÿ òîëüêî ïðè γ ∈ [γ+, γ−] (îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è âî âòîðîì ðàçäåëå). Åñëè γ òàêîâà,

÷òî âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â (230') h(γ) áîëüøå γ−, à íèæíèé l(γ) ìåíüøå γ+

(ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò γ ∈ [γ′+, γ
′
−], ðèñ.12), òî èíòåãðàë â (230') îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó è,

ñëåäîâàòåëüíî:

ρ(γ) =
1

2uγ2
ïðè γ ∈ [γ′+, γ

′
−] (250)

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî γ òàêîâà, ÷òî γ′+ < h(γ) < γ′−, ò.å. âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ

h(γ) â (230') íàõîäèòñÿ â îáëàñòè, ãäå ôóíêöèÿ ρ(γ) èçâåñòíà òî÷íî èç (250). Ïðè ýòîì

l(γ) < γ+. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå â (230') îò γ′+ äî h(γ) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

â ÿâíîì âèäå:

ρ(γ) =
1

2uγ2

∫ γ′+

γ+

ρ(x)dx+
1

4u2γ2γ′+
−
(

∆

2u

)2 1

(E + u)γ2 − γ
ïðè γ′+ < h(γ) < γ′− (251)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå γ ïîïàäàåò â èíòåðâàë, ïîëó÷åííûé èç

[γ′+, γ
′
−] îòîáðàæåíèåì Ô+. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì èíòåðâàëå ρ(γ) èçâåñòíà ñ òî÷íîñòüþ äî

êîíñòàíòû S+, îïðåäåëåííîé êàê:

S+ ≡
∫ γ′+

γ+

ρ(x)dx (252)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè γ òàêîâà, ÷òî γ′+ < l(γ) < γ′−, ò.å. íèæíèé ïðåäåë

èíòåãðèðîâàíèÿ l(γ) â (230') íàõîäèòñÿ â îáëàñòè, ãäå ôóíêöèÿ ρ(γ) èçâåñòíà òî÷íî èç

(250), òî:

ρ(γ) =
S−

2uγ2
− 1

4u2γ2γ′−
+
(

∆

2u

)2 1

(E − u)γ2 − γ
, ïðè γ′+ < l(γ) < γ′− (253)

ãäå êîíñòàíòà S− îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

S− ≡
∫ γ−

γ′−

ρ(x)dx (254)

Ïðè ýòîì γ ∈ Ô−[γ′+, γ
′
−].

Óñëîâèå íîðìèðîâêè ρ(γ)

S+ + S− +
∫ γ′−

γ′+

dγ

2uγ2
= 1 (255)
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è îïðåäåëåíèÿ (236) äàþò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó S− è S+:

S+ + S− =
∆2

2u
(γ− − γ+) (256)

Ðàññóæäàÿ äàëüøå òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ρ(γ) ìîæåò áûòü îïðå-

äåëåíà íà îòðåçêàõ, ïîëó÷åííûõ èç [γ′+, γ
′
−] îòîáðàæåíèÿìè Ô± ñ òî÷íîñòüþ äî âñå âîçðàñ-

òàþùåãî ÷èñëà êîíñòàíò.

Ïðèíòåãðèðóåì òåïåðü óðàâíåíèå (230') îò γ+ äî γ′+. Ïðè ýòîì â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì

S+. Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü ïî ÷àñòÿì, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî S+ ñâÿçàíà ñ óñðåäíåííîé

ÊÔÃ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

∫ γ−

γ+

xρ(x)dx = 〈γ(E)〉 = γ− −
2u

∆2
S+ (257)

Íèæå ìû îïèøåì ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà S+. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùåå

ïðåäâàðèòåëüíîå çàìå÷àíèå. Èç óðàâíåíèÿ (230') äëÿ ðàâíîìåðíîãî áåñïîðÿäêà ñëåäóåò,

÷òî ρ(γ) íåïðåðûâíà, à èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé âûòåêàåò ÷òî îíà ëîêàëüíî

àíàëèòè÷íà íà íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè íåïåðåêðûâàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèÿ ρ(γ) â äàííîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü ñëîæíîé êàê â ñëó÷àå áèíàðíîãî áåñïî-

ðÿäêà è åñòü âñå îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî åå ìîæíî àïðîêñèìèðîâàòü íåñêîëüêèìè ãëàä-

êèìè ôóíêöèÿìè. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ ìû âîçüìåì ôóíêöèè (250),(251) è (253). Ïóñòü

γ ≈ γ+. Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ρ(γ) åñòåñòâåííî àïðîêñèìè-

ðîâàòü ôîðìóëîé (251), òåì áîëåå, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ γ ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Ïðè γ ≈ 0.5(γ+ + γ−), ρ(γ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (250), à ïðè γ ≈ γ− � ôîðìóëîé (253).

Çàâèñèìîñòè (250),(251),(253) ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ñ îñüþ X è äðóã ñ äðóãîì. Îáîçíà÷èì

γ1 γ2 γ3 γ4 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (251) ñ îñüþ X, (251) è (250), (250) è (253) è (253) ñ îñüþ X

ñîîòâåòñòâåííî è ïîñòðîèì ôóíêöèþ ρ(γ) (ðèñ.16) òàê:

ρ(γ) =



ôîðìóëà (251) γ ∈ [γ1, γ2]

ôîðìóëà (250) γ ∈ [γ2, γ3]

ôîðìóëà (253) γ ∈ [γ3, γ4]

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

(258)

Íåòðóäíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå âñåõ òî÷åê γi, i = 1, ..., 4, êàê ôóíêöèé S+. Ïîñëå
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Ðèñ. 16: Ãëàäêèé ãðàôèê � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÊÔÃ, ñîñòàâëåííàÿ èç çàâèñèìîñòåé

(250),(251),(253) ïî ïðåäëàãàåìîé ñõåìå, "øóìÿùèé"ãðàôèê � òàæå ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ

êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì.

ýòîãî óðàâíåíèå:

S+ =
∫ γ′+

γ1

ρ(x)dx (259)

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ S+ ñëåäóþùåå òðàíñöåäåíòíîå óðàâíåíèå:

(
2u

∆

)2

S+ − ln
(

1−
2uγ′+

2uγ′+S+ + 1

)
= 2uγ− (260)

Ýòî óðàâíåíèå âìåñòå ñ (256) è (236) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü S− è S+ è ïîñòðîèòü ρ(γ) â âèäå

(258). Òèïè÷íûé ðåçóëüòàò ïðèâåäåí íà ðèñ.16, ãäå òàêæå ïîêàçàíà ôóíêöèÿ ρ(γ), ïîëó-

÷åííàÿ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì. Ïîëüçóÿñü (257), íåòðóäíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå,

íåÿâíî îïðåäåëÿþùåå ÊÔÃ 〈γ(E)〉:

〈γ〉 =
1

2u
ln
E + u−∆2〈γ〉
E − u−∆2〈γ〉

(261)

Ýòî óðàâíåíèå äàåò òî÷íûå îòâåòû â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ u = 0 è ∆ = 0, è õîðî-

øî îïèñûâàåò êîìïüþòåðíûå ðåçóëüòàòû ïðè ïðîèçâîëüíûõ u è ∆ (ðèñ.17). Óðàâíåíèå

(261) òàêæå ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå âû÷èñëèòü ãðàíèöû ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà (224)

ïðè ðàâíîìåðíîì áåñïîðÿäêå (îíè, î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷íû). Ãðàíè÷íîé ýíåðãèè ñîîòâåò-

ñòâóåò èñ÷åçíîâåíèå âåùåñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (261) � â îáëàñòè ñïåêòðà ÊÔÃ
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Ðèñ. 17: Óñðåäíåííàÿ Im〈γ(E)〉, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ (261) äëÿ u = ∆ = 2 (ãëàäêàÿ

êðèâàÿ) è òàæå ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ êîìïüþòåðíîé äèàãîíàëèçàöèåé è óñðåäíåíèåì ïî

5000 ðåàëèçàöèé

èìååò ìíèìóþ ÷àñòü. Íåñëîæíûé ãðàôè÷åñêèé àíàëèç óðàâíåíèÿ (261) ïîêàçûâàåò, ÷òî

âåùåñòâåííîå ðåøåíèå ïðîïàäàåò, êîãäà ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè (261) êàñàþòñÿ â òî÷êå ïå-

ðåñå÷åíèÿ:
d

dx
ln
E + u−∆2x

E − u−∆2x
= 2u (262)

2ux = ln
E + u−∆2x

E − u−∆2x

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íàÿ ýíåðãèÿ E0:

E0 =
√
u2 + ∆2 +

∆2

2u
ln

√
u2 + ∆2 + u√
u2 + ∆2 − u

(ðàâíîìåðíûé áåñïîðÿäîê) (263)

Íà ðèñ.18 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ýòîé ôîðìóëû ñ êîìïüþòåðíûì ðàñ÷åòîì ïðè èçìå-

íåíèè âåëè÷èíû áåñïîðÿäêà u. Âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøîé âåëè÷èíå áåñïîðÿäêà u øèðèíà

ñïåêòðà íå çàâèñèò îò ∆ � áåñïîðÿäîê "ïîäàâëÿåò"ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ∆. Â ýòîì

ïðîÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå ðàâíîìåðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû îò áèíàðíî ðàçóïîðÿäî÷åí-

íîé, äëÿ êîòîðîé ãðàíèöà ñïåêòðà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

E0 = 2∆ + u (áèíàðíûé áåñïîðÿäîê) (264)
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Ðèñ. 18: Çàâèñèìîñòü êðàÿ ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà (224) îò âåëè÷èíû áåñïîðÿäêà u ïðè

∆ = 2. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ � ôîðìóëà (263), "øóìÿùàÿ"êðèâàÿ � êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâà-

íèå, äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî áåñïîðÿäêà, ïðÿìàÿ ëèíèÿ � çàâèñèìîñòü êðàÿ ñïåêòðà äëÿ

ñëó÷àÿ áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà, ôîðìóëà (264).

è ïðè êîòîðîì âêëþ÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ∆ âûçûâàåò ñìåùåíèå ñïåêòðà 2∆ ïðè ëþáîì

áåñïîðÿäêå. Ðåçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàííû â[66].
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0.4.3 Êîððåëèðîâàííàÿ ìîäåëü Ëëîéäà: òî÷íîå ðåøåíèå

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëåå ïîïóëÿðíûì ñòàíîâèòñÿ èññëåäîâàíèå êîððåëèðîâàííûõ ðàçó-

ïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì [20, 22, 23, 72, 73, 74, 55]. Åñëè â èñòîðè÷åñêè ïåðâûõ ìîäåëÿõ

ñëó÷àéíûõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, èññëåäîâàëñÿ δ-êîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïîòåíöè-

àë è âîïðîñó î âëèÿíèè êîððåëÿöèé óäåëÿëîñü ñðàâíèòåëüíî ìàëî âíèìàíèÿ, òî íåäàâíèå

èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî êîððåëÿöèè ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó (èíîãäà, êà-

÷åñòâåííîìó) [20, 21] èçìåíåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ëîêàëèçàöèîííûõ ñâîéñòâ

ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì.

Â ëþáîé îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü èãðàþò òî÷íîðåøà-

åìûå ìîäåëè, ÷èñëî êîòîðûõ îáû÷íî íåâåëèêî. Òî÷íîðåøàåìàÿ ìîäåëü äàåò âîçìîæíîñòü

ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ äîñòîâåðíîñòè íàêîïèòü êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î òîì êëàññå ìî-

äåëåé, ê êîòîðîìó îíà îòíîñèòñÿ, ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ïðèìåíÿåìûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîç-

âîëÿåò óêàçàòü íàïðàâëåíèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé è ò.ä. Â ôèçèêå ðàçóïîðÿäî÷åííûõ

ñèñòåì íàèáîëåå èçâåñòíûìè è âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ óïîìÿíóòûå âûøå òî÷íîðåøàåìûå ìî-

äåëè Äàéñîíà [24] è Ëëîéäà [16], ïðè÷åì ñóùåñòâåííî òî, ÷òî îáå óêàçàííûå ìîäåëè îòíî-

ñÿòñÿ ê íåêîððåëèðîâàííûì ðàçóïîðÿäî÷åííûì ñèñòåìàì. Â äàííîé ÷àñòè òðåòüåé ãëàâû

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äëÿ îáîáùåííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè Ëëîéäà, â êîòîðîé óçåëü-

íûå ýíåðãèè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðèâîäèòñÿ òî÷íîå âû-

÷èñëåíèå óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà íåçàâèñèò îò ïàðàìåòðà

ìîäåëè, èãðàþùåãî ðîëü ðàäèóñà êîððåëÿöèè.

Ýòà ÷àñòü òðåòüåé ãëàâû äèññåðòàöèè ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäå-

ëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëëîéäà, äëÿ êîòîðîé ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå

äëÿ äàëüíåøåãî ðåçóëüòàòû è îïðåäåëåíèÿ (ýòîò ìàòåðèàë â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âîñ-

ïðîèçâîäèò ìàòåðèàë îáçîðà ðàáîòû). Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ êîððåëèðîâàííûé

áåñïîðÿäîê, äëÿ êîòîðîãî â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ òî÷íîå âû÷èñëåíèå óñðåäíåííîé

ôóíêöèè Ãðèíà.
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Ìîäåëü Ëëîéäà

Ìàòðèöà H ãàìèëüòîíèàíà êëàññè÷åñêîé îäíîìåðíîé ìîäåëè Ëëîéäà èìååò áàçîâûé äëÿ

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âèä (4):

Hrr′ = δrr′εr + w(r − r′) r, r′ = 1, 2, 3, ..., N (265)

ïðè÷åì ôóíêöèÿ w(r) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé è òàêîé, ÷òî w(0) = 0, à äèàãîíàëüíûå ýëåìåí-

òû (ýíåðãèè óçëîâ) εr ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ èìååò âèä ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè

P (ε) =
1

π

∆

∆2 + ε2
(266)

Ïàðàìåòð ∆ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ðàçóïîðÿäî÷åííîñòè ñèñòåìû � ïðè ∆→ 0 ãàìèëüòî-

íèàí (265) ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷åííîé (êðèñòàëëè÷åñêîé) ñèñòåìå è äèàãîíàëèçóåòñÿ â

ïðåäñòàâëåíèè ïëîñêèõ âîëí. Î ñîâîêóïíîñòè ïðîíóìåðîâàííûõ óçåëüíûõ ýíåðãèé ÷àñòî

ãîâîðÿò êàê î ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå.

Â ñâîåé ðàáîòå [16] Ëëîéä ñóìåë òî÷íî âû÷èñëèòü ìàòðèöó óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðè-

íà 〈G(Ω)〉 = 〈[Ω−H]−1〉, (Ω ≡ E+ ı0) äëÿ ìîäåëüíîé ñèñòåìû (265), (266), êîòîðàÿ (ôóíê-

öèÿ Ãðèíà) îïðåäåëÿåò åå ñïåêòð ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Â

ýòîì ðàçäåëå ìû âîñïðîèçâåäåì ðåçóëüòàò Ëëîéäà ñ ïîìîùüþ äèàãðàìíîé òåõíèêè, ïî-

äîáíîé ïðåäëîæåííîé â [26] (ñì. òàêæå [68]), êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. 21 Ââåäåì

ìàòðèöó W ñ ýëåìåíòàìè Wrr′ ≡ w(r− r′). Òîãäà ìàòðèöà ôóíêöèè Ãðèíà G ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà (43):

Grr′(Ω) =
δrr′

Ω− εr
+

1

Ω− εr
Wrr′

1

Ω− ε′r
+
∑
r′′

1

Ω− εr
Wrr′′

1

Ω− ε′′r
Wr′′r′

1

Ω− εr
+ ... (267)

Ñîïîñòàâèì âåëè÷èíàì Wr,r′ ñòðåëêó, ñîåäèíÿþùóþ óçëû r è r′, à êàæäîìó ìíîæèòåëþ

[Ω−εr]−1 � æèðíóþ òî÷êó â ñîîòâåòñòâóþùåì óçëå r, êîòîðûé áóäåì èçîáðàæàòü êðóæêîì.

Ïðèìåðû ïîäîáíîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ.19 (ðèñ.1). Òîãäà äëÿ ìàòðè÷íîãî

ýëåìåíòà Grr′(Ω) ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

Grr′(Ω) = Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, ñîåäèíÿþùèõ óçëû r è r′ (268)

21Çäåñü ìû äëÿ ñâÿçíîñòè ïîâåñòâîâàíèÿ ÷àñòè÷íî âîñïðîèçâåäåì ìàòåðèàë (îêîëî 0.5 ñòðàíèöû è

ðèñóíîê), ïðèâåäåííûé â îáçîðå.
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Ðèñ. 19: Ïðèìåðû äèàãðàìì

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü èñêîìóþ óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ñëåäóåò ïðîèíòåãðè-

ðîâàòü (268) ñ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé ε1, ..., εN , êîòîðàÿ

â ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííîãî áåñïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

ρnc(z1, z2, ..., zN) =
N∏
i=1

P (zi), (269)

ïðè÷åì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè Ëëîéäà ôóíêöèÿ P (z) èìååò âèä (266). Óñðåäíå-

íèå ïðîèçâîëüíîé äèàãðàììû D â ðàçëîæåíèå (268), ñâÿçàíî ñ óñðåäíåíèåì ôàêòîðà fD

îïðåäåëÿåìîãî êàê:

fD ≡
(

1

Ω− εn1

)g1
(

1

Ω− εn2

)g2

...
(

1

Ω− εnq

)gq
(270)

ãäå n1, n2, ..., nq � íîìåðà óçëîâ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò äèàãðàììà D, à g1, g2, ..., gq ÷èñëà

ïîñåùåíèé äèàãðàììîé óçëîâ n1, n2, ..., nq ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, äëÿ âåðõíåé äèà-

ãðàììû ðèñ.1 n1 = 1, n2 = 2, n3 = 3 è g1 = 1, g2 = 2, g3 = 1. Óçëîâûì â ðåøåíèè Ëëîéäà

ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

1

π

∫ ∆dz

∆2 + z2

(
1

E + ı0− z

)n
=
(

1

E + ı∆

)n
(271)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî ñîîòíîøåíèå è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñëó÷àéíûå óçåëüíûå ýíåðãèè

εni , i = 1, 2, ..., q âçàèìíî íåçàâèñèìû, ïîëó÷àåì äëÿ óñðåäíåííîãî ôàêòîðà fD ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå:

〈fD〉 =
∫ N∏

i=1

dziP (zi)
(

1

Ω− zn1

)g1
(

1

Ω− zn2

)g2

...
(

1

Ω− znq

)gq
= (272)
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=
(

1

Ω + ı∆

)g1
(

1

Ω + ı∆

)g2

...
(

1

Ω + ı∆

)gq
Ýòî âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå D ôóíêöèè Ãðèíà óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû, ó êî-

òîðîé âñå óçåëüíûå ýíåðãèè ðàâíû íóëþ, è ïðîèçâåäåíà çàìåíà ýíåðãåòè÷åñêîãî àðãóìåíòà

Ω → Ω + ı∆. Ïîñêîëüêó ïðèâåäåííûé ðàñ÷åò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé äèàãðàììû â ðàçëî-

æåíèè (268), ìû ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó Ëëîéäà: óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ðàçóïîðÿäî-

÷åííîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (265) è íåêîððåëèðîâàííûì áåñïîðÿäêîì òèïà Êîøè

(266) ðàâíà ôóíêöèè Ãðèíà God óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ñ íóëåâûìè óçåëüíûìè ýíåðãèÿ-

ìè, â êîòîðîé ñëåäóåò ïðîèçâåñòè çàìåíó ýíåðãåòè÷åñêîãî àðãóìåíòà Ω→ Ω + ı∆.:

〈G(Ω)〉 = God(Ω + ı∆) (273)

ßâíûé âèä ìàòðèöû ôóíêöèè Ãðèíà God óïîðÿäî÷åííîé (è öèêëè÷åñêîé) ñèñòåìû ìîæ-

íî íàïèñàòü, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû (265) ïðè εr = 0 (r = 1, ..., N)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå âîëíû. Äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû ýòà ìàòðèöà èìååò âèä:

God
rr′(Ω) =

1

2π

∫ π

−π

eı(r−r
′)q

Ω− Jq
dq, Jq =

∑
r

w(r)e−ıqr (274)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò îïèñàí ïðîñòåéøèé êîððåëèðîâàííûé äèñêðåòíûé ñëó÷àé-

íûé ïðîöåññ ε1, ..εi, ..., εN , äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî âû÷èñëåíèå ïîëíîé ñîâìåñòíîé ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(z1, z2, ...zN), êîòîðàÿ íå ðàçáèâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå òèïà (269). Â

çàêëþ÷èòåëüíîì òðåòüåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ãàìèëüòîíèàíà òèïà

(265), ïîñòðîåííîãî äëÿ òàêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ðåçóëüòàò (273) ñîõðàíÿåòñÿ.

Êîððåëèðîâàííûé áåñïîðÿäîê

Ïîëó÷èì êîððåëèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíñòü óçåëüíûõ ýíåðãèé εr, r = 1, ..., N ñ ïîìî-

ùüþ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ 22 [75, 76]. Ââåäåì ñîâîêóïíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, i = −∞...,−1, 0, 1, ...,+∞. Êàæäàÿ èç ââåäåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ξi èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ξ), êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé è íåçà-

âèñÿùåé îò íîìåðà i. Óçåëüíûå ýíåðãèè εn ïîëó÷èì èç ýòèõ âåëè÷èí êàê ðåàëèçàöèþ

22Àíàëîãè÷íûé ìåõàíèçì êîððåëÿöèè ðàññìàòðèâàëñÿ â [42] ïðè ðàñ÷åòå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé

â êîððåëèðîâàííîé ñèñòåìå.
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ñëåäóþùåãî äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà:

εn = (1− e−α)
∑
m≤n

eα(m−n)ξm, α > 0 n = 1, ..., N (275)

Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè εn áóäóò êîððåëèðîâàíû c õàðàêòåðíûì ðàäèóñîì êîððåëÿöèè R =

1/α, ïðè÷åì äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 〈εnεn′〉 èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

〈εnεn′〉 = 〈ξ2〉
(

1− e−α

1 + e−α

)
e−α|n−n

′| = 〈ξ2〉
(

1− β
1 + β

)
e−α|n−n

′|, β ≡ e−α, β ∈ [0, 1] (276)

Èç îïðåäåëåíèÿ (275) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ñîîòíîøå-

íèå:

εn+1 = βεn + (1− β)ξn+1 (277)

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (276) èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè êîíå÷íîì âòîðîì ìîìåíòå ôóíê-

öèè P (ξ) è â ñëó÷àå, åñëè P (ξ) åñòü ôóíêöèÿ Êîøè (266), íåñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå,

è â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (275) íåëüçÿ ñ÷èòàòü íåêîððåëèðîâàííîé, ïîñêîëüêó,

êàê ìû óâèäèì íèæå, åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå èìååò âèäà (269). Íàêîíåö, îòìåòèì,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (275) ïðè÷èííî-êîððåëèðîâàíà, ò.å. εn çàâèñèò òîëüêî îò òåõ ξm,

ó êîòîðûõ m ≤ n.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíîé ýíåðãèè â êîððåëèðîâàííîé öå-

ïî÷êå

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ëþáîé óçåëüíîé ýíåðãèè εn (îáîçíà÷èì åå σ(ε)) íåçàâèñèò îò åå

íîìåðà n è ìû è ðàññ÷èòàåì åå äëÿ n = 0 ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì [75, 76]. Â êà÷åñòâå

èñõîäíûõ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè σ(ε) è ñîîòâåò-

ñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè σ̃(t):

σ(ε) =
〈
δ
(
ε− [1− β]

∞∑
m=0

βmξm

)〉
≡
∫
eıεtσ̃(t) (278)

σ̃(t) =
1

2π

〈
exp−ıt

(
[1− β]

∞∑
m=0

βmξm

)〉
=

1

2π

∞∏
m=0

∫
dξP (ξ)e−ıt[1−β]βmξ (279)

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè ñîîòâåòñòâóþò óñðåäíåíèþ ïî íåçàâèñìûì ñëó÷àéíûì âåëè÷è-

íàì ξm. Îáîçíà÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè P (ξ) ÷åðåç P̃ (t): P̃ (t) =
∫
P (ξ)e−ıtξdξ,
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ïîëó÷àåì äëÿ σ̃(t) ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

σ̃(t) =
1

2π

∞∏
m=0

P̃
(
t[1− β]βm

)
(280)

Åñëè P (ξ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå Êîøè (266), òî

P̃ (t) = e−|t∆| ⇒ σ̃(t) =
1

2π
exp

(
− |t|[1− β]∆

∞∑
m=0

βm
)

=
1

2π
e−|t|∆ (281)

è â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé òàêæå èìååò âèä ôóíêöèè

Êîøè (266)

σ(ε) = P (ε) =
1

π

∆

∆2 + ε2
(282)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (275)

Äèñêðåòíûé êîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ εn (275) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîâ-

ìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ óçåëüíûõ ýíåðãèé ρ(z1, z2, ..., zN), êîòîðóþ ìîæíî

âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèè ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

ïåðâûõM (0 < M < N) óçåëüíûõ ýíåðãèé ρM(z1, z2, ..., zM), òàê ÷òî ρM(z1, z2, ..., zM)dz1...dzM

åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî εi ∈ [zi, zi + dzi], i = 1, ...,M . Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (293)

ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå ρM+1 ÷åðåç ρM :

ρM+1(z1, z2, ..., zM+1) =
〈
δ(z1 − ε1)...δ(zM − εM)δ(zM+1 − εM+1)

〉
= (283)

=
〈
δ(z1 − ε1)...δ(zM − εM)δ(zM+1 − βεM − [1− β]ξM+1)

〉
=

=
∫
dξdy1...dyM ρM(y1, ..., yM)P (ξ) δ(z1 − y1)...δ(zM − yM)δ(zM+1 − βyM − [1− β]ξ) =

=
1

1− β
ρM(z1, ..., zM) P

(
zM+1 − βzM

1− β

)
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ρ1(z) = σ(z), ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ρM(z1, ..., zM)

ρM(z1, z2, ..., zM) =
1

[1− β]M−1

M−1︷ ︸︸ ︷
P
(
zM − βzM−1

1− β

)
P
(
zM−1 − βzM−2

1− β

)
...P

(
z2 − βz1

1− β

)
σ(z1)

(284)
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Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå σ(z) = P (z), ãäå P (z) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (266).

Ïîëàãàÿ M = N , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ñîâìåñòíîé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (275)

ρ(z1, z2, ..., zN) =

N−1︷ ︸︸ ︷
P
(
zN − βzN−1

1− β

)
P
(
zN−1 − βzN−2

1− β

)
...P

(
z2 − βz1

1− β

)
P (z1)

[1− β]N−1
(285)

P (z) =
1

π

∆

∆2 + z2

Êîððåëèðîâàííàÿ ìîäåëü Ëëîéäà

Ðàññ÷èòàåì òåïåðü óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì (265), â êîòîðîì óçåëüíûå ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèåé êîððåëèðîâàííîãî

ñëó÷àéíîãî ïðîöåñññà (275). Ðàññìîòðèì, êàê è â ïåðâîì ðàçäåëå, ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàì-

ìó D, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç óçëû, íîìåðà êîòîðûõ ìû áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü

ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 1 ≤ n1 < n2 < ... < nq ≤ N . Ñðåäíåå çíà÷åíèå

〈fD〉 ôàêòîðà (270) ðàññìàòðèâàåìîé äèàãðàììû áóäåò òåïåðü îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé,

îòëè÷àþùåéñÿ îò (272):

〈fD〉 =
∫
dz1dz2...dzN

(
1

E + ıδ − zn1

)g1
(

1

E + ıδ − zn2

)g2

...
(

1

E + ıδ − znq

)gq
ρ(z1, z2, ...., zN)

(286)

ãäå ôóíêöèÿ ρ(z1, z2, ...., zN) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîððåëèðîâàííîé ìîäåëè Ëëîéäà èìååò

âèä (285). Ïîñêîëüêó δ > 0, ñîìíîæèòåëè â áîëüøèõ êðóãëûõ ñêîáêàõ â ñîîòíîøåíèå

(286), ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíûõ zn1 , ..., znq , íå èìåþò îñîáåííîñòåé â

íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ zn1 , ..., znq . Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

(271) ïðè âû÷èñëåíèè ôèãóðèðóþùèõ â ôîðìóëå (286) èíòåãðàëîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðîâåäåì èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîîòíîøåíèè (286) ïî âñåì zi, ó êîòîðûõ nq < i ≤ N . Ïðè

ýòîì ó âõîäÿùåé â ýòî ñîîòíîøåíèå ôóíêöèè (285) èñ÷åçíóò ïåðâûå N − nq ñîìíîæèòå-

ëåé òèïà P
(
zN−βzN−1

1−β

)
P
(
zN−1−βzN−2

1−β

)
... è çíàìåíàòåëü [1− β]N−1 çàìåíèòñÿ íà [1− β]nq−1.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî znq çàòðàãèâàåò òîëüêî âõîäÿùèé â (285) ëîðåíöèàí P
(
znq−βznq−1

1−β

)
è

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (271). Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ìîæíî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî óêàçàííîå èíòåãðèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà ôàêòîð 1 − β

è çàìåíå znq → βznq−1 − ı∆(1 − β) âî âõîäÿùåì â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (286)
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ñîìíîæèòåëå
(

1
E+ıδ−znq

)gq
. Ïðè ýòîì ïîëþñ ýòîé ôóíêöèè (ïî àðãóìåíòó znq−1) áóäåò ïî-

ïðåæíåìó ðàñïîëàãàòüñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñëåäóþùåå

èíòåãðèðîâàíèå ïî znq−1 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â ôóíêöèè ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿò-

íîñòè (285) îò ýòîé ïåðåìåííîé çàâèñèò ñîìíîæèòåëü P
(
znq−1−βznq−2

1−β

)
. Êàê è â ïðåäûäó-

ùåì ñëó÷àå, èíòåãðèðîâàíèå ïî znq−1 ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà ôàêòîð 1− β è çàìåíå

znq−1 → βznq−2 − ı∆(1− β) â ñîìíîæèòåëå
(

1
E+ıδ−βznq−1+ı∆(1−β)

)gq
, âîçíèêøåì â ðåçóëüòà-

òå ïðåäûäóùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå íîâîå èíòåãðèðîâàíèå ïî

zi ñ âñå ìåíüøèì íîìåðîì i ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà 1 − β (ò.å. ñîêðàùåíèþ òàêîãî

ìíîæèòåëÿ â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (285)) è çàìåíå zi → βzi−1 − ı∆(1− β) àðãóìåíòà â

ïîñëåäíåì ñîìíîæèòåëå. Êîãäà íîìåð i ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ñíèçèòñÿ íàñòîëüêî,

÷òî i = nq−1, òî äàëüíåéøèå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü àíàëîãè÷íî (ò.å. ïðîñòî

ïðîèçâîäÿ çàìåíó àðãóìåíòîâ), òîëüêî òåïåðü óêàçàííûå âûøå çàìåíû ñëåäóåò ïðîèçâî-

äèòü òàêæå è â ñîìíîæèòåëå
(

1
E+ıδ−znq−1

)gq−1

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì ïåðåìåííûì â

(286) ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíûì çàìåíàì ôèãóðèðóþùèõ â (286) ñèìâîëîâ znq , ..., zn2 , zn1

ïî ïðèâåäåííûì âûøå ïðàâèëàì. Óêàçàííûå çàìåíû äëÿ ñèìâîëà znq ïðîèçâîäÿòñÿ ñëå-

äóþùèì ñïîñîáîì: 23

znq = βznq−1 − ı∆(1− β), ãäå (287)

znq−1 = βznq−2 − ı∆(1− β), ãäå

znq−2 = βznq−3 − ı∆(1− β), ãäå...

....

z3 = βz2 − ı∆(1− β), ãäå...

z2 = βz1 − ı∆(1− β).

Ïîñëåäíåå èíòåãðèðîâàíèå ïî z1 ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå z1 → −ı∆, ïîñêîëüêó ýòî èíòåãðè-

ðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ôóíêöèåé P (z1) (ñì. (285)). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè z1 = −ı∆,

öåïî÷êà çàìåí (287) óïðîùàåòñÿ è ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå zni = −ı∆, i = 1, ..., nq. Òàêèì îá-

ðàçîì, óñðåäíåíèå (286) ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòî çàìåíå âñåõ âåëè÷èí zni , i = 1, .., q íà −ı∆,

23Ïîñêîëüêó nq ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áîëüøèì èç íîìåðîâ ni óçëîâ ðàññìàòðèâàåìîé äèàãðàììû, çàìåíû

îñòàëüíûõ ñèìâîëîâ òàêæå âõîäÿò â ïðèâîäèìóþ íèæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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êàê è â ñëó÷àå íåêîððåëèðîââàííîé ìîäåëè Ëëîéäà (272), è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà êîððåëèðîâàííîé ìîäåëè Ëëîéäà ñ óçåëüíûìè ýíåðãèÿìè âè-

äà (275) íåçàâèñèò îò ðàäèóñà êîððåëÿöèè R = −1/ ln β è îêàçûâàåòñÿ òàêîé æå, êàê è

ïðè îòñóòñòâèè êîððåëÿöèé, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (273).

Îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà îò ðàäèóñà êîððåëÿöèè R =

−1/ ln β ïîêàçûâàåò ñâîåîáðàçíóþ ìàñøòàáíóþ èíâàðèàíòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé êîððå-

ëèðîâàííîé ìîäåëè Ëëîéäà, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü (çàâèñèìîñòü îò

íîìåðà óçëà) ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà εn (275) îêàçûâàåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ R ñóùåñòâåííî

ðàçëè÷íîé (ðèñ.20(d,c)).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïðèìåðàìè, êîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà God(Ω)

(274) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àíàëèòè÷åñêè. Ïåðâûì (õîðîøî èçâåñòíûì) ïðèìåðîì òàêîãî

ðîäà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä ëåíòî÷íîé ìàòðèöû H tb
rr′ = δr,r′+1 +

δr,r′−1 è äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ôóíêöèè Ãðèíà îïðåäåëÿþòñÿ êàê God
nn(Ω) = [Ω2 − 4]−1/2.

Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì âûøå ðåçóëüòàòàì, ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρtb∆(E) = −π−1

Im Sp 〈G〉 ñëó÷àéíîé ìàòðèöû (265) ñ óçåëüíûìè ýíåðãèÿìè εr âèäà (275) è ïðè w(r) =

δr,1 + δr,−1, íå çàâèñèò îò ðàäèóñà êîððåëÿöèè R = −1/ ln β è ðàâíà:

ρtb∆(E) = −N
π
Im

1√
(E + ı∆)2 − 4

(288)

Âòîðûì (ìåíåå èçâåñòíûì) ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà óïîðÿäî÷åííîãî

ãàìèëüòîíèàíà èìååò âèä: Hex
rr′ = v0 exp−|r − r′|/R0. 24

24Ôîðìóëà (289) íå ïîëüçóåòñÿ øèðîêîé ïîïóëÿðíîñòüþ è àâòîðó íå óäàëîñü íàéòè ññûëêó íà íåå.

Ïîýòîìó êðàòêî îïèøåì, êàê îíà ïîëó÷àåòñÿ. Äëÿ çàìêíóòîé â êîëüöî öåïî÷êè Γ(u) çàâèñèò òîëüêî îò

ðàçíîñòè ñâîèõ èíäåêñîâ. Ñòàíäàðòíûå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ Γr(u):

Γr(u) =
1

N

π∑
q=−π

exp(−iqr)
u− fq

ãäå fq ≡
∑
r w(r) exp(iqr). Äëÿ ñëó÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè w(r), ôóíêöèÿ fq åñòü ñóììà ãåîìåò-

ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è òî÷íî âû÷èñëÿåòñÿ. Â ôîðìóëå äëÿ Γr(u) ñóììà èäåò ïî ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà ñ

øàãîì ∆q = 2π/N , è ìîæåò áûòü çàìåíåíà èíòåãðàëîì, åñëè ïåðèîä ýêñïîíåíòû 2π/r ìíîãî áîëüøå ýòîãî

øàãà r << N (ò.å. òåðìîäèíàèìè÷åñêè òî÷íî). Ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè,

ìîæíî âû÷èñëÿòü óêàçàííûé èíòåãðàë íå ïî îäíîé, à ïî 2M + 1 çîíàì Áðèëëþýíà, è çàòåì ïîëó÷èòü
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Ðèñ. 20: Êîððåëèðîâàííàÿ ìîäåëü Ëëîéäà ïðè ðàçëè÷íûõ ðàäèóñàõ êîððåëÿöèè R è ðàç-

ëè÷íûõ âèäàõ ôóíêöèè w(r), îïèñûâàþùåé íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà

(265). Ïàíåëè (a) è (b) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà (265) ïðè w(r) = δ1,r + δ−1,r

(a), è ïðè w(r) = v0 exp−|r/R1| (R1 = 1, v0 = exp[1/R1]) (b). Øóìÿùèå çàâèñèìîñòè íà

ïàíåëÿõ (à) è (b) � ïîëó÷åíû ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèåé ãàìèëüòîíèàíà (265), ãëàäêèå

êðèâûå � ðàñ÷åòîì ïî ôîðìóëàì (288) è (290) ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ïî-

êàçàííûå íà ïàíåëÿõ (a) è (b), ïîëó÷åíû ïðè ðàäèóñàõ êîððåëÿöèè R = 0.1 è R = 30

ñîîòâåòñòâåííî. Ïàíåëè (d) è (c) � ðåàëèçàöèè cëó÷àéíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðè ðàäèóñàõ êîð-

ðåëÿöèè R = 0.1 è R = 30 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåí íîìåð óçëà n, ïî îñè

îðäèíàò � εn (275). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ∆ = 1. Ðàçìåð ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ïðè ÷èñëåííûõ

ðàñ÷åòàõ N = 4000.
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Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ôóíêöèè Ãðèíà èìååò âèä:

Γrr′(Ω) = A exp(−|r − r′|η) +
δrr′

Ω
(289)

ãäå

A ≡ V

(Ω− V ) Ω
√

1− T 2
, V ≡ v0th

(
1

R0

)
,

1

T
≡ V − Ω

Ω
ch
(

1

R0

)
, chη ≡

∣∣∣∣ 1T
∣∣∣∣

è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû (265) ïðè w(r) = v0 exp−|r − r′|/R0 è εr (275)

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì: 25

ρex∆ (E) = −N
π
Im Γ00(E + ı∆ + v0) (290)

Äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ ÷èñëåííàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö âèäà (265) ïðè ðàç-

ëè÷íûõ ðàäèóñàõ êîððåëÿöèè R ïîêàçàëà, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé îïèñûâàåòñÿ ôîðìó-

ëàìè (288) è (290) (ñ òî÷íîñòüþ äî øóìîâ) è äåéñòâèòåëüíî íåçàâèñèò îò R, ïðèòîì ÷òî

âèä ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà (275) ìåíÿåòñÿ î÷åíü ñèëüíî (ðèñ.20).

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ÷àñòè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðèâåäåí òî÷íûé ðàñ÷åò óñðåäíåííîé ôóíêöèè

Ãðèíà äëÿ êîððåëèðîâàííîé ìîäåëè Ëëîéäà. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà

ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà, óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñëó÷àéíîãî

ïîòåíöèàëà, èãðàþùåãî ðîëü ðàäèóñà êîððåëÿöèè. Ïîëó÷åíûé ðåçóëüòàò èëëþñòðèðóåòñÿ

÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè.

Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ âûøå ðàññìàòðèâàëàñü îäíîìåðíàÿ ðàçóïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà, ïî-

ëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåò ñèëó ïðè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè, ó êîòîðîé

èñêîìûé èíòåãðàë, ïîäåëèâ ðåçóëüòàò íà 2M + 1:

1

N

π∑
q=−π

→ 1

2π

∫ π

−π
dq =

1

2π(2M + 1)

∫ π(2M+1)

−π(1+2M)

dq

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé w(r), ôóíêöèÿ fq òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë äëÿ M →∞ ìîæåò áûòü âû÷èñ-

ëåí ïî âû÷åòàì ñòàíäàðòíûì çàìûêàíèåì êîíòóðà ïî áîëüøîìó êðóãó. ×èñëî âû÷åòîâ ðàñòåò ïðîïîðöè-

îíàëüíî M .
25Ïîÿâëåíèå â ýòîé ôîðìóëå ñäâèãà v0 ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà (289) ïîëó÷åíà äëÿ ìàòðèöû

Hex, ó êîòîðîé äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ è ðàâíû v0.
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íóìåðàöèÿ óçëîâ è èõ ñëó÷àéíûå ýíåðãèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (275). Ïîëó÷åííûå

â ýòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [67].
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0.5 ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÒÅÏÅÍÈËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈÂ ÑÌÛÑ-

ËÅ ÊÐÈÒÅÐÈß ÀÍÄÅÐÑÎÍÀ ÄËß ÎÄÍÎÌÅÐ-

ÍÎÉÄÈÀÃÎÍÀËÜÍÎ ÐÀÇÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÎÉÑÈ-

ÑÒÅÌÛ.

0.5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñîâðåìåííîé ôèçèêè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ìîæíî ðàçäåëèòü

íà äâà êëàññà � íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå. Ê íåïðåðûâíûì îòíîñÿòñÿ ìîäåëè, â êîòîðûõ

èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (−∆ + U(r))ψ = Eψ ñî ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì U(r), ê

äèñêðåòíûì � ìîäåëè, â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà ðàçóïî-

ðÿäî÷åííîé ñèñòåìû. Íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî, ìîäåëè ýòèõ äâóõ êëàññîâ ìîãóò ïîòðåáîâàòü

ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Êàê èçâåñòíî [19], îäíèì

èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ â íèõ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, âîëíîâûå ôóíêöèè êîòîðûõ

ñóùåñòâåííî îòëè÷íû îò íóëÿ â îáëàñòÿõ, ñðåäíèé ðàçìåð êîòîðûõ, îñòàâàÿñü êîíå÷íûì,

ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò îáúåìà ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû, êîãäà ýòîò îáúåì ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé áåñêîíå÷íîãî îáúåìà êðèòåðèåì ëîêàëèçà-

öèè, ïî-âèäèìîìó, ìîæåò ñëóæèòü ðàçäåëåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà íà äèñêðåòíóþ è

íåïðåðûâíóþ ÷àñòè, ïðè÷åì ëîêàëèçîâàííûìè ñ÷èòàþòñÿ èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì ñî-

ñòîÿíèÿ äèñêðåòíîé ÷àñòè ñïåêòðà. Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, áóäó÷è

ñïåêòðîì ñëó÷àéíîé ìàòðèöû, âñåãäà äèñêðåòåí, ïîýòîìó äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñîñòîÿíèé

â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðèìåíåíèå äðóãèõ êðèòåðèåâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êðè-

òåðèé Àíäåðñîíà[31, 19, 98].

Íàèáîëåå ãëóáîêèé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç âîçìîæåí äëÿ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé ðàçó-

ïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, êîòîðûå ìû è áóäåì èìåòü ââèäó íèæå. Äëÿ îäíîìåðíûõ íåïðå-

ðûâíûõ ìîäåëåé ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñî ñëó÷àéíûì îä-

íîðîäíûì ïîòåíöèàëîì äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà èìååò òîëüêî äèñêðåòíûé ñïåêòð, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëèçîâàííîìó õàðàêòåðó âñåõ ñîñòîÿíèé ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì áåñ-
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ïîðÿäêå [19, 99]. Ïåðåíåñåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íà äèñêðåòíûå ìîäåëè, íà íàø âçãëÿä,

íå î÷åâèäíî ïî ïðè÷èíå ïîëíîé äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà òàêèõ ìîäåëåé äàæå â îòñóòñòâèè

áåñïîðÿäêà, êîãäà âñå ñîñòîÿíèÿ çàâåäîìî äåëîêàëèçîâàíû. Â ýòîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû äëÿ ïðîñòåéøåé äèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå

õàðàêòåðà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé â ñìûñëå êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà, êîòîðûé, îáëàäàÿ ïðî-

ñòûì ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí êàê ê äèñêðåòíûì òàê è ê íåïðåðûâíûì

ìîäåëÿì.

Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Êàê è â çàêëþ÷èòåëüíûõ ðàçäåëàõ ïðåäûäóùåé ãëàâû

ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ äèñêðåòíóþ ìîäåëü äèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû, äëÿ

êîòîðîé ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà (ìàòðèöà òèïà (4)) H èìååò ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

Hr,r′ = δr,r′εr + δr,r′+1 + δr,r′−1, r, r′ = 1, ..., N (291)

Òàêîé ãàìèëüòîíèàí îïèñûâàåò â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé ýêñèòîí Ôðåíêåëÿ

â öåïî÷êå, ñîñòîÿùåé èç N äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ. Ðàñùåïëåíèå εr äâóõóðîâíåâîãî àòî-

ìà ñ íîìåðîì r â ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

P êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé. Ðàâíûå åäèíèöå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû (291)

îïðåäåëÿþò åäèíèöó èçìåðåíèÿ ýíåðãèè. Âñþäó íèæå ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü òåðìîäè-

íàìè÷åñêèé ïðåäåë N →∞.

Äëÿ òàêîé ìîäåëè ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ïðè t = 0 êðàéíèé àòîì

(r = N) áûë âîçáóæäåí è òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü D òîãî, ÷òî ýòîò àòîì îñòàíåòñÿ â

âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèå ïðè t→∞. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé (âåêòîðîì-ñòîëáöîì) Ψ(0) ñ êîìïîíåíòàìè

Ψr(0) = δr,N , è òðåáóåòñÿ íàéòè D = 〈|ΨN(t → ∞)|2〉, ïðè÷åì óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò

óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíûõ ðàñùåïëåíèé εr, r = 1, ..., N . Çàâèñèìîñòü âîëíîâîé

ôóíêöèè ñèñòåìû îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ψ(t) = exp
(
ıHt

)
Ψ(0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà D ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû Ψλ è ñîáñòâåííûå ÷èñëà Eλ, λ = 1, ..., N ìàòðèöû (265) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D = 〈|ΨN(t→∞)|2〉 = lim
t→∞

〈∑
λλ′
|Ψλ

N |2|Ψλ′

N |2 exp ı(Eλ − Eλ′)t
〉

=
〈∑

λ

|Ψλ
N |4

〉
(292)

Ñõîäíûå âåëè÷èíû àíàëèçèðóþòñÿ ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ
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öåïî÷åê, íàïðèìåð, â [32, 100, 101]. Îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû D ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-

ùèå êà÷åñòâåííûå çàêëþ÷åíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà

(291) äåëîêàëèçîâàíû â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ àìïëèòóäà ïðèìåðíî îäèíàêîâà â ëþáîé îá-

ëàñòè öåïî÷êè. Êâàäðàò àìïëèòóäû òàêèõ ôóíêöèé íà êðàéíåì óçëå îöåíèâàåòñÿ êàê

|Ψλ
N |2 ∼ 1/N , ïðè÷åì âñå N ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âíîñÿò â (292) ïðèìåðíî îäèíàêîâûé

âêëàä |Ψλ
N |4 ∼ 1/N2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñîñòîÿíèÿ (291) äåëîêàëèçîâàííû â óêàçàííîì

âûøå ñìûñëå, òî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå D ∼ 1/N → 0. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóà-

öèþ, êîãäà ñðåäè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (291) åñòü ëîêàëèçîâàííûå â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ

àìïëèòóäà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ ëèøü â íåêîòîðîé îáëàñòè öåïî÷êè, ïðè÷åì

ðàçìåð ýòîé îáëàñòè íå çàâèñèò îò N ïðè N → ∞. Âêëàä ôóíêöèé òàêîãî òèïà â (292)

íå áóäåò çàâèñåòü îò N ïîñêîëüêó îí îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü òåìè èç ýòèõ ôóíêöèé, êîòîðûå

èìåþò ñóùåñòâåííî îòëè÷íóþ îò íóëÿ àìïëèòóäó íà êðàéíåì óçëå. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè-

÷èíà D îñòàåòñÿ êîíå÷íîé â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Êðèòåðèé Àíäåðñîíà ââîäèòñÿ

íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ êà÷åñòâåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì: Åñëè âåëè÷èíà

D êîíå÷íà, òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà (291) åñòü ëîêàëèçîâàííûå â

ñìûñëå êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóäèòü î ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (291) â ñïåê-

òðàëüíîì èíòåðâàëå [U,U + dU ], ââåäåì ôóíêöèþ "ó÷àñòèÿ"W (U), 26 êîòîðóþ îïðåäåëèì

ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

W (U)dU =
〈 ∑
Eλ∈[U,U+dU ]

|Ψλ
N |4

〉
, (293)

Î÷åâèäíî D =
∫
W (U)dU . Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâàþò,

÷òî, åñëè âñå ñîñòîÿíèÿ â èíòåðâàëå [U,U+dU ] äåëîêàëèçîâàíû, òîW (U) = 0. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå W (U) îòëè÷íà îò íóëÿ. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ (293) äàåò êîëè÷åñòâåííóþ èíôîð-

ìàöèþ î ñðåäíåé âåëè÷èíå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñëó÷àéíîé ìàòðèöû (291) íà êðàéíåì

óçëå â ñïåêòðàëüíîì èíòåðâàëå [U,U + dU ]. Ôàíòàñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ

ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿþò çà îáîçðèìîå âðåìÿ ïðîâîäèòü äèàãîíàëèçàöèþ

ìàòðèö (291) è â òàêîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå "íàáëþäàòü"âåëè÷èíû (292) è (293) ïðè

N ∼ 1000 è áîëåå. Îñíîâíîé çàäà÷åé, èññëåäóåìîé â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèè (à òàêæå â

4 ñëåäóþùèõ ãëàâàõ), ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò ýòèõ âåëè÷èí.

26W (U) èìååò ìíîãî îáùåãî ñ òàê íàçûâàåìûì inverse partiñipation ratio (IPR)[44].
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Â ýòîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíî çàìêíóòîå óðàâíåíèå íà ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ñòàòèñòè-

êó) îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé êðàåâîé ôóíêöèé Ãðèíà ãàìèëüòîíèàíà (291). Òàêæå

ïîëó÷åíî àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå (çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîå) íà ñòàòèñòèêó âåùåñòâåí-

íûõ ôóíêöèé Ãðèíà.

2. Ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ñòàòèñòèêó âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé Ãðèíà

ñ êðèòåðèåì Àíäåðñîíà è ôóíêöèåé ó÷àñòèÿ.

3. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé

Ãðèíà ãàìèëüòîíèàíà (291).

4. Äëÿ áèíàðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåéñÿ ãàìèëüòîíè-

àíîì (291), â êîòîðîì àòîìíûå ðàñùåïëåíèÿ εr ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − c ðàâíû íóëþ è ñ

âåðîÿòíîñòüþ c ðàâíû ε, (0 < c < 1) ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû D è

ôóíêöèè W (U):

D =
c

4π

∫ 2

−2
dU(4− U2)3/2 ln

(
ε2

4− U2
+ 1

)
+ c Θ(|ε| − 1)

(
ε2 − 1

ε2

)2

+O(c2) (294)

W (U) =
c

4π
Θ(2− |U |)(4− U2)3/2 ln

(
ε2

4− U2
+ 1

)
+ (295)

+cΘ(|ε| − 1)
(
ε2 − 1

ε2

)2

δ
(
U − ε2 + 1

ε

)
+O(c2)

Íåàíàëèòè÷íîñòü (294) êàê ôóíêöèè ε ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì ïðè |ε| > 1 êðàåâîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ñ ýíåðãèåé U0 = (ε2 + 1)/ε.

5. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

(291), â êîòîðîì ñëó÷àéíûå àòîìíûå ðàñùåïëåíèÿ εr èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

P∆(x) = p(x/∆)/∆ (ãäå p(x) > 0,
∫
p(x)dx = 1,

∫
p(x)xdx = 0,

∫
p(x)x2dx = M2) ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû D è ôóíêöèè W (U):

D =
∆2M2

2
+O(∆3), W (U) = Θ(2− |U |)∆2M2

4π

√
4− U2 +O(∆3) (296)

Ñðàâíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî

ïðè D < 0.1, çíà÷àùèå ÷àñòè ôîðìóë (294) � (296) äàþò ïîãðåøíîñòü ìåíüøóþ 10%.

Ïðè ýòîì ñòåïåíü ðàçóïîðÿäî÷åííîñòè ñèñòåìû ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëüøîé, íàïðè-

ìåð, çíà÷àùèå ÷àñòè ôîðìóë (296) îêàçûâàþòñÿ ïðèìåíèìûìè êîãäà εr ðàâíîâåðîÿòíî

ðàñïðåäåëåíî â èíòåðâàëå [−0.25, 0.25].
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0.5.2 Ñòàòèñòèêà ôóíêöèé Ãðèíà

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà êðàåâîì óçëå

〈|ΨN(t)|2〉 (ñ êîòîðûì èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà (292) ñâÿçàíà êàê D = 〈|ΨN(∞)|2〉)

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈|ΨN(t)|2〉 = lim
V1,2→+0

1

4π2

∫
dU1dU2 exp[ı(U1 − U2)t]〈γ(U1 − ıV1)γ(U2 + ıV2)〉 (297)

Ãäå γ(Ω) � êðàåâàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà (ÊÔÃ) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (265):

γ(Ω) ≡
∑
λ

|Ψλ
N |2

Ω− Eλ
(298)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùåãî â (297) ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé Ãðè-

íà íåîáõîäèìî çíàòü èõ ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ

ýòîé ôóíêöèè îáîáùèâ ìåòîä Äàéñîíà [24, 19]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(Ωi), i = 1, 2 � êðàåâûå

ôóíêöèè Ãðèíà (298) öåïî÷êè ïðè êîìïëåêñíûõ ýíåðãèÿõ Ω1 ≡ U1 − ıV1 è Ω2 ≡ U2 + ıV2

è äîáàâèì ê öåïî÷êå åùå îäèí àòîì ñ ðàñùåïëåíèåì ε. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â îáçîðíîé

ãëàâå äèññåðòàöèè (ñì. ôîðìóëó (60)), ÊÔÃ öåïî÷êè ñ äîáàâëåííûì àòîìîì γ̃(Ω) ñâÿçàíà

ñ ÊÔÃ èñõîäíîé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèåì:

γ̃(Ω) =
1

Ω− ε− γ(Ω)
(299)

Äëÿ îïèñàíèÿ êðàåâûõ ôóíêöèé Ãðèíà èñõîäíîé öåïî÷êè γ(Ωi), i = 1, 2 ââåäåì ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ η òàêóþ, ÷òî âåëè÷èíà η(x1, y1, x2, y2)dx1dy1dx2dy2, åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî

÷òî Re γ(Ωi) ∈ [xi, xi + dxi] è Im γ(Ωi) ∈ [yi, yi + dyi], i = 1, 2. Îáîçíà÷èì η̃ àíàëîãè÷íóþ

ôóíêöèþ äëÿ öåïî÷êè ñ äîáàâëåííûì àòîìîì. Ñîîòíîøåíèå (299) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü η̃

÷åðåç η è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìíûõ ðàñùåïëåíèé P (ε):

η̃(x̃1, ỹ1, x̃2, ỹ2) =
∫
δ
(
x̃1 − Re

1

Ω1 − ε− x1 − ıy1

)
δ
(
ỹ1 − Im

1

Ω1 − ε− x1 − ıy1

)
× (300)

δ
(
x̃2 − Re

1

Ω2 − ε− x2 − ıy2

)
δ
(
ỹ2 − Im

1

Ω2 − ε− x2 − ıy2

)
η(x1y1x2y2)P (ε)dx1dy1dx2dy2dε

Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N → ∞ äîëæíî áûòü η = η̃. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû ñ δ-

ôóíêöèÿìè â (300), ïîëó÷àåì äëÿ ñòàöèîíàðíîé ôóíêöèè η ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

(x2
1 + y2

1)2(x2
2 + y2

2)2η(x1, y1, x2, y2) = (301)

118



=
∫
η
(
U1 − ε−

x1

x2
1 + y2

1

, −V1 +
y1

x2
1 + y2

1

, U2 − ε−
x2

x2
2 + y2

2

, V2 +
y2

x2
2 + y2

2

)
P (ε)dε

Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè η âõîäÿùåå â (297) ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèå îïåðåæàþùåé è çàïàçäû-

âàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ:

〈γ(Ω1)γ(Ω2)〉 =
∫
η(x1y1x2y2)[x1x2 − y1y2 + ı(y1x2 + y2x1)]dx1dx2dy1dy2 ≡ (302)

= 〈x1x2〉 − 〈y1y2〉+ ı〈y1x2〉+ ı〈y2x1〉

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (298), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòè ñëàãàåìûå ìîæíî çàïèñàòü

â ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèàíà (291) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈x1x2〉 =
〈∑
λλ′

|Ψλ
N |2|Ψλ′

N |2(U1 − Eλ)(U2 − Eλ′)
[(U1 − Eλ)2 + V 2

1 ][(U2 − Eλ′)2 + V 2
2 ]

〉
(303)

−〈y1y2〉 =
〈∑
λλ′

|Ψλ
N |2|Ψλ′

N |2V1V2

[(U1 − Eλ)2 + V 2
1 ][(U2 − Eλ′)2 + V 2

2 ]

〉

ı〈y1x2〉 = ı
〈∑
λλ′

|Ψλ
N |2|Ψλ′

N |2V1(U2 − Eλ′)
[(U1 − Eλ)2 + V 2

1 ][(U2 − Eλ′)2 + V 2
2 ]

〉

ı〈x1y2〉 = −ı
〈∑
λλ′

|Ψλ
N |2|Ψλ′

N |2V2(U1 − Eλ)
[(U1 − Eλ)2 + V 2

1 ][(U2 − Eλ′)2 + V 2
2 ]

〉
Êàæäîìó èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóåò âêëàä â 〈|ΨN(t)|2〉 (297):

〈|ΨN(t)|2〉 = ∆〈x1x2〉 + ∆〈y1y2〉 + ∆〈y1x2〉 + ∆〈x1y2〉. (304)

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì âû÷èñëåíèå âêëàäà ∆〈y2x1〉:

∆〈y2x1〉 =
ı

4π2
lim

V1,2→+0

∫
dU1dU2 exp ı(U1 − U2)t 〈y2x1〉 = (305)

= − ı

4π2
lim

V1,2→+0

∫
dU1dU2 exp ı(U1 − U2)t

〈∑
λλ′

|Ψλ
N |2|Ψλ′

N |2V2(U1 − Eλ)
[(U1 − Eλ)2 + V 2

1 ][(U2 − Eλ′)2 + V 2
2 ]

〉
=

=
1

4

〈∑
λλ′
|Ψλ

N |2|Ψλ′

N |2 exp ı(Eλ − Eλ′)t
〉

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå ÷åòûðå âêëàäà (304) â 〈|ΨN(t)|2〉 ðàâíû

ìåæäó ñîáîé ∆〈x1x2〉 = ∆〈y1y2〉 = ∆〈y1x2〉 = ∆〈x1y2〉 è, ñëåäîâàòåëüíî:

〈|ΨN(t)|2〉 = 4∆〈y2x1〉 (306)

Ñäåëàåì ñëåäóþùåå âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî çàìå÷àíèå. Äîïóñòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå

ïî U1,2 â ôîðìóëå (305) ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïî íåáîëüøîé îáëàñòè U1,2 ∈ [U,U + dU ] è ìû
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èíòåðåñóåìñÿ ïîâåäåíèåì âêëàäà ∆〈y2x1〉 ïðè t → ∞. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà â ïîñëåäíåé

ñòðîêå (305) áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèÿìè Eλ ∈ [U,U + dU ]. Îòñþäà

âèäíî, ÷òî òàêîå îãðàíè÷åíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ

"ó÷àñòèÿ"(293).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (301) äëÿ ôóíêöèè ñîâìåñòíîé

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè η. Òîò ôàêò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ âêëàäîâ (303) ïîäðàçóìåâàåòñÿ

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä V1,2 → +0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ê èññëåäîâàíèþ

ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ, ÷åì (301). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè V1 = V2 =

0, òî ðåøåíèå (301) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

η(x1, y1, x2, y2)
∣∣∣∣
V1,2=0

= δ(y1)δ(y2)ρ(x1, x2), (307)

ãäå ôóíêöèÿ ρ(x1, x2) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

x2
1x

2
2ρ(x1, x2) =

∫
P (ε)ρ(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2)dε (308)

Òåïåðü âûïîëíèì ðàñ÷åò âåëè÷èíû 〈y2x1〉, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ïðåäåëüíî ìàëûõ V1,2 ðåøå-

íèå (301) ñòðåìèòñÿ ê (307). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ η óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (301), äëÿ

èñêîìîãî ñðåäíåãî 〈y2x1〉 ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

〈y2x1〉 =
∫
η(x1y1x2y2)y2x1dx1dx2dy1dy2 = (309)

∫ dx1dx2dy1dy2dεy2x1

(x2
1 + y2

1)2(x2
2 + y2

2)2
η
(
U1−ε−

x1

x2
1 + y2

1

,−V1+
y1

x2
1 + y2

1

, U2−ε−
x2

x2
2 + y2

2

, V2+
y2

x2
2 + y2

2

)
P (ε) =

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

− xk
y2
k + x2

k

→ xk,
yk

y2
k + x2

k

→ yk k = 1, 2 (310)

è ðàññ÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÿêîáèàíû, ìîæíî ïðîäîëæèòü ðàâåíñòâî (309):

= −
∫
dx1dx2dy1dy2dε η(U1 − ε+ x1, y1 − V1, U2 − ε+ x2, V2 + y2)

x1

y2
1 + x2

1

y2

y2
2 + x2

2

Ïîñêîëüêó ïðè V1,2 → +0 ôóíêöèÿ η áëèçêà ê (307), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îáëàñòè,

ãäå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷íî îò íóëÿ, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

îöåíêè y1 ≈ V1, y2 ≈ −V2, ïðè÷åì òî÷íîñòü îöåíîê óâåëè÷èâàåòñÿ â ïðåäåëå V1,2 → +0.

Â ýòîì ïðåäåëå y2/y
2
2 + x2

2 → −πδ(x2), à y1 → +0. Èìåÿ ýòî â âèäó, ìîæíî âûïîëíèòü
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èíòåãðèðîâàíèå ïî x2, ïîñëå ÷åãî ïîäñòàâèòü âìåñòî ôóíêöèè η åå ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå

(307) è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èòü:

〈y2x1〉 = π
∫
dε
dx

x
ρ(U1 − ε+ x, U2 − ε)P (ε), (311)

ïðè÷åì èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ìîæ-

íî ïðîäåëàòü äëÿ 〈y1x2〉, 〈y1y2〉 è 〈x1x2〉.

Íàêîíåö îòìåòèì åùå ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî. Èç âûðàæåíèÿ (305) âèäíî,

÷òî åñëè 〈y2x1〉 íå èìååò ñèíãóëÿðíîñòè ïðè U2 − U1 ≡ ω = 0, òî limt→∞∆〈y2x1〉 = 0. Ïî-

ýòîìó íåíóëåâîå çíà÷åíèå D ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ñèíãóëÿðíîñòè âåëè÷èíû 〈y2x1〉 ïðè

ω = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû D äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå (308)

ïðè ìàëûõ ðàçíîñòÿõ ω ýíåðãèé, âûäåëèòü â ýòîì ðåøåíèè ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü è ñ åå ïî-

ìîùüþ îïðåäåëèòü ïðåäåëüíîå ïðè t→∞ ïîâåäåíèå èíòåãðàëà â (305). Ýòîìó ïîñâÿùåíû

ñëåäóþùèå ðàçäåëû.

0.5.3 Áèíàðíûé áåñïîðÿäîê

Â ñëó÷àå áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà, î êîòîðîì øëà ðå÷ü â ïåðâîì ðàçäåëå, ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ àòîìíûõ ðàñùåïëåíèé èìååò âèä:

P (y) = (1− c)δ(y) + cδ(y − ε), 0 < c < 1 (312)

à óðàâíåíèå (308) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x2
1x

2
2ρ(x1x2) = (1− c)ρ(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2) + cρ(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2) (313)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ρ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì c:

ρ =
∞∑
n=0

cnρn (314)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â (313) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ c

ïîëó÷àåì:

c0 : ρ0(x1x2)x2
1x

2
2 = ρ0(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2) (315)

c1 : ρ1(x1x2)x2
1x

2
2 = ρ1(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2)+ (316)

+ρ0(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2)− ρ0(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2), è ò.ä.
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Äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû D ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ∼ c2 äîñòàòî÷íî ðàññ÷èòàòü ñ ýòîé òî÷-

íîñòüþ ñðåäíåå (311). Ïîäñòàâëÿÿ òóäà ôóíêöèè (312 è (314), ïîëó÷èì:

〈y2x1〉 = π
∫ dx

x

{
(1−c)ρ0(U1 +x, U2)+cρ0(U1−ε+x, U2−ε)+cρ1(U1 +x, U2)

}
+O(c2) (317)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1−c äàåò çíà÷åíèå ñðåä-

íåãî 〈y2x1〉 äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè êîãäà D = 0 è èíòåðåñà äëÿ íàñ

íå ïðåäñòàâëÿåò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè 〈y2x1〉 (îáî-

çíà÷èì åå ñèìâîëîì sing) è ïðåäåëüíîãî ïðè t→∞ çíà÷åíèÿ ∆〈y2x1〉 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ:

sing〈y2x1〉 = cπ
∫ dx

x

{
ρ0(U1 − ε+ x, U2 − ε) + ρ1(U1 + x, U2)

}
+O(c2) (318)

lim
t→∞

∆〈y2x1〉 =
ı

4π2
lim
t→∞

∫
dU1dU2 exp ı(U1 − U2)t sing〈y2x1〉

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âõîäÿùèõ â (318) ôóíêöèé ρ0 è ρ1 íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (315) è

(316). Ìû íà÷íåì àíàëèç ýòèõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííî âàæíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà |U1,2| < 2, ò.å.

êîãäà ýíåðãèè îáåèõ ôóíêöèé Ãðèíà ïîïàäàþò â ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà (291) ïðè εr = 0.

Âêëàä îáëàñòè |U1,2| < 2

Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (315) äëÿ ρ0 ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â ÿâíîì âèäå:

ρ0(x1x2) = LU1(x1)LU2(x2), (319)

ãäå LU(x) � ëîðåíòöèàí:

LU(x) =

√
4− U2

2π

1

x2 − Ux+ 1
(320)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê óðàâíåíèþ (316), ðåøåíèå êîòîðîãî ïðè |U1,2| < 2 áóäåì ñòðîèòü â

âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïðåäëîæåííîé àâòîðîì â [33] ñèñòåìå ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Ïðèâå-

äåì ïîëó÷åííûå â [33] ðåçóëüòàòû. Ââåäåì çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà U, |U | < 2 ëèíåéíûé

îïåðàòîð HU , êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò â ôóíêöèè, íà êîòîðóþ îí äåéñòâóåò, çàìåíó ïåðå-

ìåííîé x→ U − 1/x è äåëèò ýòó ôóíêöèþ íà x2:

HUf(x) ≡ 1

x2
f(U − 1/x) (321)
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Êàê ïîêàçàíî â [33], ñîáñòâåííûå ôóíêöèè σ(n)
U (x) è ñîáñòâåííûå ÷èñëà λn ýòîãî îïå-

ðàòîðà íóìåðóþòñÿ öåëûì ÷èñëîì n è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

σ
(n)
U (x) = LU(x)

[
R∗ − x
R− x

]n
≡ LU(x)Gn(x), λn =

(
U + ı

√
4− U2

U − ı
√

4− U2

)n
, |λn| = 1 (322)

ãäå

R =
U + ı

√
4− U2

2
, R∗ =

U − ı
√

4− U2

2
, RR∗ = 1

Îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåìîå îïåðàòîðîì HU ôèãóðèðóåò â óðàâíåíèÿõ (315),(316),

ïîýòîìó ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî ôóíêöèÿì (322). Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûå â [33] ïðàâèëà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ïî ôóíê-

öèÿì (322):

f(x) =
+∞∑

n=−∞
Anσ

(n)
U (x) (323)

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû An îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

An =
∫ f(x)

Gn(x)
dx (324)

Ïðåäñòàâèì ρ1(x1x2) â âèäå ðÿäà ïî ôóíêöèÿì (322):

ρ1(x1x2) =
∑

|n|+|m|6=0

Cnmσ
(n)
U1

(x1)σ
(m)
U2

(x2) (325)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (325) â óðàâíåíèå (316) è ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ôóíêöèé (322), ïîëó÷èì:

∑
|n|+|m|6=0

Cnmσ
(n)
U1

(x1)σ
(m)
U2

(x2)[1− λn(U1)λm(U2)] = (326)

=
ρ0(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2)

x2
1x

2
2

− LU1(x1)LU2(x2)

Ðàñêëàäûâàÿ ñ ïîìîùüþ (323) è (324) ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî ôóíêöèÿì (322),

ïîëó÷èì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ρ1 ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

Cnm =
Jn(U1, ε)Jm(U2, ε)

1− λn(U1)λm(U2)
(327)

ãäå ôóíêöèè Jn(U, ε) îïðåäåëÿþòñÿ êàê:

Jn(U, ε) ≡
∫ LU(U − ε− 1/x)

Gn(x)

dx

x2
= λn(U)

∫ LU(x− ε)
Gn(x)

dx, (328)
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ìû çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü G(1/(U − θ)) = G(θ)/λ1[33]. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

Jn(U, 0) = 0 ïðè n 6= 0, Jn(U, ε) = J∗−n(U, ε)⇒ |Jn(U, ε)|2 = |J∗−n(U, ε)|2 (329)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (316) äëÿ ρ1 èìååò âèä:

ρ1(x1x2) =
∑

|n|+|m|6=0

Jn(U1, ε)Jm(U2, ε)

1− λn(U1)λm(U2)
σ

(n)
U1

(x1)σ
(m)
U2

(x2) (330)

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû D íàì íåîáõîäèìà òîëüêî ñèíãó-

ëÿðíàÿ ïðè ω = U2 − U1 ≈ 0 ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îñîáåííîñòü

ïðè ω = 0 èìåþò òîëüêî òå ÷ëåíû ñóììû (330), ó êîòîðûõ m = −n. Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ

çàìåíó ñèìâîëîâ: U1 → U,U2 → U+ω è çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ çíàìåíàòåëÿ ýòèõ ÷ëåíîâ

ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ∼ ω2:

1− λn(U)λ−n(U + ω) = − 2ınω√
4− U2

+O(ω2) (331)

Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå, ïîëó÷àåì äëÿ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè (330) âûðàæåíèå:

sing ρ1(x1x2) =
ı
√

4− U2

2ω

∑
n6=0

|Jn(U, ε)|2

n
σ

(n)
U (x1)σ−nU (x2) (332)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ôîðìóëå (318). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîä èíòåãðà-

ëîì ïðè |U1,2| < 2 íå äàåò âêëàäà â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè ρ0 (319) ïðè ω = 0.

Ïîýòîìó íàì íóæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî âêëàä âòîðîãî ñëàãàåìîãî, çàâèñÿùåãî îò ôóíê-

öèè ρ1:

sing〈y2x1〉 = sing πc
∫ dx

x
ρ1(U + x, U + ω) = (333)

= ıπc

√
4− U2

2ω

∑
n6=0

|Jn(U, ε)|2

n
σ−nU (U)

∫ dx

x
σ

(n)
U (U + x) =

= ıc
4− U2

4ω

∑
n6=0

|Jn(U, ε)|2

n

∫
dxxσ

(n)
U (x)

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ìû ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííîé

x→ −1/x è âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ôóíêöèè σ(n)
U (x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðà-

òîðà HU (321). Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü ïðåäåëüíîå ïðè t→∞ ïîâåäåíèå âêëàäà (305):

lim
t→∞

∆〈y2x1〉

∣∣∣∣
|U1,2|<2

= (334)

= − c

16π2
lim
t→∞

∫ exp ıωt

ω
dω

∫ 2

−2
dU(4− U2)

∑
n 6=0

|Jn(U, ε)|2

n

∫
dxxσ

(n)
U (x)
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Ïåäåëüíîå ïðè t→∞ ïîâåäåíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ω:

lim
t→∞

∫ exp ıωt

ω
dω =

∫ ∞
−∞

exp ıx

x
dx = ıπ (335)

Âû÷èñëåíèå ïåðâîãî ìîìåíòà ôóíêöèé σ(n)(x) è èíòåãðàëîâ (328) ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-

ùèì âûðàæåíèÿì:

∫
dxxσ

(n)
U (x) =

ı

2

n

|n|
√

4− U2, |Jn(U, ε)|2 =
(

ε2

ε2 + 4− U2

)n
(336)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (334) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà òàê:

lim
t→∞

∆〈y2x1〉

∣∣∣∣
|U1,2|<2

=
c

16π

∫ 2

−2
dU(4− U2)3/2

∞∑
n=1

1

n

(
ε2

ε2 + 4− U2

)n
+O(c2) (337)

È, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî
∑∞
n=1 q

n/n = −ln(1− q), ïîëó÷àåì:

lim
t→∞

∆〈y2x1〉

∣∣∣∣
|U1,2|<2

=
c

16π

∫ 2

−2
dU(4− U2)3/2 ln

(
ε2

4− U2
+ 1

)
+O(c2) (338)

Âêëàä îáëàñòè |U1,2| > 2

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëàì (318) è ðàññìîòðèì âêëàä â ôèãóðèðóþùèé òàì èíòåãðàë îáëàñòè

|U1,2| > 2. Â Ïðèëîæåíèè 1 ïðèâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ýòîé îáëàñòè ýíåðãèé. Ìû çäåñü

èññëåäóåì âêëàä ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ôîðìóëû (318) çàâèñÿùåãî îò

ρ0, êîòîðûé (êàê ýòî ïîêàçàíî â Ïðèëîæåíèè 1) ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì ïðè |U1,2| > 2.

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå äëÿ ÊÔÃ óïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè èçâåñòíî, 27 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(315) äëÿ íåâîçìóùåííîé ôóíêöèè ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ρ0 ïðè |U1,2| > 2

íåñëîæíî óãàäàòü:

ρ0(x1x2) = δ
[
x1 −

U1 − sign(U1)
√
U2

1 − 4

2

]
δ
[
x2 −

U2 − sign(U2)
√
U2

2 − 4

2

]
(339)

Ðàññ÷èòàåì òåïåðü âêëàä ñâÿçàííîãî ñ ρ0 ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ (318)

(îáîçíà÷èì åãî I1):

I1 =
ıc

4π

∫ dxdU1dU2

x
exp[ı(U1 − U2)t] ρ0(U1 − ε+ x, U2 − ε)

27Îíî ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (299) ïðè γ̃ = γ, ε = 0
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I1 =
ıc

4π

∫ dxdU1dU2

x
exp[ı(U1 − U2)t] δ

[
x− ε+

U1 + sign(U1)
√
U2

1 − 4

2

]
× (340)

×δ
[U2 + sign(U2)

√
U2

2 − 4

2
− ε

]
Çäåñü èíòåãðàëû ïî U1,2 áåðóòñÿ ïî îáëàñòè |U1,2| > 2. Èíòåãðèðóÿ (340) ïî x, ïîëó÷àåì:

I1 =
ıc

4π

∫ dU1dU2 exp ı(U1 − U2)t

ε− [U1 + sign(U1)
√
U2

1 − 4]/2
δ
[U2 + sign(U2)

√
U2

2 − 4

2
− ε

]
(341)

ßñíî, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò çíàêà ε è íèæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ε > 0. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîé ñîìíîæèòåëü ïîä èíòåãðàëîì â (341) ïðè U2 < −2 ðàâåí íóëþ,

à ïðè 0 < ε < 1 ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññ÷èòûâàåìûé âêëàä îòëè-

÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè |ε| > 1. Ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (341) èìåþò δ-îñîáåííîñòü

ïðè èíòåãðèðîâàíèå ïî U2 è îñîáåííîñòü òèïà ïîëþñà ïðè èíòåãðèðîâàíèå ïî U1. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ (ïðè t→∞) ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ôèãóðèðóþùàÿ â íèõ

ôóíêöèÿ Φ(U), îïðåäåëåííàÿ êàê:

Φ(U) ≡ U +
√
U2 − 4

2
− ε (342)

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè

U = U0 ≡
ε2 + 1

ε
(343)

è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä ïðè U ≈ U0:

Φ(U) ≈ (U − U0)
ε2

ε2 − 1
(344)

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, âû÷èñëÿåì âõîäÿùèé â (341) èíòåãðàë ïî U2:

∫
dU2 exp[−ıU2t]δ

[U2 +
√
U2

2 − 4

2
− ε

]
=
ε2 − 1

ε2
exp[−ıU0t] (345)

Çàéìåìñÿ òåïåðü èíòåãðàëîì ïî U1 â (341). Ïîñêîëüêó åãî íàäî âû÷èñëèòü ïðè t→∞,

íåíóëåâûì áóäåò òîëüêî âêëàä ïîëþñà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îïÿòü èñïîëüçóÿ

ðàçëîæåíèå (344), ïîëó÷àåì äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∫
U1>2

dU1 exp[ıU1t]

ε− [U1 +
√
U2

1 − 4]/2
≈ −ε

2 − 1

ε2

∫ +∞

−∞

dU1 exp[ıU1t]

U1 − U0

= −ıπ exp[ıU0t]
ε2 − 1

ε2
(346)
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Çäåñü ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì â ïðåäåëå t→∞, êîòîðûé íàñ êàê ðàç

è èíòåðåñóåò. Òàêèì îáðàçîì

I1 = Θ(|ε| − 1)
c

4

(
ε2 − 1

ε2

)2

(347)

Äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå (íà êîòîðîì ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ) ïîêàçûâàåò, ÷òî

ýòîò âêëàä ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì ïðè |ε| > 1 êðàåâîãî ñîñòîÿíèÿ, èìåþùåãî ýíåðãèþ U0,

îïðåäåëÿìóþ ôîðìóëîé (343). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëû äëÿ âåëè÷èíû D

âêëàäû (347) è (338) ñëåäóåò ñëîæèòü è, â ñîîòâåòñòâèè ñ (306), ó÷åòâåðèòü ðåçóëüòàò.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåëè÷èíû D â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà ïîëó-

÷àåòñÿ ôîðìóëà (294). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãèêîé åå âûâîäà è çàìå÷àíèåì, ïðèâåäåííîì

ïîñëå ôîðìóëû (305), âèä ôóíêöèè "ó÷àñòèÿ"W (U) ââåäåííîé â ïåðâîì ðàçäåëå îïðåäå-

ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (295).

0.5.4 Ïðîèçâîëüíûé ìàëûé äèàãîíàëüíûé áåñïîðÿäîê

Ïðîäåëàííûé âûøå àíàëèç áèíàðíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëå-

äîâàòåëüíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíê-

öèé Ãðèíà, â êîòîðîé ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà èãðàåò ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ c àòîìîâ ñ

ðàñùåïëåíèåì ε. Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ öåïî÷êè ñ

áåñïîðÿäêîì äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, ïðè÷åì ïàðàìåòð ìàëîñòè ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ïóñòü ôóíêöèÿ p(ε) òàêàÿ, ÷òî p(ε) > 0,
∫
p(ε)dε = 1. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè

ïîñòðîèì ñëåäóþùå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìíûõ ðàñùåïëåíèé P∆(ε):

P∆(ε) =
1

∆
p
(
ε

∆

)
(348)

Åñëè îïðåäåëèòü ìîìåíòû ôóíêöèè p(ε) êàê:

Mn ≡
∫
p(ε)εndε (349)

òî ìîìåíòû ôóíêöèé (348) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
P∆(ε)εndε = ∆nMn (350)

ßñíî, ÷òî ∆ åñòü ìåðà ðàçóïîðÿäî÷åííîñòè ñèñòåìû � ïðè ∆ → 0 ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ

óïîðÿäî÷åííîé. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî
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ïîñòðîèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (308) ïðè P (ε) = P∆(ε), ãäå áû ìàëûì

ïàðàìåòðîì áûëà âåëè÷èíà ∆. Áóäåì ñòðîèòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ (308) ïî ñòåïåíÿì ∆

è ïðîäåëàåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ îñîáåííî âàæíîãî ñëó÷àÿ |U1,2| < 2. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì

ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ρ(x1x2) â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x10, x20:

ρ(x1x2) =
∞∑

n,m=0

ρnm(x1 − x10)n(x2 − x20)m, ρnm ≡
1

n!m!

∂n+m

∂θn1∂θ
m
2

ρ(θ1θ2)
∣∣∣∣
θi=xi0

(351)

Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (308) è ïîëàãàÿ xi0 = Ui − 1/xi, i = 1, 2, ìîæíî

ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ôèãóðèðóþùåé òàì ôóíêöèè ρ(U1−ε−1/x1, U2−ε−1/x2) ïî ñòåïíÿì

ε è âûðàçèòü ïðàâóþ ÷àñòü (308) ÷åðåç ìîìåíòû (349) è ñòåïåíè ∆:∫
dεP∆(ε)ρ(U1−ε−1/x1, U2−ε−1/x2) =

∞∑
n,m=0

(−∆)n+mMn+m

n!m!

∂n+mρ(θ1θ2)

∂θn1∂θ
m
2

∣∣∣∣θ2=U2−1/x2

θ1=U1−1/x1

(352)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ëåâàÿ ÷àñòü (308) (ò.å. ñàìà ôóíêöèÿ ρ(x1x2)) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

ïî ñòåïåíÿì ∆, êîòîðîå ìû çàïèøåì ââèäå:

ρ(x1x2) ≡
∞∑
k=0

∆kQk(x1x2), (353)

Óðàâíåíèå (308) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ôóíêöèè Qn ÷åðåç Qm,m < n. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

ðàçëîæåíèÿ (352) è (353) â (308). Ïîëó÷èì

x2
1x

2
2

∞∑
k=0

∆kQk(x1x2) =
∞∑

n,m,k=0

(−1)n+m∆n+m+kMn+m

n!m!

∂n+m

∂θn1∂θ
m
2

Qk(θ1θ2)
∣∣∣∣
θi=Ui−1/xi

(354)

Ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ∆0 äàåò:

x2
1x

2
2Q0(x1x2) = Q0(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2) (355)

Îòñþäà àíàëîãè÷íî (319) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ Q0(x1x2)

Q0(x1x2) = ρ0(x1x2) = LU1(x1)LU2(x2) (356)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîãî ìîìåíòà M1 = 0 ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî Q1(x1x2) = 0. Ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè ∆2 äàåò:

x2
1x

2
2Q2(x1x2) = Q2(U1−1/x1, U2−1/x2)+M2

[
∂2

∂θ1∂θ2

+
1

2

∂2

∂θ2
1

+
1

2

∂2

∂θ2
2

]
Q0(θ1θ2)

∣∣∣∣
θi=Ui−1/xi

(357)

Âû÷èñëèì òåïåðü ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ∼ ∆3 âåëè÷èíó 〈y2x1〉, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

(311) ïðè P (ε) = P∆(ε). Äëÿ ôèãóðèðóþùåãî òàì èíòåãðàëà èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèÿ (352)

è (353):∫
dεP∆(ε)ρ(U1−ε+x, U2−ε) =

∫
dεP∆(ε)

∞∑
n,m,k,=0

(−ε)n+m∆k

n!m!

∂n+mQk(θ1θ2)

∂θn1∂θ
m
2

∣∣∣∣θ2=U2

θ1=U1+x
= (358)
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=
∞∑

n,m,k=0

(−1)n+m∆n+m+kMn+m

n!m!

∂n+mQk(θ1θ2)

∂θn1∂θ
m
2

∣∣∣∣θ2=U2

θ1=U1+x
= Q0(U1 + x, U2)+

∆2
[
Q2(U1 + x, U2) +M2

(
∂2

∂θ1∂θ2

+
1

2

∂2

∂θ2
1

+
1

2

∂2

∂θ2
2

)
Q0(θ1θ2)

∣∣∣∣θ2=U2

θ1=U1+x

]
+O(∆3)

Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî ∆ ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êå áåç áåñïîðÿäêà è ïîýòîìó

íå äàåò âêëàäà â èíòåðåñóþùóþ íàñ âåëè÷èíó D. Äëÿ ðàñ÷åòà âêëàäà â âåëè÷èíó D ïåð-

âîãî ÷ëåíà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (íàçîâåì åãî A-âêëàäîì) íåîáõîäèìà ôóíêöèÿ Q2(x1x2),

êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (357). Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè |U1,2| < 2 âûïîëíÿ-

åòñÿ òàêæå, êàê è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (316), è ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ïåðåîïðåäåëåíèþ

âåëè÷èí Jn(U):

Jn(U) ≡
∫ dx

x2Gn(x)

∂LU(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=U−1/x

Jn(U) = J∗−n(U) (359)

Äåëàÿ â ýòèõ èíòåãðàëàõ çàìåíó ïåðåìåííîé θ = U − 1/x è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ôóíêöèÿ

G(θ) (322) èìååò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: G(1/(U − θ)) = G(θ)/λ1[33], ïîëó÷àåì:

Jn(U) = λn

∫ dLU(x)

dx

dx

Gn(x)
(360)

Âû÷èñëåíèå ýòèõ èíòåãðàëîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îòëè÷íûìè îò íóëÿ áóäóò òîëüêî J±1(U):

J±1(U) = ∓ ıλ1√
4− U2

, |J±1(U)|2 =
1

4− U2
(361)

Èìåÿ ýòî ââèäó óæå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, â òîì ÷òî A-âêëàä èç (358) ïðè |U1,2| < 2 áóäåò

òàêèì:

∆〈y2x1〉(t→∞)
∣∣∣∣
A-âêëàä

=
∆2M2

16π

∫ 2

−2

√
4− U2dU =

∆2M2

8
(362)

Â ñëó÷àå U1,2 > 2 àíàëèç óðàâíåíèÿ (357) àíàëîãè÷íûé ïðèâåäåííîìó â Ïðèëîæåíèè

ïîêàçûâàåò, ÷òî A-âêëàä ðàâåí íóëþ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âêëàä â âåëè÷èíó D âòîðîãî ÷ëåíà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (358) �

íàçîâåì åãî B-âêëàäîì. Äëÿ ýòîãî âêëàäà îáëàñòü U1,2 < 2 íå èãðàåò ðîëè ïðè âû÷èñëåíèè

ïðåäåëüíîãî ïðè t→∞ ïîâåäåíèÿ ∆〈y2x1〉 ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïîä èíòåãðàëàìè ñòîÿò

ôóíêöèè, íå èìåþùèå îñîáåííîñòåé ïðè U1 = U2. Ïðè |U1,2| > 2 B-âêëàä èç (358) èìååò

âèä:

∆〈y2x1〉

∣∣∣∣
B-âêëàä

= M2∆2π
∫ dx

x

d

dx
δ
(
x+

U1 + sign(U1)
√
U2

1 − 4

2

)
× (363)
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× d

dy
δ
(
y +

U2 + sign(U2)
√
U2

2 − 4

2

)
exp ı(U1 − U2)t

∣∣∣∣t→∞
y=0

+ ...

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû ïðèâåëè çäåñü òîëüêî ÷ëåí ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè �

îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû àíàëèçèðóþòñÿ òàêæå. Ïîñêîëüêó àðãóìåíò âòîðîé δ-ôóíêöèè íèêîãäà

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü (ïðè |U2| > 2), ìû ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî B-âêëàä ðàâåí íóëþ

è, ó÷åòâåðÿÿ ðåçóëüòàò (362), ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì (296).

0.5.5 ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû (294) � (296) ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ðàñ÷åòàìè âåëè÷èíû D è

ôóíêöèèW (U) ïî ôîðìóëàì (292) è (293), â êîòîðûõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ψλ è ñîáñòâåí-

íûå ýíåðãèè Eλ ïîëó÷åíû ïðÿìîé êîìïüþòåðíîé äèàãîíàëèçàöèåé ãàìèëüòîíèàíà (291).

Íèæå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû òàêîé ïðîâåðêè, ïðè÷åì çàøóìëåííûå êðèâûå ïîëó÷åíû

÷èñëåííî, à ãëàäêèå � ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (294) � (296). Íà ðèñ.21à äëÿ áèíàðíî ðàçó-

ïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû D/c îò ýíåðãèè äåôåêòà ε,

ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî äëÿ ðàçíûõ êîíöåíòðàöèé äåôåêòîâ c, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåòè-

÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (294). Âèäíî, ÷òî, êîãäà D/c íå çàâèñèò îò c, ôîðìóëà (294) ïîëíîñòüþ

îïèñûâàåò ÷èñëåííûå êðèâûå, íà êîòîðûõ õîðîøî çàìåòåí èçãèá ïðè ε = 1, îïèñûâàåìûé

íåàíàëèòè÷åñêîé ÷ëåíîì â (294). Íà ðèñ.21á ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû D îò

ñòåïåíè ðàçóïîðÿäî÷åííîñòè ∆ äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî áåñïîðÿäêà, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ àòîìíûõ ðàñùåïëåíèé áåðåòñÿ ââèäå (348), ïðè÷åì p(x) = Θ(0.5 − |x|). Èç

ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ôîðìóëà (296) õîðîøî îïèñûâàåò ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äàæå

ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøîì áåñïîðÿäêå.

Íà ðèñ.22 ïðåäñòàâëåíû ýíåðãåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ôóíêöèé ó÷àñòèÿW (U)dU , ïîëó-

÷åííûå ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (293) è ðàññ÷èòàííûå òåîðåòè÷åñêè ïî ôîðìóëàì

(295) (áèíàðíûé áåñïîðÿäîê) è (296) (ðàâíîìåðíûé áåñïîðÿäîê). Ðèñ.22 (à,á) îòíîñÿòñÿ ê

ñëó÷àþ áèíàðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå ñ êîíöåíòðàöèåé äåôåêòîâ c = 0.03, ïðè÷åì

ðèñ.22à ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè äåôåêòà ε = 0.8, à ðèñ.22á � ε = 1.2. Èç ýòèõ ðèñóíêîâ âèä-

íî, ÷òî ïðè ε > 1 ôóíêöèÿ "ó÷àñòèÿ"W (U) äåìîíñòðèðóåò ðåçêèé ìàêñèìóì ïðè U = U0

(343). Ðèñ.22â ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êå ñ äîâîëüíî áîëüøèì (∆ = 0.5) ðàâíîìåðíûì áåñ-

ïîðÿäêîì. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, è â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè è
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Ðèñ. 21: (à) Ñëó÷àé áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà. Çàøóìëåííûå êðèâûå � çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû

D/c îò ýíåðãèè äåôåêòîâ ε, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî ïðè ðàçíûõ êîíöåíòðàöèÿõ äåôåêòîâ

c = 0.01, 0.03, 0.1, ãëàäêàÿ êðèâàÿ � òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü. (á): Ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî

áåñïîðÿäêà. Çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîé ïðè t → ∞ ïëîòíîñòè âîçáóæäåíèÿ D íà êðàéíåì

óçëå îò âåëè÷èíû áåñïîðÿäêà ∆.
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Ðèñ. 22: Ôóíêöèÿ ó÷àñòèÿ: ñðàâíåíèå òåîðèè (ãëàäêèå êðèâûå) ñ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðî-

âàíèåì (çàøóìëåííûå êðèâûå). Äëÿ áèíàðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè âèäíî ïîÿâëåíèå

îñîáåííîñòè, ñâÿçàííîé ñ êðàåâûì ñîñòîÿíèåì: (à) � ε = 0.8 < 1, îñîáåííîñòü âûðàæåíà

ñëàáî, (á) � ε = 1.2 > 1, ïîÿâëÿåòñÿ âûñîêèé óçêèé ïèê ôóíêöèè ó÷àñòèÿ. (â) � ôóíêöèÿ

ó÷àñòèÿ äëÿ öåïî÷êè ñ ðàâíîìåðíûì áåñïîðÿäêîì ïðè ∆ = 0.5. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ dU = 1/50.
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÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, îäíàêî, äëÿ îïèñàíèÿ çàìåòíîãî ïðîâàëà â öåíòðå "ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîé"çàâèñèìîñòè òðåáóåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ó÷åò ïîïðàâîê áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

÷åì ∆2. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè íå ïðèìåíÿëîñü íèêàêîé ïîäãîíêè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ çàâèñèìîñòåé ðèñ.21 ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåáîëü-

øèå ìàòðèöû (N ∼ 100) è âû÷èñëÿòü D êàê |ΨN(t ∼ 50 − 100)|2, ïðîâåðÿÿ 28 îòñóòñòâèå

çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòîâ îò t è N . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ðèñ.22

ìû èñïîëüçîâàëè ìàòðèöû ðàçìåðîì 2000 × 2000 ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì ïî 1000

ðåàëèçàöèÿì áåñïîðÿäêà.

Â çàêëþ÷åíèè ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ïîÿâëåíèå íåàíàëèòè÷íîñòè â çàâèñèìî-

ñòè D îò ýíåðãèé äåôåêòà (294) ñâèäåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè àíàëèçà áèíàðíî ðàçó-

ïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè â ðàìêàõ îáû÷íîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè

ïðîèçâîëüíîé ýíåðãèè äåôåêòîâ ε. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòîé àíàëèòè÷åñêèé âèä ôîð-

ìóë (296) äëÿ ñëàáî ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû äàåò îñíîâàíèÿ äóìàòü, ÷òî äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ òàêîé àíàëèç âîçìîæåí. Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñòàòèñòè-

êè ôóíêöèé Ãðèíà ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ýòè äâå ðàçíîðîäíûå çàäà÷è ñ åäèíîé òî÷êè

çðåíèÿ.

28Ïðè íåáîëüøèõ N |ΨN (t)|2 îáíàðóæèâàåò êâàçèöèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå, ïîýòîìó âåëè÷èíó t ñëåäóåò

áðàòü ìåíüøåé âðåìåíè öèêëà.

133



0.5.6 Ïðèëîæåíèå 1

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè |U1,2| > 2 íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (316) è íàéòè ρ1 â ýòîé ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ñ÷èòàòü, ÷òî U1,2 > 2 è ââåäåì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

γU ≡
U −
√
U2 − 4

2
, γ′U = γ′U(ε) ≡ 1

U − γU − ε
, (364)

ïðè÷åì γU ÿâëÿåòñÿ ÊÔÃ öåïî÷êè áåç áåñïîðÿäêà. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â ðàññìàòðèâà-

åìîì ñëó÷àå U1,2 > 2 ðåøåíèå (315) äàåò äëÿ ôóíêöèè ρ0 ñëåäóþùåå âûðàæåíèå (339):

ρ0(x1x2) = δ(x1 − γU1)δ(x2 − γU2) (365)

Òîãäà (316) ìîæíî ïðåïèñàòü òàê:

ρ1(x1x2)− ρ1(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2)

x2
1x

2
2

= δ(x1 − γ′U1
)δ(x2 − γ′U2

)− δ(x1 − γU1)δ(x2 − γU2) (366)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (366) èìååò âèä: 29

ρ1(x1x2) =
∞∑
i=0

{
δ(x1 − θi(U1))δ(x2 − θi(U2))− δ(x1 − γU1)δ(x2 − γU2)

}
(367)

ãäå âåëè÷èíû θi(U) îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

θ0(U) = γ′U , θn+1(U) =
1

U − θn(U)
, n = 0, 1, 2, ... (368)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà ïðåäåëüíîé ïðè t → ∞ ïëîòíîñòè D è ôóíêöèè

ó÷àñòèÿ W (U) ñëåäóþùóþ, âûòåêàþùóþ èç ñîîòíîøåíèé (305 � 311), ôîðìóëó:

D =
ı

π2
lim
t→∞

∫
dUdωe−ıωt〈y2x1〉, ãäå 〈y2x1〉 = π lim

a→∞
a2
∫
dxxρU,U+ω(x, a) (369)

çäåñü ρU,U+ω(x1x2) � ñîâìåñòíàÿ ñòàòèñòèêà ôóíêöèé Ãðèíà. Êîìáèíèðóÿ ýòè ñîîòíîøå-

íèÿ, ïîëó÷àåì äëÿ D ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

D =
ı

π
lim
t,a→∞

a2
∫
dUdωdxe−ıωtxρU,U+ω(x, a) (370)

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà ÷åðåç ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó ρ ôóíêöèé Ãðèíà

èìååò îáùèé õàðàêòåð è, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíûì. Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî

29Ðÿä, íàïèñàííûé íèæå, ñõîäèòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëà ñ êàêîé-ëèáî ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé.
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âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ρ1 (367), ïîëó÷àåì äëÿ âêëàäà îáëàñòè U > 2 (îáîçíà÷èì

åãî ñèìâîëîì D+), ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

D+ =
ıc

π
lim
t,a→∞

∞∑
i=0

a2
∫
dUdωdxe−ıωtx

{
δ(x−θi(U1))δ(a−θi(U2))−δ(x−γU1)δ(a−γU2)

}
+O(c2)

(Çäåñü U1 = U,U2 = U + ω è èíòåãðèðîâàíèå ïî U èäåò ïî îáëàñòè U > 2) Âòîðîå ïðî-

èçâåäåíèå äåëüòà ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ýòîé ôîðìóëû, íå äàåò âêëàäà,

ïîñêîëüêó äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ δ(a−γU2) îòëè÷àëàñü îò íóëÿ ïðè a→∞, íåîáõîäèìî

÷òîáû γU2 (364) îáðàùàëàñü â áåñêîíå÷íîñòü ïðè êàêîì-ëèáî U2 > 2, ÷åãî íå ìîæåò áûòü.

Ïîýòîìó âòîðîå ïðîèçâåäåíèå äåëüòà ôóíêöèé ìîæíî îòáðîñèòü. Òîãäà, çàìåíÿÿ ñèìâîëû

U1 = U,U2 = U + ω, ïîëó÷àåì, ÷òî

D+ =
ıc

π
lim
t,a→∞

∞∑
i=0

a2
∫
dUdωdxe−ıωtx

{
δ(x− θi(U))δ(a− θi(U + ω))

}
+O(c2) =

=
ıc

π
lim
t,a→∞

∞∑
i=0

a2
∫
dUdωe−ıωtθi(U)δ(a− θi(U + ω)) +O(c2) (371)

Çäåñü äåëüòà-ôóíêöèè â ïîñëåäíåé ñòðîêå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðè θi(U + ω) → ∞,

ò.å âáëèçè ïîëþñîâ ôóíêöèé θi(U + ω). Îáîçíà÷èì òî÷êó ïîëþñà ôóíêöèè θi(U) ÷åðåç ui.

Òîãäà ïðè U ≈ ui èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

θi(U) ≈ bi
U − ui

Ìû äîïóñêàåì ñåé÷àñ, ÷òî ïîëþñ ó êàæäîé ôóíêöèè θi(U) òîëüêî îäèí � ìû óâèäèì

íèæå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ a âõîäÿùèå

â (371) äåëüòà-ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

δ(a− θi(U + ω)) = δ
(
a− bi

U + ω − ui

)
=
bi
a2

δ
(
U + ω − bi

a
− ui

)
(372)

ïîñëå ÷åãî ïðåäåë (371) ïðè a→∞ ìîæíî âçÿòü è ïîëó÷èòü, ÷òî:

D+ =
ıc

π
lim
t→∞

∞∑
i=0

∫
dUdωe−ıωt θi(U) bi δ

(
U + ω − ui

)
+O(c2) (373)

è äàëåå

D+ =
ıc

π
lim
t→∞

∞∑
i=0

∫
dUeıt(U−ui) θi(U) bi +O(c2) (374)

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî U çäåñü èäåò ïî îáëàñòè |U | > 2, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ

íàøå ðàññìîòðåíèå. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (374) ðàññìîòðèì ýòî èíòåãðèðî-

âàíèå ïî êàêîìó-ëèáî íåáîëüøîìó ïðîìåæóòêó [U,U + ∆U ], ïðè÷åì U > 2. Åñëè ui íå
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ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïðîìåæóòêó, òî

lim
t→∞

∫ U+∆U

U
dUeıt(U−ui) θi(U) = 0

ïîñêîëüêó ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé â èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ à

÷àñòîòà åå îñöèëëÿöèé íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè t→∞. Åñëè æå ui ∈ [U,U+∆U ],

òî èíòåãðàë ñòàíîâèòñÿ îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîñêîëüêó â íåãî äàåò âêëàä îáëàñòü ïîëþñà

ôóíêöèè θi(U) ≈ bi/(U − ui):

lim
t→∞

∫ U+∆U

U
dUeıt(U−ui) θi(U) = lim

t→∞

∫ U+∆U

U
dUeıt(U−ui)

bi
U − ui

= −ıπbi

Ïîýòîìó â ñèëó òîãî, ÷òî èíòåðâàë ∆U ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî

lim
t→∞

eıt(U−ui) θi(U) = −ıπbiδ(U − ui)

Èìåÿ ýòî ââèäó, ïîëó÷àåì, ÷òî

W (U) = c
∞∑
i=0

b2
i δ(U − ui) +O(c2), (375)

D+ = c
∫
dU

∞∑
i=0

b2
i δ(U − ui) +O(c2) =

∫
W (U)dU

D+ = c
∞∑
i=0

b2
i +O(c2)

Ñîñ÷èòàåì â ïåðâóþ î÷åðåäü âåëè÷èíó θ0(U) è ñîîòâåòñòâóþùèé åé âêëàä â ôîðìóëû

(375). Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (364) è (368) ïîëó÷àåì:

θ0(U) =
2

U +
√
U2 − 4− 2ε

(376)

Ïîëþñ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íóëþ çíàìåíàòåëÿ, êîòîðûé èìååò ìåñòî ïðè

U = u0 =
ε2 + 1

ε
(377)

Ðàñêëàäûâàÿ çíàìåíàòåëü îêîëî ýòîé òî÷êè â ðÿä, ïîëó÷àåì, ÷òî

θ0(U) ≈ ε2 − 1

ε2

1

U − u0

u0 =
ε2 + 1

ε
. Òàêèì îáðàçîì b0 =

ε2 − 1

ε2
(378)

è ôîðìóëà (375) äàåò

W (U) = c
(
ε2 − 1

ε2

)2

δ
(
U − ε2 + 1

ε

)
+ c

∞∑
i=1

b2
i δ(U − ui) +O(c2), |U | > 2 (379)
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî âêëàä îò θ0(U) ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííîé âûøå ôîðìóëå (347). Îä-

íàêî, ôîðìóëà (379) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò âêëàä íå åäèíñòâåííûé è íåîáõîäèìî îöåíèòü

îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû ðÿäà (379), ÷åì ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.

Îïðåäåëèì ïîëîæåíèÿ δ-îñîáåííîñòåé âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ ñóììû (375). Èç (368)

âèäíî, ÷òî ôóíêöèè θi(U), ïîëþñà êîòîðûõ è îïðåäåëÿþò óêàçàííûå îñîáåííîñòè, ïîëó-

÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (368) θi+1 = 1/[U−θi], ïðè ñòàðòî-

âîé ôóíêöèè θ0 = γ′U . Ïðåîáðàçîâàíèå (368) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî àíàëèòè÷åñêè ïðè ïî-

ìîùè ïîëó÷åííûõ â [33], ñîîòíîøåíèé. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè xn+1 = 1/[U−xn],

òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

xn =
1 + æny0

1/ξ + ξæny0

ãäå y0 =
1− x0/ξ

ξx0 − 1
(380)

è

ξ =
1

2

[
U +
√
U2 − 4

]
,

1

ξ
=

1

2

[
U −
√
U2 − 4

]
= γU , æ = ξ2 =

U +
√
U2 − 4

U −
√
U2 − 4

. (381)

Â íàøåì ñëó÷àå ñòàðòîâîå çíà÷åíèå x0 = γ′U = 1/[U − γU − ε] è ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ

ôîðìóë (380) è (381) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

θn(U) =
1

ξ

æn[
√
U2 − 4− ε] + ε

æn[
√
U2 − 4− ε] + ε/ξ2

= ξ
æn[
√
U2 − 4− ε] + ε

æn+1[
√
U2 − 4− ε] + ε

(382)

ïîñëå ÷åãî âåëè÷èíû ui è bi ïðè i > 0 íåñëîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà, ïðè÷åì

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âêëàä ÷ëåíîâ ñ i = 1, 2, 3, .... î÷åíü ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî âêëàäîì ÷ëåíà ñ

i = 0. Ïîýòîìó ôîðìóëû (294) è (295) (â êîòîðûõ ïðèâåäåí òîëüêî ÷ëåí i = 0), ÿâëÿþòñÿ,

ôàêòè÷åñêè, èñ÷åðïûâàþùèìè.

Êðàòêî èçëîæèì ñõåìó âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí un è bn ïðè n > 1. Âûðàæåíèå (382) äëÿ

θn(U) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå ÷àñòíîãî:

θn(U) =
N (U)

D(U)
ãäå N (U) = ξæn[

√
U2 − 4− ε] + εξ, (383)

D(U) = æn+1[
√
U2 − 4− ε] + εξ

Òîãäà âåëè÷èíà un ÿâëÿåòñÿ êîðíåì çíàìåíàòåëÿ, ò.å. íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

D(U) = 0 ⇒ æn+1(U) = − ε√
U2 − 4− ε

(384)
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Ðèñ. 23: Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîãî íà êîíöåíòðàöèþ äåôåêòîâ c âêëàäà D+ â êðèòåðèé

Àíäåðñîíà îò ýíåðãèè äåôåêòà ε ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà âêëàäîâ âûøå íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ó÷åò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà âûøå íóëåâîãî ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó èçìåíåíèþ (âîçðàñòà-

íèþ) ýòîé çàâèñèìîñòè.

Ïðè n = 0 ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ÿâíî è ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (378). Â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ÷èñëåííî íà êîìïüþòåðå, ïðè÷åì êîðåíü (åñëè îí åñòü) 30

íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [2,
√

4 + ε2]. Ïîñëå òîãî êàê êîðåíü un íàéäåí, àìïëèòóäà ïîëþñà

bn íàõîäèòñÿ êàê:

bn =
N (U)

D′(U)

∣∣∣∣
U=un

(385)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ çíàìåíàòåëÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D′(U) = æn
[
æ

U√
U2 − 4

+ [
√
U2 − 4− ε](n+ 1)æ′(U)

]
(386)

æ′(U) =
8√

U2 − 4 [U −
√
U2 − 4]2

Îïèñàííûå âûøå ðàñ÷åòû áûëè ïðîäåëàíû (Ðèñ.23), ïðè÷åì îêàçàëîñü, ÷òî âêëàä ÷ëå-

íîâ ðÿäà (379) ñ n > 0 ñîñòàâëÿåò ∼ 5% îò ôóíêöèè W (U), ðàññ÷èòàííîé ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèÿ (295). Ïîýòîìó ïðè ñëè÷åíèè ñ êîìïüþòåðíûì ýêñïåðèìåíòîì îêàçûâàëîñü

äîñòàòî÷íûì áðàòü ôóíêöèþ W (U) â âèäå ïðîñòîé ôîðìóëû (295).

30Êîðåíü â òðåáóåìîì èíòåðâàëå |U | > 2 åñòü íå âñåãäà. Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, ïðè n = 0 îí ïîÿâëÿåòñÿ

òîëüêî ïðè ε > 1. Ïðè n > 0 êîðåíü òàêæå ïîÿâëÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ïîðîãîâîì çíà÷åíèå ε, êîòîðîå

çàâèñèò îò n.
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0.5.7 Ïðèëîæåíèå 2

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà HUf(x) ≡

f(U − 1/x)/x2

Â ýòîì ïðèëîæåíèå ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îòíîñÿùèåñÿ ê ñèñòåìå ñïåöèàëüíûõ ôóíê-

öèé (322) îïåðàòîðà (321), èñïîëüçîâàííûõ â ýòîé ãëàâå ïðè ðåøåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé äëÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíê-

öèé Ãðèíà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàòåðèàë äàííîãî Ïðèëîæåíèÿ èìååò ñêîðåå ìàòåìàòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð, ïîìåñòèòü åãî çäåñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì äëÿ ñâÿçíîñòè ïîâåñò-

âîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, ñèñòåìà ôóíêöèé, î êîòîðîé ïîéäåò ðå÷ü, ïî ñâåäåíèÿì àâòîðà, íåèç-

âåñòíà â ìàòåìàòèêå è, âîçìîæíî, ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Çäåñü óìåñòíî

ñêàçàòü, ÷òî ñëó÷àè, êîãäà óäàåòñÿ òî÷íî íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ êàêîãî-ëèáî íå ñîâñåì òðèâèàëüíîãî îïåðàòîðà (íàïðèìåð, ïîëèíîìû Ýðìèòà[108],

ïîëèíîìû Ëåæàíäðà[109] è ò.ä.) íå ñòîëü ÷àñòû è îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ðåçóëüòàòîâ

èíîãäà çíà÷èòåëüíî âûõîäèò çà ðàìêè òîé ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé îíè áûëè

ïîëó÷åíû.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð HU , çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà U è äåéñòâóþùèé íà

ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x) îò âåùåñòâåííîãî x ñëåäóþùèì îáðàçîì

HUf(x) ≡ 1

x2
f
(
U − 1

x

)
(387)

è ïîñòàâèì âîïðîñ î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ òàêîãî îïåðàòîðà,

ò.å. ïîïûòàåìñÿ íàéòè òàêèå ÷èñëà λU è ôóíêöèè σλU(x) ÷òî:

HUσ
λ
U(x) = λUσ

λ
U(x) (388)

Áóäåì èñêàòü îãðàíè÷åííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (387). Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷è-

ñåë è ôóíêöèé îò ïàðàìåòðà îïåðàòîðà U ìû ïîêàçûâàåì íèæíèì èíäåêñîì, êîòîðûé

èíîãäà áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |U | < 2, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

åò îáëàñòè ñòðàííîãî àòðàêòîðà îòîáðàæåíèÿ x → U − 1/x, ñîâïàäàþùåãî ñ îïåðàòî-

ðîì HU , ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1/x2, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ∫
f(x)dx =

∫
HUf(x)dx.
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Ïîëüçóÿñü (388) è (387) ìîæíî íàïèñàòü (íå ïèøåì èíäåêñû U è λ) ÷òî:

σ(x) =
1

λ

1

x2
σ(U − 1/x) =

1

λ2

(
1

x(U − 1/x)

)2

σ(U − 1/U − 1/x) = (389)

=
1

λ3

(
1

x(U − 1/x)(U − 1/U − 1/x)

)2

σ(U − 1/U − 1/U − 1/x) =

1

λn

( n︷ ︸︸ ︷
1

x(U − 1/x)(U − 1/U − 1/x)...

)2

σ(

n︷ ︸︸ ︷
U − 1/U − 1/U − 1/...1/x)

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ T :

Tf(x) ≡ f(U − 1/x) (390)

Òîãäà (389) ìîæíî ïðåïèñàòü òàê:

σ(x) =
1

λn

[ n−1∏
k=0

T k x
]−2

σ(T n x) (391)

Òåïåðü èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà HU , ñîîòâåòñòâóþùóþ

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1, ìîæíî óãàäàòü, ýòî ëîðåíòöîâñêàÿ ôóíêöèÿ:

LU(x) =

√
4− U2

2π

1

x2 − Ux+ 1
(392)

Ìû íîðìèðîâàëè ýòó ôóíêöèþ òàê, ÷òî
∫
LU(x)dx = 1 Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå è

èñïîëüçóÿ (389), ìîæíî âûðàçèòü âõîäÿùåå â (389) ïðîèçâåäåíèå ìíîãîýòàæíûõ äðîáåé

ñëåäóþùèì îáðàçîì: [ n−1∏
k=0

T k x
]−2

=
LU(x)

LU(T n x)
(393)

è, ñëåäîâàòåëüíî:
σ(x)

σ(T n x)
=

1

λn
LU(x)

LU(T n x)
(394)

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè (387) è ëþáîãî öåëîãî n. Òàê

êàê ìû èùåì îãðàíè÷åííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà (387), òî, â ñèëó îãðàíè-

÷åííîñòè ëîðåíöîâñêèõ ôóíêöèé è íåîáðàùåíèÿ èõ â íóëü ïðè âåùåñòâåííîì àðãóìåíòå,

äîëæíî áûòü |λ| = 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè n → ∞ ïðàâàÿ ÷àñòü (394) áóäåò ëèáî

íåîãðàíè÷åííî óáûâàòü, ëèáî, íàîáîðîò, âîçðàñòàòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ îãðà-

íè÷åííîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé σ(x). Òàêèì îáðàçîì

λ = exp(ıφ), (395)
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ïðè÷åì φ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå è áåðÿ ìîäóëü îáåèõ ÷àñòåé

(394), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî:

|σ(x)| = LU(x) (396)

è, ñëåäîâàòåëüíî:

σ(x) = LU(x) exp(ıθ(x)) (397)

ïðè÷åì ôóíêöèÿ θ(x) âåùåñòâåííà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (394) è (395), ìîæíî ïîëó÷èòü

äëÿ ôóíêöèè θ(x) ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå:

exp ı[nφ− θ(T nx) + θ(x)] = 1 (398)

îòêóäà

nφ− θ(T nx) + θ(x) = 2πMin(x) (399)

ãäå Min(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ.

Äîïóñòèì ìû íàøëè ôóíêöèþ θ(x) òàêóþ ÷òî:

θ(T x)− θ(x) = θ(U − 1/x)− θ(x) = φ+ 2πM(x) (400)

ãäå M(x) � öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ x. Òîãäà:

θ(T k+1 x)− θ(T kx) = φ+ 2πM(T kx) (401)

è, ñóììèðóÿ (401) ïî k îò íóëÿ äî n− 1, ïîëó÷èì:

θ(T nx)− θ(x) = nφ+ 2π
n−1∑
k=0

M(T kx) (402)

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî T 0x = x. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåííàÿ èç (400) ôóíêöèÿ θ(x)

óäîâëåòâîðÿåò (399), ïðè÷åì

Min(x) = −
n−1∑
k=0

M(T kx)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (400). Êàê ìû

óâèäèì íèæå, ýòî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ òîëüêî ïðè íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì çíà÷åíèå óãëà

φ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ (400) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-

íèå
G(U − 1/x)

G(x)
= ξ (403)
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Îñíîâàíèåì ê ðàññìîòðåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëóæèò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè lnG(x)

ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñõîäíîå ñ (400). Èùåì ðåøåíèå (403) â âèäå äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíê-

öèè:

G(x) =
1 + ax

1 + bx
(404)

Ïîäñòàíîâêà (404) â (403) äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé íà a, b è ξ, ðåøàÿ êîòîðóþ, ïîëó÷àåì

÷òî:

ξ =
U2 − 2± ı|U |

√
4− U2

2
(405)

a = −1 + ξ

U
(406)

b = −1 + 1/ξ

U
(407)

Åñëè |U | < 2 (ò.å. ìû èìååì äåëî ñ îòîáðàæåíèåì (390) â îáëàñòè ñòðàííîãî àòðàêòîðà)

òî |ξ| = 1 31 è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

ξ = exp ıγ (408)

ïðè÷åì

γ = arctg
( |U |√4− U2

U2 − 2

)
+

 0 ïðè
√

2 < |U | < 2

π ïðè
√

2 > |U |
(409)

Íàëè÷èå äîáàâîê â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íàâÿçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòüþ çàâèñèìîñòè ξ îò U

(405). Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî |G(x)| = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî:

G(x) = exp ıæ (410)

ïðè÷åì

tg
æ

2
=

x sin γ

x(1 + cos γ)− U
(411)

è, ñëåäîâàòåëüíî:

æ = 2 arctg
[

x sin γ

x(1 + cos γ)− U

]
+ 2πM(x) (412)

ãäå M(x) êàêàÿ-ëèáî öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ x. Òåïåðü íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

Im lnG(x) = æ(x) (413)

31Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíàê â (405) íå èãðàåò ðîëè � åãî ìîæíî âçÿòü è ôèêñèðîâàòü ëþáûì.

142



óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (400) ïðè÷åì φ = γ. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (400) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

θ(x) = 2 arctg
[

x sinφ

x(1 + cosφ)− U

]
(414)

φ = arctg
( |U |√4− U2

U2 − 2

)
+

 0 ïðè
√

2 < |U | < 2

π ïðè
√

2 > |U |
(415)

è

θ(U − 1/x)− θ(x) = φ+ 2πM(x) (416)

Äàëåå ïîíÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ θn(x) ≡ n θ(x) ãäå n � öåëîå, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(400) ïðè÷åì φ→ φn = nφ.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ìû íàõîäèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

σnU(x) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn îïåðàòîðà (387):

σnU(x) = LU(x) exp ınθ(x), λn = exp ınφ (417)

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, à LU(x) θ(x) è φ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî (392),

(414) è (415). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà (417) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíû â âèäå (322). Ôóíêöèè (417) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â äðîáíî-ðàöèîíàëüíîì âèäå, ÷òî

áóäåò ñäåëàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ýòîãî Ïðèëîæåíèÿ.

Ñâîéñòâà ôóíêöèé (417) è ðàçëîæåíèå ïî íèì

Ó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (417) äîëæíî áûòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: ëþáàÿ èç íèõ èìååò íó-

ëåâîé èíòåãðàë, êðîìå òîé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó (ýòî

ëîðåíòöîâñêàÿ ôóíêöèÿ LU(x) (392)). Ïîêàæåì ýòî. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå äëÿ ïðî-

èçâîëüíîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè

1

x2
σ(U − 1/x) = λσ(x) (418)

ïî x. Äåëàÿ â ëåâîé ÷àñòè çàìåíó 1/x→ x ïîëó÷èì, ÷òî

(1− λ)
∫
σ(x)dx = 0 (419)
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ 6= 1, òî ∫
σλ 6=1(x)dx = 0 (420)

Âòîðîå ñâîéñòâî ôóíêöèé (417), âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî, âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî

èç ñîîòíîøåíèé (417):

σnU(x) exp ımθU(x) = σn+m
U (x) (421)

Ýòè ñâîéñòâà äàþò âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöèÿì

(417). Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî êàêàÿ-ëèáî ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â

ðÿä ïî ôóíêöèÿì (417):

f(x) =
+∞∑

n=−∞
Cnσ

n
U(x) =

+∞∑
n=−∞

CnLU(x) exp[ınθU(x)] (422)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà exp−ımθU(x) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-

æåíèÿ Cm ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Cm =

∫
f(x) exp [− ımθU(x)]dx∫

LU(x)dx
=
∫
f(x) exp [− ımθU(x)]dx (423)

Çäåñü ìû ó÷ëè íîðìèðîâêó ôóíêöèè LU(x) (392). Ôóíêöèÿ θU(x) èìååò ðàçðûâ â òî÷êå

x0 =
U

1 + cosφ

Åå ìîæíî ïðåâðàòèòü â íåïðåðûâíóþ äîáàâèâ ïîäõîäÿùóþ ôóíêöèþ âèäà 2πM(x) (M(x)

� öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ). Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ θU(x) áóäåò òàêîé:

θU(x) = 2 arctg
[

x sinφ

x(1 + cosφ)− U

]
+

{
0 ïðè x < x0

−2π|U |/U ïðè x > x0

(424)

Âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ (423),(0.5.7) ñ ôóíêöèÿìè (424) ïðîâåðÿëàñü ïðÿìûì êîìïüþ-

òåðíûì ñ÷åòîì äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé f(x).

Ïðÿìîå àëãåáðàè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå â ôîðìóëå (417) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè

σnU(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äðîáíî-ðàöèîíàëüíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σnU(x) = LU(x)
(
x(|U |+ ı

√
4− U2)− 2U/|U |

x(|U | − ı
√

4− U2)− 2U/|U |

)n
(425)

LU(x) =

√
4− U2

2π

1

x2 − Ux+ 1
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exp[ıθU(x)] =
x(|U |+ ı

√
4− U2)− 2U/|U |

x(|U | − ı
√

4− U2)− 2U/|U |
Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè σnU(x) äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ ñâîáîäó â ñïîñîáàõ îïðå-

äåëåíèÿ: ïðè n = 0 ýòî âñåãäà ëîðåíöèàí, à ïðè n 6= 0 ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííóþ

ôóíêöèþ ìîæíî äîìíîæàòü íà ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò, íî òàê ÷òîáû ñîõðàíÿëèñü

ñâîéñòâà (418 � 422)). Ýòî ïåðåîïðåäåëåíèå ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè (387) áóäóò èìåòü òàêîé âèä:

σnU(x) =
1

2πı

(
1

x−RU

− 1

x−R∗U

)(
x−R∗U
x−RU

)n
(426)

RU ≡
U + ı

√
4− U2

2
(427)

R∗U ≡
U − ı

√
4− U2

2
(428)

R∗URU = 1 (429)

à ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ïî ôóíêöèÿì (426) áóäåò òàêèì:

f(x) =
+∞∑

n=−∞
Cnσ

n
U(x) (430)

ãäå

Cn =
∫
f(x)

(
x−RU

x−R∗U

)n
dx (431)
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0.6 ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÑÒÅÏÅÍÈËÎ-

ÊÀËÈÇÀÖÈÈ Â ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÐÀÇÓÏÎÐßÄÎ-

×ÅÍÍÎÉÑÈÑÒÅÌÅ ÑÎ ÑËÎÆÍÎÉÑÒÐÓÊÒÓÐ-

ÍÎÉ ÅÄÈÍÈÖÅÉ

0.6.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ýòà ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ è îáîáùåíèþ èçëîæåííîãî â

ïðåäûäóùåé ãëàâå ïîäõîäà ê àíàëèçó äèíàìèêè âîçáóæäåíèÿ â îäíîìåðíîé ðàçóïîðÿ-

äî÷åííîé öåïî÷êå, îñíîâàííîìó íà èññëåäîâàíèè ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è

çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà. Ýòîò ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì âî âñåõ ñëó÷à-

ÿõ, êîãäà ïðè óâåëè÷åíèå äëèíû öåïî÷êè íà îäíó ñòðóêòóðíóþ åäèíèöó åñòü âîçìîæíîñòü

âûðàçèòü êðàåâóþ ôóíêöèþ Ãðèíà (ÊÔÃ) óâåëè÷åííîé öåïî÷êè ÷åðåç ÊÔÃ èñõîäíîé öå-

ïî÷êè. Â äàííîé ãëàâå ðàáîòû ìû îïèñûâàåì òàêóþ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé îáîá-

ùåíèå ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â çàêëþ÷èòåëüíûõ ðàçäåëàõ ïðåäûäóùåé ãëàâû. Ïîñêîëüêó,

êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñïåêòðàëüíîå ïîâåäåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé â ýòîé

ìîäåëè êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ

óìåñòíûì ïîìåñòèòü çäåñü ðÿä îáùèõ çàìå÷àíèé, êàñàþùèõñÿ ðîëè îäíîìåðíûõ ðàçóïî-

ðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé â òåîðèè òâåðäîãî òåëà.

Òðàäèöèîííî îäíîìåðíûå ìîäåëè èññëåäîâàëèñü â òåîðèè òâåðäîãî òåëà äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ ñâåäåíèé êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà, êîòîðûå çàòåì èñïîëüçîâàëèñü äëÿ àíàëèçà áî-

ëåå ðåàëèñòè÷íûõ òðåõìåðíûõ ìîäåëåé. Íàïðèìåð, òî÷íîðåøàåìàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü

Êðîíèãà-Ïåíè [34, 4, 5], äåìîíñòðèðóÿ âàæíåéøèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òðàíñëÿöèîííî

ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì � çîííûé õàðàêòåð ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà è âîçìîæíîñòü êëàññè-

ôèêàöèè ñîñòîÿíèé ïî âîëíîâîìó âåêòîðó � ñîçäàëà îñíîâó ñîâðåìåííîé òåîðèè êðèñòàë-

ëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Âòîðûì (è äàëåêî íå ïîñëåäíèì) ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü

Èçèíãà[35, 102, 103, 104] â òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, êîãäà òî÷íûé àíàëèç îäíîìåðíîé

ìîäåëè ïîêàçàë ðåøàþùóþ ðîëü ñîáñòâåííî ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû äëÿ íàáëþäåíèÿ â íåé

êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû, îòíîñÿùèåñÿ êî âðåìåíè, êîãäà ôèçè-
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êà òâåðäîãî òåëà íàõîäèëàñü â ñòàäèè íàêîïëåíèÿ èíôîðìàöèè, ïîêàçûâàþò, ÷òî àíàëèç

äàæå îòâëå÷åííûõ (ò.å. íå ñîîòâåòñòâóþùèõ êàêîé-ëèáî ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå)

îäíîìåðíûõ ìîäåëåé ìîæåò äàâàòü âàæíóþ êà÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ.

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèå îäíîìåðíûõ

ìîäåëåé ýòèì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ. Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà ìàòåðèàëîâ è ìå-

òîäèêè ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü è èçó÷àòü îáúåêòû (êâàíòîâûå ñâåðõðåøåòêè,

êâàíòîâûå ïðîâîëîêè, J-àãðåãàòû, îïòè÷åñêèå âîëíîâîäíûå âîëîêíà è äð.), êîòîðûå, âîç-

ìîæíî, ìîãóò áûòü êîëè÷åñòâåííî îïèñàíû òàêèìè ìîäåëÿìè. Òåì íå ìåíåå, ýâðèñòè÷åñêîå

çíà÷åíèå îäíîìåðíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íà ñåãîäíÿùíèé äåíü îñíîâíûì.

Îñîáåííî âàæíîå ìåñòî îäíîìåðíûå ìîäåëè çàíèìàþò â ðÿäó ìîäåëåé ôèçèêè ðàçóïî-

ðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû. Ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ýòîò ðàçäåë ôèçèêè òâåðäîãî òåëà â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íàõîäèòñÿ (ïî ìíåíèþ àâòîðà) â ñòàäèè íàêîïëåíèÿ èíôîðìàöèè, ïîñëåäîâàòåëü-

íûé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç äàæå îòâëå÷åííîé ìîäåëè, äàþùèé íàäåæíûå è íåòðèâèàëü-

íûå ðåçóëüòàòû (îñîáåííî êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà!), ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Ïðèìåðàìè

ïîäîáíîãî àíàëèçà ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòû [36, 37, 38, 39, 40], ïîñâÿùåííûå ëîêàëèçàöèè

ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ñèñòåìàõ è áëèçêèå ïî òåìàòèêå ê ìàòåðèàëó äàííîé

ãëàâû äèññåðòàöèè.

Ïðèâåäåííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå àíàëèç îäíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè îòíîñèòñÿ ê êëàñ-

ñè÷åñêîìó ñëó÷àþ ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñ ïðîñòåéøåé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé � äâóõ-

óðîâíåâîé ñèñòåìîé. Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðîèçâîäèòñÿ, âî-ïåðâûõ,

îáîáùåíèå îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìåòîäà íà ñëó÷àé ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè

ñ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé � ôðàãìåíòîì, ñîñòîÿùèì èç m ñâÿçàííûõ äâóõ-

óðîâíåâûõ ñèñòåì � è, âî-âòîðûõ, ðàñ÷åò ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè

ñîñòîÿíèé â òàêîé ñèñòåìå. Îñíîâíûì êîëè÷åñòâåííûì ðåçóëüòàòîì, ïðèâîäèìûì â ýòîé

ãëàâå äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ âûâîä àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ óïîìÿíóòîé ñòåïåíè ëî-

êàëèçàöèè. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ïî

ýíåðãåòè÷åñêîìó ñïåêòðó äëÿ ìîäåëè ñm > 1 ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíî è õàðàêòåðèçóåòñÿ

ïîÿâëåíèåì m − 1-îé ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè, ãäå ñîñòîÿíèÿ ïðàêòè÷åñêè äåëîêàëèçîâàíû.

Ýòîò ðåçóëüòàò äàåò îñíîâàíèå ñäåëàòü ñëåäóþùåå êà÷åñòâåííîå çàêëþ÷åíèå: â îäíîìåð-
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íûõ ñèñòåìàõ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè

ëîêàëèçàöèè ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûì è õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ðÿäîì ðåçêî

âûðàæåííûõ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ. Òàêîå ïîâåäåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè íàõîäèò-

ñÿ â êà÷åñòâåííîì îòëè÷èè îò òàêîâîãî äëÿ ñëó÷àÿ m = 1, êîòîðûé áûë ðàññìîòðåí â

ïðåäûäóùåé ãëàâå. Çàìåòèì, ÷òî, íà íàø âçãëÿä, ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå ìîäåëü ðàçóïî-

ðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé âî âñÿêîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå

îòâëå÷åííîé, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ m = 1, à â êà÷åñòâåííîì îòíîøåíèå, âîçìîæíî,

äàæå áîëåå áëèçêà ê ðåàëüíûì ñèñòåìàì, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Ïåðåéäåì ê êîëè÷åñòâåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ öåïî÷êó äâóõ-

óðîâíåâûõ àòîìîâ, ñîñòîÿùóþ èç ôðàãìåíòîâ äëèíû m, ïðè÷åì ðàñùåïëåíèå âñåõ àòîìîâ,

ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó ôðàãìåíòó, îäèíàêîâî, à íåóïîðÿäî÷åííîñòü ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî îò ôðàãìåíòà ê ôðàãìåíòó ðàñùåïëåíèå ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Ðàñùåïëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ôðàãìåíòàì, ìû áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P (ε). Òàêàÿ ñèñòåìà îòëè-

÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé [19, 41] òîëüêî òåì, ÷òî â êà÷åñòâå ñòðóêòóðíîé åäèíèöû âûñòóïàåò

íå îäíà äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà, à ôðàãìåíò èçm ñâÿçàííûõ äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì. Òàêèì

îáðàçîì, ìàòðèöà H ãàìèëüòîíèàíà èññëåäóåìîé ìîäåëè áóäåò èìåòü îáû÷íûé âèä

Hr,r′ = δr,r′εr + δr,r′+1 + δr,r′−1, r, r′ = 1, ..., N (432)

ãäå ðàñïðåäåëåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ εr ñîîòâåòñòâóåò îïèñàííûì âûøå ôðàãìåí-

òàì. Åñëè, íàïðèìåð, m = 2, òî ε1 = ε2 6= ε3 = ε4 6= ε5 = ε6 6= ... è ýëåìåíòû ε1, ε3, ε5...

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P (ε). Ðàâ-

íûå åäèíèöå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû (432) îïðåäåëÿþò ìàñøòàá ýíåðãèè. Âñþäó íèæå

ìû, êàê îáû÷íî, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë N →∞.

Äëÿ òàêîé ìîäåëè ðàññìîòðèì çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåé ãëà-

âå äèññåðòàöèè. Âîñïðîèçâåäåì çäåñü äëÿ ñâÿçíîñòè ïîâåñòâîâàíèÿ åå êîíêðåòíóþ ïîñòà-

íîâêó. Ïóñòü ïðè t = 0 êðàéíèé àòîì (r = N) áûë âîçáóæäåí è òðåáóåòñÿ íàéòè âå-

ðîÿòíîñòü D òîãî, ÷òî ýòîò àòîì îñòàíåòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèå ïðè t → ∞. Ñ

ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ

âîëíîâîé ôóíêöèåé (âåêòîðîì-ñòîëáöîì) Ψ(0) ñ êîìïîíåíòàìè Ψr(0) = δr,N , è òðåáóåòñÿ

íàéòè D = 〈|ΨN(t → ∞)|2〉, ïðè÷åì óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçà-
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öèÿì ñëó÷àéíûõ ðàñùåïëåíèé εr, r = 1, ..., N . Çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû îò

âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ψ(t) = exp
(
ıHt

)
Ψ(0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà D ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ψλ è

ñîáñòâåííûå ÷èñëà Eλ, λ = 1, ..., N ìàòðèöû (432) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D = 〈|ΨN(t→∞)|2〉 = lim
t→∞

〈∑
λλ′
|Ψλ

N |2|Ψλ′

N |2 exp ı(Eλ − Eλ′)t
〉

=
〈∑

λ

|Ψλ
N |4

〉
(433)

Êàê áûëî ñêàçàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàáîòû,[41, 31, 19] âåëè÷èíà D ÿâëÿåòñÿ êëþ-

÷åâîé â òåîðèè àíäåðñîíîâñêîé ëîêàëèçàöèè, ñîãëàñíî êîòîðîé îòëè÷èå âåëè÷èíû D îò

íóëÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà (432)

åñòü ëîêàëèçîâàííûå â ñìûñëå êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (432) â

ñïåêòðàëüíîì èíòåðâàëå [U,U +dU ], ââåäåì, êàê è âûøå, ôóíêöèþ "ó÷àñòèÿ"(293) W (U),

îïðåäåëÿþùóþñÿ ñîîòíîøåíèåì:

W (U)dU =
〈 ∑
Eλ∈[U,U+dU ]

|Ψλ
N |4

〉
, (434)

Î÷åâèäíî, D =
∫
W (U)dU . Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè âñå ñîñòîÿíèÿ â èíòåðâàëå

[U,U + dU ] äåëîêàëèçîâàíû, òî W (U) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå W (U) îòëè÷íà îò íóëÿ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè W (U) ìîæíî ïðèäàòü òàêæå ñìûñë ñðåäíåãî êâàäðàòà

ìîäóëÿ ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà êîëåáàíèé âîëíîâîé ôóíêöèè íà êðàéíåì óçëå. 32 Ïðè íàëè÷èå

ëîêàëèçàöèè ýòè êîëåáàíèÿ íå çàòóõàþò, ÷åìó è ñîîòâåòñòâóåò îòëè÷èå W (U) îò íóëÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ

ôóíêöèè ó÷àñòèÿ W (U) è âåëè÷èíû D, ïðèìåíèìûå ê îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé öåïî÷êå ñ

îïèñàííîé âûøå ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé:

W (U) =
Θ(2− |U |) ∆2M2

πm
√

4− U2
sin2

[
m arctg

(√
4− U2

U

)]
+O(∆3), D =

∆2M2

2m
+O(∆3) (435)

Çäåñü âåëè÷èíà ∆ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé P (ε),

êîòîðóþ íèæå ìû áóäåì áðàòü ââèäå (348). Íàïîìíèì, ÷òî ∆ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ðàçóïîðÿ-

äî÷åííîñòè ìîäåëè è ñëó÷àé ∆ = 0 ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ áåñïîðÿäêà.

32Â êîëåáàòåëüíûõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ äèíàìè÷åñêàÿ ìàòðèöà èìååò âèä áëèçêèé ê (432), ôóíêöèÿ

W (U) ñâÿçàíà ñ êâàäðàòîì ìîäóëÿ ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà êîëåáàíèé êðàéíåãî îñöèëëÿòîðà. Ýòà ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Ôóðüå-îáðàç àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñìåùåíèÿ êðàéíåãî óçëà.
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Èç ôîðìóëû (435) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ýíåðãèÿõ U = En, îïðåäåëÿåìûõ óñëîâèÿìè

arctg
(√4− E2

n

En

)
=
πn

m
, En = ± 2√

tg2[πn
m

] + 1
, |En| < 2, n � öåëîå, (436)

ôóíêöèÿ ó÷àñòèÿ W (En) îáðàùàåòñÿ â íóëü ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ∆3, ò.å ñîñòî-

ÿíèÿ â ýòèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ òî÷êàõ îêàçûâàþòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè äåëîêà-

ëèçîâàííûìè. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðàííûì, ïîñêîëüêó ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàííûì[19],

÷òî â îäíîìåðíîé îäíîðîäíîé ñëó÷àéíîé ñèñòåìå âñå ñîñòîÿíèÿ ëîêàëèçîâàíû. Â ñâÿçè

ñ ýòèì íàìè áûë ïðåäïðèíÿò àíàëèç ñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè W (U) ïî

ñòåïåíÿì ∆, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ýòîò ÷ëåí ðàñõîäèòñÿ ïðè U = En (436). Òàêîå "ïðî-

òèâîôàçíîå"ïîâåäåíèå âêëàäîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà äîëæíî ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ïðè

íåáîëüøîé ñòåïåíè ðàçóïîðÿäî÷åííîñòè (ò.å. ïðè ìàëûõ ∆) ôîðìóëà (435) äîëæíà õîðî-

øî ðàáîòàòü ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè, êðîìå ìàëûõ îáëàñòåé âáëèçè çíà÷åíèé En.

Â ýòèõ òî÷êàõ ( ãäå ïîïðàâêà ∼ ∆2 (435) îáðàùàåòñÿ â íóëü) äîëæíû íàáëþäàòüñÿ óçêèå

ìàêñèìóìû ôóíêöèè ó÷àñòèÿ W (U), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñõîäèìîñòè ñëåäóþùåé ïîïðàâ-

êè. Îïèñàííûé â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåò ñêàçàííîå.

0.6.2 Ñòàòèñòèêà ôóíêöèé Ãðèíà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì àíàëèç ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâà-

þùåé ôóíêöèé Ãðèíà, âî ìíîãîì ñõîäíûé ñ ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå, îäíàêî,

èìåþùèé áîëüøóþ ñòåïåíü îáùíîñòè è îðèåíòèðîâàííûé íà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèè çàäà÷è î äèíàìèêå îäíîìåðíîé öåïî÷êè ñî ñëîæíîé ñòðóê-

òóðíîé åäèíèöåé. Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà êðàåâîì

óçëå 〈|ΨN(t)|2〉 (ñ êîòîðûì èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà (433) ñâÿçàíà êàê D = 〈|ΨN(∞)|2〉)

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (297):

〈|ΨN(t)|2〉 = lim
V1,2→+0

1

4π2

∫
dU1dU2 exp[ı(U1 − U2)t]〈γ(U1 − ıV1)γ(U2 + ıV2)〉, (437)

ãäå γ(Ω) � êðàåâàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà (ÊÔÃ) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (432):

γ(Ω) ≡
∑
λ

|Ψλ
N |2

Ω− Eλ
(438)
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Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàáîòû, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âõîäÿùåãî â (437)

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà ïðè ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ýíåð-

ãèÿõ Ω1 = U1 − ıV1 è Ω2 = U2 + ıV2 íåîáõîäèìî çíàòü èõ ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ (ñòàòèñòèêó) ρ(α1β1α2β2) (ρ(α1β1α2β2)dα1dβ1dα2dβ2 ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî Re

γ(Ωi) ∈ [αi, αi + dαi] è Im γ(Ωi) ∈ [βi, βi + dβi], i = 1, 2). Ôóíêöèþ ρ ìû áóäåì èíîãäà çàïè-

ñûâàòü êàê ôóíêöèþ (âåùåñòâåííóþ) äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ zi = αi + ıβi, i = 1, 2:

ρ(α1β1α2β2) = ρ(z1z2). Ñëåäóÿ ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå[24, 41], ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ ýòîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ âî ââîäíîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèè öåïî÷êó, ñòðóêòóð-

íîé åäèíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíò, ñîñòîÿùèé èç m äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì. Ïóñòü

N åñòü íîìåð êðàéíåé äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû â êðàéíåì ôðàãìåíòå, à γN � ÊÔÃ òàêîé

öåïî÷êè. Åñëè òåïåðü ê ýòîé öåïî÷êå äîáàâèòü åùå îäèí ôðàãìåíò èç m óçëîâ ñ ðàñùåï-

ëåíèåì ε, òî ÊÔÃ γ̃, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàéíåìó óçëó ýòîé íîâîé öåïî÷êè, ìîæåò áûòü

âûðàæåíà ÷åðåç γ

γ̃(Ω) = R−1
Ω−ε(γ), (439)

ïðè÷åì ÿâíûé âèä ôóíêöèè R−1
Ω−ε(γ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî íè-

æå, à ïîêà íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå ñëó÷àÿ m = 1 :

R−1
Ω−ε(γ)|m=1 = 1/[Ω − ε − γ] (ôîðìóëà (299)). Ñîîòíîøåíèå (439) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü

ñòàòèñòèêó êðàåâûõ ôóíêöèé Ãðèíà öåïî÷êè ñ äîáàâëåííûì ôðàãìåíòîì (îáîçíà÷èì åå

ρ̃(x1, y1, x2, y2)) ÷åðåç ôóíêöèþ ρ(α1β1α2β2) èñõîäíîé öåïî÷êè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ̃(x1y1x2y2) =
∫
dεdα1dβ1dα2dβ2 P (ε) ρ(α1β1α2β2)× (440)

×δ
[
x1 − ReR−1

Ω1−ε(α1 + ıβ1)
]
δ
[
y1 − ImR−1

Ω1−ε(α1 + ıβ1)
]
×

×δ
[
x2 − ReR−1

Ω2−ε(α2 + ıβ2)
]
δ
[
y2 − ImR−1

Ω2−ε(α2 + ıβ2)
]

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ñòàòèñòèêè â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N →∞ äàåò ρ̃ = ρ

è, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû ñ δ-ôóíêöèÿìè â (440), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ

ñòàöèîíàðíîé ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÊÔÃ:

ρ(γ1, γ2) =
∫
dεP (ε)

∣∣∣∣dRΩ1−ε(γ1)

dγ1

∣∣∣∣2∣∣∣∣dRΩ2−ε(γ2)

dγ2

∣∣∣∣2ρ(RΩ1−ε(γ1),RΩ2−ε(γ2)
)

(441)
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Â ýòîì óðàâíåíèå ìû îáîçíà÷èëè ñèìâîëîì R ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòíîå (439) è çàïèñà-

ëè ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó ρ êàê ôóíêöèþ äâóõ êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ, à íå ÷åòûðåõ

âåùåñòâåííûõ, êàê â (440).

Òîò ôàêò, ÷òî â ôîðìóëå (437) ôèãóðèðóþò ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïðåäåëüíî ìàëûìè ìíè-

ìûìè ÷àñòÿìè ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ê

àíàëèçó óðàâíåíèÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîãî, ÷åì (441). Îïèðàÿñü íà îïûò, íàêîïëåí-

íûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàáîòû, çàïèøåì âõîäÿùåå â (437) óñðåäíåííîå ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû ÷åòûðåõ ñðåäíèõ:

〈γ(U1 − ıV1)γ(U2 + ıV2)〉 =
∫
dx1dy1dx2dy2ρ(x1y1x2y2)[x1x2 − y1y2 + ı(x1y2 + x2y1)] ≡ (442)

≡ 〈x1x2〉 − 〈y1y2〉+ ı〈x1y2〉+ ı〈y1x2〉,

ïðè÷åì, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå (ñì. çàìå÷àíèÿ ïîñëå ôîðìóëû (305)), äîñòàòî÷íî âû-

÷èñëèòü ëèøü âêëàä, ñâÿçàííûé ñ 〈x1y2〉 è ó÷åòâåðèòü ðåçóëüòàò. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå

(441), ìîæíî çàïèñàòü èíòåðåñóþùóþ íàñ âåëè÷èíó 〈x1y2〉 ââèäå

〈x1y2〉 =
∫
ρ(x1y1x2y2)x1y2dx1dy1dx2dy2 =

∫
dεP (ε)

∣∣∣∣dRΩ1−ε(γ1)

dγ1

∣∣∣∣2∣∣∣∣dRΩ2−ε(γ2)

dγ2

∣∣∣∣2× (443)

×ρ
(
uΩ1−ε(x1y1), vΩ1−ε(x1y1), uΩ2−ε(x2y2), vΩ2−ε(x2y2)

)
x1y2dx1dy1dx2dy2dε

ãäå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè uΩ(x, y) è vΩ(x, y) è ôèãóðèðóþùèå â (441) è (443) ÿêîáèàíû

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

uΩ(x, y) + ıvΩ(x, y) ≡ RΩ(x+ ıy), (444)∣∣∣∣dRΩi−ε(γi)

dγi

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣
∂uΩi−ε
∂xi

∂uΩi−ε
∂yi

∂vΩi−ε
∂xi

∂vΩi−ε
∂yi

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂uΩi−ε

∂xi

)2

+
(
∂vΩi−ε

∂xi

)2

, γi = xi + ıyi, (445)

(i = 1, 2) ïðè÷åì â ôîðìóëå (445) èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

Ñäåëàåì òåïåðü â èíòåãðàëå (443) çàìåíó ïåðåìåííûõ:

x̃1 = uΩ1−ε(x1y1), ỹ1 = vΩ1−ε(x1y1), x̃2 = uΩ2−ε(x2y2), ỹ2 = vΩ2−ε(x2y2) (446)

Ïîñêîëüêó ÿêîáèàíû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîâïàäàþò ñ (445), òî äëÿ 〈x1y2〉 ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå:

〈x1y2〉 =
∫
dεdx̃1dỹ1dx̃2dỹ2P (ε)ρ(x̃1ỹ1x̃2ỹ2)x1(x̃1ỹ1)y2(x̃2ỹ2), (447)
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ïðè÷åì âèä ïðåîáðàçîâàíèé x1(x̃1ỹ1) è y2(x̃2ỹ2) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé R−1
Ω−ε(γ) (439):

x1 = Re
[
R−1

Ω1−ε(x̃1 + ıỹ1)
]
, y2 = Im

[
R−1

Ω2−ε(x̃2 + ıỹ2)
]

(448)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå äèññåðòàöèè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ 〈x1y2〉 ïðè ïðå-

äåëüíî ìàëûõ ìíèìûõ ÷àñòÿõ ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ (ò.å. ïðè Vi → +0), â ôîðìóëó

(447) ìîæíî ïîäñòàâèòü âìåñòî ρ åå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ρ0, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñòî âå-

ùåñòâåííûì ýíåðãèÿì Ωi → Ui (i = 1, 2), îäíàêî, â ïðåîáðàçîâàíèÿõ (448) íåîáõîäèìî

ó÷åñòü ìíèìûå ÷àñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ Vi (ïîëüçóÿñü, ðàçóìååòñÿ, ïî ìåðå âîç-

ìîæíîñòè èõ ìàëîñòüþ). Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå

ðàáîòû (ñì. ôîðìóëû (307,308) è òåêñò ðÿäîì), ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ ρ0 ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà ââèäå

ρ0(x1y1x2y2) ≡ ρ(x1y1x2y2)
∣∣∣∣
Ω1,2=U1,2

= σU1U2(x1x2)δ(y1)δ(y2) (449)

ãäå ôóíêöèÿ σU1U2(x1, x2) îïðåäåëÿåò ñòàòèñòèêó âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé Ãðèíà è óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîìó, ÷åì (441):

σU1U2(x1x2) =
∫
dε P (ε) σU1U2

[
RU1−ε(x1),RU2−ε(x2)

]∣∣∣∣dRU1−ε(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2−ε(x2)

dx2

∣∣∣∣, (450)

Òàêèì îáðàçîì, â ôîðìóëàõ (447) è (448) ìîæíî ñðàçó ïîëîæèòü ỹ1,2 = 0, ïîñêîëüêó â âû-

ðàæåíèå äëÿ ρ0 (449) âõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå äåëüòà-ôóíêöèè. Ñëåäóþùèé øàã çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âõîäÿùåé â ôîðìóëó (448) âåëè÷èíû x1 ìîæíî íàïèñàòü ïðåäåëüíîå

ïðè V1 → 0 âûðàæåíèå

x1 = R−1
U1−ε(x̃1), (451)

ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèÿ (439) äëÿ âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòà γ è ýíåðãèè Ω äàåò âåùå-

ñòâåííûé ðåçóëüòàò.

Ñóùåñòâåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ôèãóðèðóþùåé â (448) âåëè÷èíû y2, êî-

òîðàÿ, ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé, èìååò âèä y2 = Im R−1
U2+ıV2−ε(x̃2). Â îáùåì

ñëó÷àå ìíèìàÿ ÷àñòü â ýòîì âûðàæåíèå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå âå-

ùåñòâåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ R−1
Ω2−ε ïðè V2 → 0. Èñêëþ÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îñîáûå òî÷êè

ïðåîáðàçîâàíèÿ R−1
Ω2−ε, ò.å. òàêèå çíà÷åíèÿ åãî àðãóìåíòà x0, ïðè êîòîðûõ R−1

U2−ε(x0)→∞.
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33 Íà ýòîì ýòàïå âû÷èñëåíèé íàì óæå íåîáõîäèì ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ R−1
Ω (x) [33]:

R−1
Ω (x) =

sin(mϕ)− sin[(m− 1)ϕ] x

sin[(m+ 1)ϕ]− sin(mϕ) x
≡ aΩ + bΩx

cΩ + gΩx
, (452)

ãäå34

ϕ = −arctg
[√

4− Ω2

Ω

]
− πΘ(−Ω)

Îñîáàÿ òî÷êà z0 = −cΩ/gΩ ≡ α0 + ıβ0 ôóíêöèè R−1
Ω (z) ñîîòâåòñòâóåò íóëþ çíàìåíàòåëÿ

(452) è â èíòåðåñóþùåì íàñ ïðåäåëå Im Ω→ 0 åå ìíèìàÿ ÷àñòü ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ β0 → 0.

Èìåÿ ýòî ââèäó è ðàññóæäàÿ òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðîñòîì ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì

â ñíîñêå, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûðàæåíèå (448) äëÿ y2 ìîæåò áûòü çâïèñàíî ââèäå

y2

∣∣∣∣
V2→0

= lim
V2→0

Im
[
R−1

Ω2−ε(x̃2)
]

= π
aUgU − bUcU

g2
U

δ
(
x̃2 +

cU
gU

)
, U ≡ U2 − ε (453)

Èç ôîðìóë (451) è (452) ñëåäóåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ x1 (448)

x1

∣∣∣∣
V1→−0

=
aU + bUx

cU + gUx
, U = U1 − ε (454)

Çàìåíÿÿ òåïåðü â ôîðìóëå (447) ρU1U2(x1y1x2y2) → σU1U2(x1x2)δ(y1)δ(y2), (ôîðìóëà

(449)) è ïîäñòàâëÿÿ òóäà âûðàæåíèÿ (453) è (454) äëÿ y2 è x1, ïîëó÷èì

〈x1y2〉 = π
∫
dεdxP (ε)σU1U2

(
x,−cU2−ε

gU2−ε

)
aU2−εgU2−ε − bU2−εcU2−ε

g2
U2−ε

aU1−ε + bU1−εx

cU1−ε + gU1−εx
(455)

Äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ ýòîé ôîðìóëû ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

z = R−1
U1−ε(x) =

aU1−ε + bU1−εx

cU1−ε + gU1−εx
. Òîãäà x = RU1−ε(z), dx =

dRU1−ε(z)

dz
dz (456)

è ôîðìóëà (455) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈x1y2〉 = −π
∫
dεdz z P (ε)

dRU1−ε(z)

dz
σU1U2

(
RU1−ε(z),−cU2−ε

gU2−ε

)
aU2−εgU2−ε − bU2−εcU2−ε

g2
U2−ε

(457)

33Ýòî ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. Ïóñòü, íàïðèìåð, R−1(γ) = 1/[Ω+γ], ãäå â îáùåì ñëó÷àå

Ω = U + ıV è γ = x + ıy. Ïðè âåùåñòâåííûõ Ω è γ (V = y = 0) ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âåùåñòâåííî è èìååò

îñîáóþ òî÷êó x0 = −U . Åñëè V 6= 0, òî ó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ ÷àñòü, ëîêàëèçîâàííàÿ

(ïðè ìàëîì V ) â ýòîé îñîáîé òî÷êå: Im R−1(x) = −V/[(x + U)2 + V 2] → −πδ(x + U). Â íàøåì ñëó÷àå

ïðåîáðàçîâàíèå R−1
Ω−ε(γ) áîëåå ñëîæíîå, íî ìíèìàÿ ÷àñòü âîçíèêàåò òàê æå êàê â ýòîì ïðîñòîì ïðèìåðå.

34×ëåí ñ Θ-ôóíêöèåé â íèæåñëåäóþùåé ôîðìóëå èìååò ñìûñë òîëüêî êîãäà âåëè÷èíà Ω âåùåñòâåííà.

Ýòîò ÷ëåí îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü óãëà ϕ(Ω) ïðè |Ω| < 2.
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Èñïîëüçóåì òåïåðü óðàâíåíèå (450), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

lim
a→∞

a2σU1U2(z, a) = lim
a→∞

∫
dεP (ε)σU1U2

(
RU1−ε(z),RU2−ε(a)

)
dRU1−ε(z)

dz

dRU2−ε(a)

da
a2 (458)

Èç ôîðìóëû (452) íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

RU(z) =
aU − cUz
gUz − bU

,
dRU(z)

dz
=
bUcU − aUgU
[gUz − bU ]2

, (459)

è âû÷èñëèòü âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (458) ïðåäåëû

lim
a→∞
RU2−ε(a) = −cU2−ε

gU2−ε
, lim

a→∞

dRU2−ε(a)

da
a2 =

bU2−εcU2−ε − aU2−εgU2−ε

g2
U2−ε

(460)

Èìåÿ ýòî ââèäó è ñðàâíèâàÿ (458) ñ (457), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

〈x1y2〉 = π lim
a→∞

a2
∫
σU1U2(x, a)xdx (461)

0.6.3 Âû÷èñëåíèå âêëàäà 〈x1y2〉

Ñäåëàåì â ôîðìóëå (437) çàìåíó ïåðåìåííûõ ω ≡ U2 − U1, U = U1. Òîãäà, ñ ó÷åòîì çà-

ìå÷àíèÿ, ïðèâåäåííîãî ïîñëå ôîðìóëû (442) è ïîëó÷åííîãî âûøå âûðàæåíèÿ (461), äëÿ

èíòåðåñóþùåé íàñ âåëè÷èíû D ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

D = 〈|ΨN(t→∞)|2〉 =
ı

π2
lim

V1,2→0,t→∞

∫
eıωt〈x1y2〉dωdU = (462)

=
ı

π
lim

a→∞,t→∞

∫
eıωta2σU,U+ω(x, a)xdxdωdU

Ïðè÷åì, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå äèññåðòàöèè (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå ôîð-

ìóëû (306)), ôóíêöèÿ ó÷àñòèÿ W (U) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç âûðàæåíèÿ (462), åñëè â

íåì îïóñòèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî U :

W (U) =
ı

π
lim

a→∞,t→∞

∫
eıωta2σU,U+ω(x, a)xdx (463)

Êàê è âûøå, ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé óçëîâ P (ε) â ñëåäóþùåì âèäå

P (ε) =
1

∆
p
(
ε

∆

)
, ãäå p(x) > 0,

∫
p(x)dx = 1,

∫
p(x)xndx = Mn è M1 = 0. (464)

Â ñëó÷àå óïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ∆ → 0 è D = W (U) = 0. Ðàçâèòàÿ â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå äèññåðòàöèè[41] òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (308), àíàëîãè÷íîãî
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(450), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì âåëè÷èíû ∆, ïðè÷åì ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ

ïîïðàâêà èìååò ïîðÿäîê ∆2. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàáîòû òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí D è W (U) íåîáõîäèìà òîëüêî ñèíãóëÿðíàÿ ïî ω = U2 − U1 ÷àñòü

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà (â íàøåì ñëó÷àå óðàâíå-

íèÿ (450)), ïðè÷åì ñèíãóëÿðíîñòü èìååò âèä ïîëþñà. Ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü óêàçàííóþ

ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü ñèìâîëîì sing, òî äëÿ íåå ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

sing σUω(x1x2) =
∆2

ω
FU(x1x2) +O(∆3) (465)

Òîãäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (461), äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè W (U) ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

W (U) = −∆2 lim
a→∞

a2
∫
FU(x, a)xdx+O(∆3) (466)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò îïèñàíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (450) è

ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè FU(x1x2).

0.6.4 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (450)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð ∆ ìàë è ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ σU1U2(x1x2) â âèäå

ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ∆

σU1U2(x1x2) =
∞∑
n=0

Qn(x1, x2)∆n (467)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ σU1U2 [RU1−ε(x1),RU2−ε(x2)]|dRU1−ε(x1)

dx1
||dRU2−ε(x2)

dx2
|, ñòîÿùóþ ïîä çíàêîì

èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (450), â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε. Òîãäà óðàâíåíèå (450) äàåò

∞∑
n=0

Qn(x1, x2)∆n = (468)

∞∑
n,l=0

Mn∆n+l

n!

∂n

∂εn

{
Ql

[
RU1−ε(x1),RU2−ε(x2)

]∣∣∣∣dRU1−ε(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2−ε(x2)

dx2

∣∣∣∣}
ε=0

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ ∆ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (468), ïî-

ëó÷àåì ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Qn:

∆0 : Q0(x1x2)−Q0

[
RU1(x1),RU2(x2)

]∣∣∣∣dRU1(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2(x2)

dx2

∣∣∣∣ = 0 (469)
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Ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîãî ìîìåíòà ôóíêöèè P (ε) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî Q1(x1x2) = 0

∆2 : Q2(x1x2)−Q2

[
RU1(x1),RU2(x2)

]∣∣∣∣dRU1(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2(x2)

dx2

∣∣∣∣ = (470)

=
M2

2

∂2

∂ε2

{
Q0

[
RU1−ε(x1),RU2−ε(x2)

]∣∣∣∣dRU1−ε(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2−ε(x2)

dx2

∣∣∣∣}
ε=0

è ò.ä.

Îïðåäåëèì òåïåðü ëèíåéíûé îïåðàòîð Hm, êîòîðûé äåéñòâóåò íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ

f(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Hm
U f(x) ≡ dRU

dx
f [RU(x)] (471)

Çäåñü RU(x) � îòîáðàæåíèå îáðàòíîå (452). Â ïðåäûäóùåé ãëàâå äèññåðòàöèè (ñì. Ïðè-

ëîæåíèå 2) äëÿ îïåðàòîðà H1f(x) = f(U − 1/x)/x2 (m = 1) áûëà ðåøåíà ñïåêòðàëüíàÿ

çàäà÷à è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè |U | < 2 åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè σnU(x) è ñîáñòâåííûå ÷èñëà

λn îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

σnU(x) = LU(x)
[
R∗U − x
RU − x

]n
≡ LU(x)Gn

U(x), λn =
(
U + ı

√
4− U2

U − ı
√

4− U2

)n
, |λn| = 1 (472)

ãäå

GU(x) =
R∗U − x
RU − x

RU =
U + ı

√
4− U2

2
R∗U =

U − ı
√

4− U2

2
,

à ëîðåíòöèàí LU(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

LU(x) =

√
4− U2

2π

1

x2 − Ux+ 1
=

1

2πı

[
1

x−RU

− 1

x−R∗U

]
(473)

Íàïîìíèì ïîëó÷åííîå âûøå (430, 431) ïðàâèëî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñèñòåìó ôóíêöèé

(472), êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà ââèäå ðÿäà:

f(x) =
+∞∑

n=−∞
Anσ

n
U(x), ãäå An =

∫ f(x)

Gn
U(x)

dx (474)

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè σnU(x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè òàêæå è äëÿ

îïåðàòîðàHm (471), à ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ êàêm-ÿ ñòåïåíü ÷èñåë (472):HmσnU(x) =

λmn σ
n
U(x). Ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð Hm ôèãóðèðóåò â óðàâíåíèÿõ (469) è (470) è, ïðè-

íèìàÿ âî âíèìàíèÿ åãî ñâîéñòâà, îïèñàííûå âûøå, ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ

Q0(x1x2):

Q0(x1x2) = LU1(x1)LU2(x2) (475)
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Äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (470) çàïèøåì èñêîìóþ ôóíêöèþQ2(x1x2) ââè-

äå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà (471):

Q2(x1x2) =
∑

|n|+|l|6=0

Cnlσ
n
U1

(x1)σlU2
(x2) (476)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (470) è ïðîèçâîäÿ ñ ïîìîùüþ (474) ðàçëî-

æåíèå åãî ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Cnl, âõîäÿùèõ â (476), ñëåäóþùèå

ôîðìóëû:

Cnl =
1

1− λmn (U1)λml (U2)

M2

2

∂2

∂ε2

[
Jn(U1 ε)Jl(U2 ε)

]
ε=0

(477)

ãäå Jn(U ε) (íå ïóòàòü ñ (360)!) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Jn(U ε) ≡
∫ LU(RU−ε(x))R′U−ε(x)

Gn
U(x)

dx =
∫ LU(z)

Gn
U(R−1

U−ε(z))
dz = J∗−n(U ε) (478)

Ïðè ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (470) ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå (475) äëÿ ôóíêöèè

Q0(x1x2).

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ñèíãóëÿðíàÿ ïî ω = U2 − U1 ÷àñòü

Q2(x1x2). Äëÿ âûäåëåíèÿ ýòîé ÷àñòè â ôîðìóëå (476) ñëåäóåò ñîõðàíèòü òîëüêî ñëàãà-

åìûå ñ n = −l, ïîñêîëüêó òîëüêî äëÿ ýòèõ ñëàãàåìûõ çíàìåíàòåëü 1 − λmn (U1)λml (U2) â

âûðàæåíèÿõ (477) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ω = U2 − U1 = 0. Ðàñ÷åò, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷-

íûé âûïîëíåííîìó â ïðåäûäóùåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó

âûðàæåíèþ äëÿ âõîäÿùåé â ôîðìóëó (465) ôóíêöèè FU(x1x2):

FU(x1x2) = − ıM2

4m

√
4− U2

∑
n6=0

∂2

∂ε2

∣∣∣∣Jn(U ε)
∣∣∣∣2
ε=0

σnU(x1)σ−nU (x2)

n
(479)

Ïðèâåäåì òåïåðü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ (478):

J0(U, ε) = 1, Jn(U ε) = G−nU

(
R−1
U−ε(RU)

)
= [J1(U, ε)]n n > 0 (480)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì (478) ïî âû÷åòàì, ïðè÷åì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

âõîäÿùèõ â (479) ïðîèçâîäíûõ, âåëè÷èíó ε ìîæíî ñ÷èòàòü íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî ðàñïî-

ëîæåíèå ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïî îòíîøåíèþ ê âåùåñòâåííîé îñè îò íåå

íå çàâèñèò.

Ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííûìè â [33] ñâîéñòâàìè ôóíêöèé GU(x) (472) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùåå ñîîòíîøåíèå

1

Gn
U(R−1

U (z))
= λnm1

1

Gn
U(z)

= λmn1

(
RU − z
R∗U − z

)n
(481)
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èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî Jn(U, 0) = 0 ïðè n 6= 0 è ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå

G−1
U (R−1

U−ε(RU)) ïî ñòåïåíÿì ε íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé ñòåïåíè ε è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â

ñëåäóþùåì âèäå:

G−1
U (R−1

U−ε(RU)) = J1(U, ε) = KUε+ TUε
2 +O(ε3) (482)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (480) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñóììå (479) îñòàþòñÿ

òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå J±1(Uε), äëÿ êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èõ êâàäðàòà

ìîäóëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè ε = 0. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (479) äëÿ ôóíêöèè FU(x1x2)

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî âèäó:

FU(x1x2) = − ıM2

2m

√
4− U2|KU |2

[
σ1
U(x1)σ−1

U (x2)− σ−1
U (x1)σ1

U(x2)
]

(483)

Ïðÿìîå àëãåáðàè÷åñêîå âû÷èñëåíèå, èñïîëüçóþùåå ÿâíûå âûðàæåíèÿ (472) äëÿ ôóíêöèè

GU(x) è (452) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ R−1
U (x), ïîêàçûâàåò ÷òî

KU =
Rm+1
U

4− U2
[(R∗U)m −Rm

U ], |KU |2 = 4
(

sinmϕ

4− U2

)2

(484)

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ è ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíê-

öèé σnU(x) ∫
σnU(x)xdx =

ı

2

n

|n|
√

4− U2 lim
a→∞

a2σnU(a) =

√
4− U2

2π
, (485)

ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (466) ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè ó÷àñòèÿ W (U) è âåëè÷èíû D âûðàæå-

íèÿ (435).

0.6.5 Òî÷êè äåëîêàëèçàöèè

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââîäíîé ÷àñòè äàííîé ãëàâû, ïîÿâëåíèå ïðåäñêàçûâàåìûõ ôîðìó-

ëîé (435) "òî÷åê äåëîêàëèçàöèè"(436) ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäèâèòåëüíûì, ïðèíèìàÿ âî âíè-

ìàíèå èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé ñèñòåìå âñå ñîñòîÿíèÿ

ëîêàëèçîâàíû[19]. Òîò ôàêò, ÷òî ðàññ÷èòàííûé âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé õà-

ðàêòåð ñîñòîÿíèé (ëîêàëèçîâàíûé - äåëîêàëèçîâàííûé) ãàìèëüòîíèàíà (432) â ýòèõ ýíåð-

ãåòè÷åñêèõ òî÷êàõ îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå, êàê è â ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå,

ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèÿìè (436) ñëåäóåò ïðî-

àíàëèçèðîâàòü ñòàòèñòèêó ôóíêöèé Ãðèíà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿä-

êà ÷åì ∆2. Ïîëíûé àíàëèç òàêîãî ðîäà îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì. Òåì íå ìåíåå, ñ
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ïîìîùüþ ïðèâîäèìûõ íèæå ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðåäñêàçàòü

ïîâåäåíèå ôóíêöèè ó÷àñòèÿW (U) èìåííî â îêðåñòíîñòè òî÷åê En (436), ãäå (êàê ýòî áûëî

ïîêàçàíî âûøå) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, èìåþùèõ ïîðÿäîê ñòàðøå ∆2, îíà îáðàùàåòñÿ â

íóëü (435).

Äîïóñòèì, ÷òî íå÷åòíûå ìîìåíòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé óçëîâ P (ε) (464)

ðàâíû íóëþ (M2n+1 = 0) è ðàññìîòðèì ïîïðàâêó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà Q4 â ðàçëîæåíèå

(467) ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ýòîé ïî-

ïðàâêè ïîëó÷àåòñÿ òàêæå êàê óðàâíåíèå (470) äëÿ Q2 è èìååò âèä:

∆4 : Q4(x1x2)−Q4

[
RU1(x1),RU2(x2)

]∣∣∣∣dRU1(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2(x2)

dx2

∣∣∣∣ = (486)

=
M2

2

∂2

∂ε2

{
Q2

[
RU1−ε(x1),RU2−ε(x2)

]∣∣∣∣dRU1−ε(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2−ε(x2)

dx2

∣∣∣∣}
ε=0

+

+
M4

4!

∂4

∂ε4

{
Q0

[
RU1−ε(x1),RU2−ε(x2)

]∣∣∣∣dRU1−ε(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2−ε(x2)

dx2

∣∣∣∣}
ε=0

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âêëàäîâ, ïðè÷åì, åñëè çàâèñè-

ìîñòü êàêîãî-ëèáî èç íèõ îò ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ U1,2 èìååò îñîáåííîñòü, òî òàêóþ

îñîáåííîñòü áóäåò èìåòü è èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Q4(x1x2). Ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûå

÷ëåíû ðÿäà (476) äëÿ âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòü (486) ôóíêöèè Q2(x1x2) ðàñõîäÿòñÿ ïðè

çíà÷åíèÿõ èõ ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ U1,2 ðàâíûõ En (436).

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (477),(480) è (482) ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èç êîýôôèöèåíòîâ

Cnl (477) îòëè÷íûìè îò íóëÿ áóäóò òîëüêî C11 = C∗−1,−1, C1,−1 = C∗−1,1, C1,0 = C∗−1,0, C0,1 =

C∗0,−1, C±2,0, C0,±2. Íàïèøåì âûðàæåíèå, íàïðèìåð, äëÿ C1,0. Ôîðìóëà (477) äàåò:

C1,0 =
M2TU1

1− λm1 (U1)
, (487)

ãäå TU1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (482). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî λ1(En)m = 1 (472) è

TEn 6= 0 (482). Ýòî è ïðèâîäèò ê óïîìÿíóòîé âûøå ðàñõîäèìîñòè Q4(x1x2) ïðè U1 = En, êî-

òîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè ïîïðàâêè ∼ ∆4 ê ôóíêöèè ó÷àñòèÿW (U).

×ëåíû ðàçëîæåíèÿ Q2(x1x2), ïðîïîðöèîíàëüíûå C−1,0, C0,1 è C0,−1, òàêæå ðàñõîäÿòñÿ ïðè

U1,2 = En (436), ïðè÷åì êîìïåíñàöèè ðàñõîäèìîñòåé íå ïðîèñõîäèò.

Õàðàêòåð ñïåêòðàëüíîãî ïîâåäåíèÿ äðóãèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ Q2(x1x2) ïðè U1,2 = En
(436) ñóùåñòâåííî èíîé. Íàïðèìåð, êîýôôèöèåíò C1,1, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

C1,1 = M2
KU1KU2

1− λm1 (U1)λm1 (U2)
, (488)
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ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè U1,2 = En (436), ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå KU1KU2 ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ

áûñòðåå ÷åì 1 − λm1 (U1)λm1 (U2). Ïîÿâëåíèå ðàñõîäèìîñòåé âîçìîæíî è â ýíåðãåòè÷åñêèõ

òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò En (436), ãäå ñâÿçàííûå ñ íèìè îñîáåííîñòè ôóíêöèè W (U), îäíàêî,

íå ñòîëü çàìåòíû, ïîñêîëüêó âû÷èñëåííàÿ âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ∆ ôóíêöèÿ W (U) â ýòèõ

òî÷êàõ îòëè÷íà îò íóëÿ.

Îïèñàííàÿ âûøå ðàñõîäèìîñòü äîëæíà ïðîÿâëÿòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ ó÷àñòèÿW (U)

ïðè ýíåðãèÿõ U = En (436), ìîæåò èñïûòûâàòü ñèëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ôîðìóëû (435),

ïðè÷åì ðàçìåð ñïåêòðàëüíûõ îáëàñòåé âáëèçè òî÷åê En (436), ãäå ïîïðàâêà ∼ ∆4 (è, âîç-

ìîæíî, ïîïðàâêè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà) íà÷èíàþò ïðåâîñõîäèòü âû÷èñëåííóþ â äàííîé

ðàáîòå ïîïðàâêó ∼ ∆2 (435), áóäåò óáûâàòü ïðè óìåíüøåíèå áåñïîðÿäêà ∆. Ïîñêîëüêó

âû÷èñëåííàÿ â ðàáîòå ïîïðàâêà ∼ ∆2 ê ôóíêöèè ó÷àñòèÿ W (U) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè

U = En (436), òî ðàñõîäÿùèåñÿ ïîïðàâêè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà äîëæíû ïðèâîäèòü ê

ïîÿâëåíèþ óçêèõ (ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ∆) ìàêñèìóìîâ â ýòèõ ñïåêòðàëüíûõ òî÷êàõ.

Êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå àìïëèòóäû è ôîðìû ýòèõ ìàêñèìóìîâ, ïî-âèäèìîìó, òðåáóåò

ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷ëåíîâ îïèñàííîé âûøå òåîðèè âîç-

ìóùåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (450) è âûõîäèò çà ðàìêè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

0.6.6 ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Âñå ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ áåñêîíå÷íîé îäíîìåðíîé öåïî÷-

êè, ïîýòîìó ïðè êîìïüþòåðíîé ïðîâåðêå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû

(432) íàñòîëüêî áîëüøîãî ðàçìåðà, ÷òî âû÷èñëåííûå äëÿ íèõ âåëè÷èíû (433) è (434) óæå

ïåðåñòàþò îò íåãî çàâèñåòü. Ïðè âûáîðå ðàçìåðà ìàòðèö äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ìîæíî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ íàãëÿäíûì ñìûñëîì ôîðìóë (435), êîòîðûé ìû ñåé÷àñ îïèøåì

35.

Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà èçó÷àåìîé â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äèíàìèêè

âîçáóæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óêàçàííîå âîçáóæäåíèå, áóäó÷è ïîëíîñòüþ ñîñðåäî-

òî÷åííûì íà êðàéíåì óçëå N ïðè t = 0, îñòàåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì âáëèçè ýòîãî óçëà è ïðè

t→∞. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷íîé

35Âñå ïðèâåäåííûå íèæå çàìå÷àíèÿ, ðàçóìååòñÿ, ïðèëîæèìû è ê ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì, îïèñàííûì

â ïðåäûäóùåé ãëàâå äèññåðòàöèè.
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îò íóëÿ ëèøü íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ÷èñëå óçëîâ L âáëèçè êðàéíåãî óçëà. Âû÷èñëåííàÿ

âûøå âåëè÷èíà D = 〈|ΨN(t→∞)|2〉 (294) è óñëîâèå íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè äàþò

âîçìîæíîñòü îöåíèòü ÷èñëî L êàê L ∼ 1/D è ââåñòè ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå

ñðåäíåãî ðàäèóñà ëîêàëèçàöèè 〈L〉:

〈L〉 ≡ 1

D
=

2m

M2∆2
(489)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàçìåð ìàòðèö N äîëæåí ñóùåñòâåííî ïðå-

âîñõîäèòü 〈L〉.

Âû÷èñëåííàÿ â ýòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ôóíêöèÿ ó÷àñòèÿW (U) (435) ïîçâîëÿåò ñóäèòü

î ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ðàäèóñà ëîêàëèçàöèè. Íàïðèìåð, åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà-

÷åíèå ýíåðãèè U ôóíêöèÿ W (U) â k ðàç ìåíüøå åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ðàâíîãî D/V0, ãäå

V0 ≈ 4 � øèðèíà ñïåêòðà ìàòðèöû (432)), òî ìîæíî ñêàçàòü36, ÷òî ðàäèóñ l(U) ëîêàëèçà-

öèè ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé U â k ðàç áîëüøå 〈L〉, ò.å. l(U) = 1/[V0W (U)]. Èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííî ôóíêöèÿ W (U) ìîæåò ñèëüíî îòêëîíÿòñÿ îò ôîðìóëû (435)

âáëèçè "òî÷åê äåëîêàëèçàöèè"U = En (436), ïîñêîëüêó ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé ñ

ýíåðãèÿìè áëèçêèìè ê En ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ñðåäíèé 〈L〉 è ìîæåò ñòàòü áîëüøå

ðàçìåðà N ìàòðèö, èñïîëüçóåìûõ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå.

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ìèíèìàëüíûé ðàçìåð

ìàòðèöû, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè, óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè

ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ ∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî ïðèíåáðå÷ü ÷ëåíàìè áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ÷åì âòîðîé, â ôîðìóëàõ (435) âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà D << 1, ÷òî èìååò

ìåñòî òîëüêî ïðè ìàëûõ ∆. Ïîýòîìó ñòåïåíü ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ ∆ è ðàçìåð ìàòðèö N ïðè

÷èñëåííîé ïðîâåðêå äîëæíû âî âñÿêîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

1

N
<<

M2∆2

2m
<< 1 (490)

Ìíîãî÷èñëåííûå êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìàòðèöàìè (432) ðàçëè÷íîãî ðàçìåðàN è

ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ äèàãîíàëüíîãî ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ ∆ ïîäòâåðæäàþò ñäåëàííûå âûøå

êà÷åñòâåííûå çàêëþ÷åíèÿ.
36Ïðèâîäèìîå ðàññóæäåíèå îòíîñèòñÿ ê ñïåêòðàëüíûì îáëàñòÿì, ãäå íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíèöó ïëîò-

íîñòü ñîñòîÿíèé íå ñëèøêîì îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 1/V0 è ñïðàâåäëèâî ïðàêòè÷åñêè

âåçäå çà èñêëþ÷åíèåì êðàåâ ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà.
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Ïðè êîìïüþòåðíîé ïðîâåðêå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè óçåëüíûõ ýíåðãèé (464) ìû

èñïîëüçîâàëè ôóíêöèþ p(x) = Θ(x + 0.5) − Θ(x − 0.5),M2 = 1/12. Íà ðèñ.24 ïîêàçàíû

ñïåêòðàëüíûå çàâèñèìîñòè ôóíêöèèW (U)dU , ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî ïî ôîðìóëå (434) (çà-

øóìëåííûå ãðàôèêè) è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (435) (ãëàäêèå êðèâûå). Ðàñ÷åòû

ïðîâîäèëèñü ïðè ∆ = 0.5, dU = 1/50, m = 2 (ðèñ.24a) è m = 3 (ðèñ.24b). Ðàçìåð ìàòðèö

ñîñòàâëÿë N = 4000, ïðè÷åì ïðîèçâîäèëîñü óñðåäíåíèå ïî 100 ðåàëèçàöèÿì. Èç ðèñ.24a,b

âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ÷èñëåííûõ è òåîðåòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé

(435), ïðè÷åì íà îáîèõ ðèñóíêàõ îò÷åòëèâî íàáëþäàþòñÿ "òî÷êè äåëîêàëèçàöèè"(436).

Óçêèå ìàêñèìóìû ÷èñëåííûõ ãðàôèêîâ â ýòèõ òî÷êàõ ñîîòâåòñòâóþò êà÷åñòâåííûì ïðåä-

ñêàçàíèÿì, ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Íà ðèñ.24c ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû àíà-

ëîãè÷íûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñ m = 3 è ∆ = 0.25. Â ýòîì ñëó÷àå

ôîðìóëà (489) äàåò 〈L〉 = 1152 è ïðè N = 4000 óñëîâèå (490) âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî

ñëàáî. Èç ðèñ.24c âèäíî, ÷òî â ñïåêòðàëüíûõ îáëàñòÿõ âáëèçè òî÷åê äåëîêàëèçàöèè, ãäå

ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé ïðåâîñõîäèò 〈L〉 (489) è ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ N , ðàñ-

õîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé áîëåå çàìåòíî,

÷åì âäàëè îò óêàçàííûõ òî÷åê.

Êàê è âåçäå â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïðè ðàñ÷åòàõ íå ïðîâîäèëîñü íèêàêîé

ïîäãîíêè.
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Ðèñ. 24: Ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ

öåïî÷êàõ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé. Çàøóìëåííûå çàâèñèìîñòè ïîëó÷åíû êîì-

ïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì, ãëàäêèå êðèâûå � ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (435). Ðàçìåð ñëó-

÷àéíûõ ìàòðèö âî âñåõ ñëó÷àÿõ N = 4000. Çíà÷åíèÿ ïðî÷èõ ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèå: (a)

∆ = 0.5,m = 2, (b) ∆ = 0.5,m = 3, (c) ∆ = 0.25,m = 3. Âî âñå ñëó÷àÿõ dU = 1/50.
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0.7 ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÑÒÅÏÅÍÈËÎ-

ÊÀËÈÇÀÖÈÈ Â ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÐÀÇÓÏÎÐßÄÎ-

×ÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ËËÎÉÄÀ

0.7.1 Ââåäåíèå, ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ôèçèêà ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâè-

åì óíèâåðñàëüíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ âîçíèêàþùèõ â íåé ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó

îïèñàííàÿ âûøå ìåòîäèêà àíàëèçà ëîêàëèçàöèîííûõ ñâîéñòâ îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ñè-

ñòåì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé â ãëàâàõ 4 è 5 äèññåðòàöèè áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ëîêàëè-

çàöèîííûå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé (áèíàðíî

ðàçóïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà ñ ïðîèçâîëüíîé ýíåðãèåé äåôåêòà, ñëàáîðàçóïîðÿäî÷åííàÿ ñè-

ñòåìà ñ ïðîñòîé è ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé), ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ,

êàê îáëàäàþùàÿ èçâåñòíîé óíèâåðñàëüíîñòüþ. Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèè ýòà ìåòîäèêà,

èñïîëüçóþùàÿ ïîñòðîåíèå ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíê-

öèé Ãðèíà, áóäåò ïðèìåíåíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ åùå îäíîãî òèïà ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäå-

ëåé, îòëè÷àþùåãîñÿ îò ðàññìîòðåííûõ ðàíåå, è ïðèíàäëåæàùåãî, êàê ãîâîðÿò, ê äðóãîìó

"êëàññó óíèâåðñàëüíîñòè". Ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà H ìîäåëåé ýòîãî êëàññà èìååò ñòàí-

äàðòíûé âèä

Hrr′ = δrr′εr + δr,r′+1 + δr,r′−1, r, r′ = 1, 2, ..., N, N →∞, (491)

à ñïåöèôèêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ε) ñëó÷àéíûõ óçåëüíûõ

ýíåðãèé εr ìîæåò óáûâàòü (ïðè ε → ±∞) íàñòîëüêî ìåäëåííî, ÷òî âñå åå ÷åòíûå ìî-

ìåíòû, êðîìå íóëåâîãî, ðàñõîäÿòñÿ. Ïðèìåðîì ïîäîáíîé ìîäåëè ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü

Ëëîéäà[16], â êîòîðîé P (ε) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè. Êàê èçâåñòíî,[16, 19] äëÿ

ìîäåëè Ëëîéäà âîçìîæíî òî÷íîå âû÷èñëåíèå óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà (ñì. ôîðìóëó

(51)), îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé â òàêîé ìîäåëè

àêòèâíî èññëåäîâàëàñü [47, 48, 69, 50, 51, 46], ïîëó÷åííûå íèæå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ

ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè â ñìûñëå êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà, ïî íàøèì

ñâåäåíèÿì, íèãäå íå îñâåùàëèñü. Îòìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå ïîäîáíûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëÿåò

ìåòîäè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå îáû÷íîé òåîðèè âîçìóùåíèé â äàííîì
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ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ôèçè÷åñêèå ìåõàíèçìû áåñ-

ïîðÿäêà, ïðèâîäÿùèå ê ñëàáîóáûâàþùåé ñòàòèñòèêå óçåëüíûõ ýíåðãèé[71].

Äëÿ àíàëèçà ëîêàëèçàöèè â ìîäåëÿõ îïèñàííîãî âûøå êëàññà ìû ïðèìåíèì èçëîæåí-

íóþ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè ìåòîäèêó [41], îñíîâàííóþ íà ïîñòðîåíèè ñîâ-

ìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà. Â íàñòîÿùåé ãëàâå

ðàáîòû áóäåò ïðîèçâåäåíî îáîáùåíèå ýòîé ìåòîäèêè íà ñëó÷àé äèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî-

÷åííûõ 1D ìîäåëåé îïèñàííîãî âûøå êëàññà, êîãäà ïðèâåäåííûå ðàíåå ôîðìóëû (296),

âûðàæàþùèå êðèòåðèé Àíäåðñîíà D è ñïåêòðàëüíóþ çàâèñèìîñòü ëîêàëèçàöèè W (U)

÷åðåç âòîðîé ìîìåíò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé
∫
P (ε)ε2dε, îêàçûâàþòñÿ

íåïðèìåíèìûìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ïðèâîäèì ðàñ÷åòû äëÿ ìîäåëè Ëëîéäà è ïîêàçû-

âàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà îò ïàðàìåòðà øèðèíû ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëü-

íûõ ýíåðãèé â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíàÿ, à íå êâàäðàòè÷íàÿ (296), êàê äëÿ áûñòðî óáûâàþùèõ

ðàñïðåäåëåíèé[41].

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êîëè÷åñòâåííûå îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿåìûõ íèæå âåëè÷èí[41]

â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò òàêîâûì èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ãëàâ äèññåðòàöèè, ïîýòîìó çäåñü

ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü êðàòêèì íàïîìèíàíèåì. Ðàññìîòîðèì äëèííóþ ðàçóïîðÿäî÷åííóþ

öåïî÷êó, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì (491), è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè t = 0 âîçáóæäåíèå áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íà êðàéíåì óçëå N ýòîé öåïî÷êè. Ââåäåì

êðèòåðèé Àíäåðñîíà D êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîçáóæäåíèå îñòàíåòñÿ íà èñõîäíîì óç-

ëå N ïðè t→∞. Êàê èçâåñòíî, â óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå D = 0 è ïîÿâëåíèå (âñëåäñòâèè

áåñïîðÿäêà) â ñïåêòðå ãàìèëüòîíèàíà (491) ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóåò óñëî-

âèþ D 6= 0[31, 19, 41].

Åñëè Ψλ è Eλ ñóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû (491), òî âåëè-

÷èíà D ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (293)

D =
∫
W (U)dU, ãäå W (U)dU =

〈 ∑
Eλ∈[U,U+dU ]

∣∣∣∣Ψλ
N

∣∣∣∣4〉 (492)

Ñêîáêè 〈〉 ïîêàçûâàþò óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àéíûì óçåëüíûì ýíåðãèÿì εr. Îòëè÷èå ôóíêöèè

W (U) îò íóëÿ ïðè êàêîé-ëèáî ýíåðãèè U ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû

(491) ñ ýíåðãèåé U ëîêàëèçîâàííû â ñìûñëå êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà. Ïîýòîìó ýòó ôóíêöèþ

ìîæíî íàçâàòü ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè.37

37Âûøå ìû, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé ðàáîòû [41], íàçûâàëèW (U) ôóíêöèåé ó÷àñòèÿ, ïîñêîëüêó
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Êàê è ðàíåå, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé óçëîâ P (ε) ìû ïðåäñòàâèì â âèäå

P (ε) =
1

∆
p
(
ε

∆

)
, p(x) > 0,

∫
p(x)dx = 1 (493)

ïðè÷åì ∆ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ ñèñòåìû, ò.ê. ïðè ∆ → 0 ñèñòåìà ñòàíîâèò-

ñÿ óïîðÿäî÷åííîé. Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæå-

íèÿ (296) äëÿ D è W (U): D = M2∆2/2 è W (U) = M2∆2
√

(4− U2)/4π, |U | < 2, ãäå

M2 =
∫
p(x)x2dx. Ïðè M2 < ∞ ýòè âûðàæåíèÿ ïðèìåíèìû â ñëó÷àå ñëàáîðàçóïîðÿäî-

÷åííûõ ñèñòåì, êîãäà D << 1. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðèìåíèìûå ïðè D << 1 âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè W (U) è

âåëè÷èíû D:

W (U) =
(4− U2)3/2

4π

∫
dεP (ε) ln

(
1 +

ε2

4− U2

)
, |U | < 2, D =

∫ 2

−2
dUW (U) (494)

Ýòè âûðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè ôàêòè÷åñêè ëþáîé ìûñëèìîé ôóíêöèè P (ε). ÏðèM2 <

∞ ôîðìóëû (494) ïåðåõîäÿò (ïðè ìàëûõ ∆) â ôîðìóëû (296), ïîëó÷åííûå ðàíåå. Ïðè

M2 = ∞ çàâèñèìîñòü D îò ∆ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëè Ëëîéäà,

êîãäà p(x) = [π(1 + x2)]−1, âåëè÷èíà D îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ïåðâîé ñòåïåíè ∆,

÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ îïèñàííûì â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ãëàâû êîìïüþòåðíûì ýêñïåðè-

ìåíòîì.

0.7.2 Ðàñ÷åò

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçðà-

áîòàííóþ âûøå ìåòîäèêó, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ êðàòêî íàïîìíèì â óäîáíîé äëÿ íàñòîÿùåé

ãëàâû äèññåðòàöèè ôîðìå. Âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ |ΨN(t)|2 íà êðàåâîì óçëå N ðàçóïî-

ðÿäî÷åííîé öåïî÷êè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâå êðàåâûõ ôóíêöèè Ãðèíà (ÊÔÃ) γ(U1) è γ(U2)

ïðè ðàçíûõ ýíåðãèÿõ U1 è U2. Óêàçàííûå ÊÔÃ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷åì

èõ ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x1x2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (308):

x2
1x

2
2ρ(x1x2) =

∫
P (ε)ρ(U1 − 1/x1 − ε, U2 − 1/x2 − ε)dε (495)

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ íà êðàåâîì óçëå |ΨN(t)|2 ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé ρ(x1x2) =

ρU1U2(x1x2) ñëåäóþùèì îáðàçîì (ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóëû (311), â êîòî-

W (U) èìååò ìíîãî îáùåãî ñ inverse partiñipation ratio (IPR)[44].
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ðîé ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ρ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(495)):

|ΨN(t)|2 =
ı

π2

∫
dUdωe−ıωt〈y2x1〉, ãäå 〈y2x1〉 = π lim

a→∞
a2
∫
xρU,U+ω(x, a)dx (496)

Ïðè ìàëûõ ω ôóíêöèÿ ρU,U+ω(x1, x2) èìååò ñèíãóëÿðíîñòü òèïà ïîëþñà, ò.å ïðåäñòàâèìà

ââèäå

ρU,U+ω(x1x2) ≈ sing ρU,U+ω(x1x2) =
1

ω
FU(x1x2) (497)

Ïîäñòàâëÿÿ (497) â (496) è ó÷èòûâàÿ ÷òî
∫
dωe−ıωt/ω = −ıπ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ

ïðè t→∞ âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ íà êðàéíåì óçëå D (492) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

D = |ΨN(t =∞)|2 =
∫
W (U)dU, ãäå W (U) = lim

a→∞
a2
∫
dxFU(x, a)x (498)

Ïðè÷åì, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå [41], ôóíêöèÿ W (U) â ýòîì âûðàæåíèè èìååò ñìûñë

ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè (492). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

D è W (U) ñëåäóåò íàéòè ñèíãóëÿðíóþ ïî ðàçíîñòè ýíåðãèé ω ÷àñòü (497) ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (495). Ýòè ñâåäåíèÿ èç ïðåäûäóùèõ ãëàâ ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè äëÿ äàííîé

ãëàâû. Íèæå îïèñûâàåòñÿ ñõåìà ðàñ÷åòà âåëè÷èí D è W (U) â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïðè-

áëèæåíèè ïî ñòåïåíè ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ ∆ (493), ïðèãîäíàÿ äëÿ ôàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíîé

îñìûñëåííîé ôóíêöèè p(x) (493), â òîì ÷èñëå è òîãäà, êîãäà âñå ÷åòíûå (êðîìå íóëåâîãî)

ìîìåíòû p(x) ðàñõîäÿòñÿ. Êàê è ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóë (296), âñå ðàñ÷åòû îòíîñÿòñÿ ê

îáëàñòè ýíåðãèé |U | < 2, ãäå îòëè÷íà îò íóëÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé óïîðÿäî÷åííîé ìîäå-

ëè è ãäå íàõîäèòñÿ ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ñîñòîÿíèé è â ñëó÷àå ñëàáîãî áåñïîðÿäêà,

êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàåì.

Íàì áóäåò óäîáíî ââåñòè ôóíêöèþ R(x1x2) ≡ ρ(U1 − x1, U2 − x2). Ñ ïîìîùüþ (495)

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî R(x1x2) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

R(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2)

x2
1x

2
2

≡ HU1(x1)HU2(x2)R(x1x2) =
∫
P (ε)R(x1 + ε, x2 + ε)dε (499)

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ôèãóðèðóåò óæå âòñðå÷àâøèéñÿ ðàíåå ôóíêöèîíàëüíûé

îïåðàòîð HU(x), êîòîðûé äåéñòâóåò íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

HU(x)f(x) ≡ f(U − 1/x)/x2. Èñïîëüçóåì îïèñàííóþ â [33] (è â Ïðèëîæåíèè 2 äàííîé

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû) ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðàHU(x) äëÿ òîãî, ÷òîáû

çàïèñàòü óðàâíåíèå (499) â ìàòðè÷íîì âèäå. Ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå â [33] (ñì. Ïðèëîæåíèå
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2) ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé σnU(x) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn ýòîãî

îïåðàòîðà ïðè |U | < 2:

σnU(x) = LU(x)
[
R∗U − x
RU − x

]n
≡ LU(x)Gn

U(x), λn =
(
U + ı

√
4− U2

U − ı
√

4− U2

)n
, |λn| = 1 (500)

ãäå

GU(x) ≡ R∗U − x
RU − x

RU ≡
U + ı

√
4− U2

2
LU(x) ≡ 1

2πı

[
1

x−RU

− 1

x−R∗U

]
(501)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ïîëó÷åííîå â [33] (Ïðèëîæåíèå 2) ïðàâèëî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñè-

ñòåìó ôóíêöèé (500), êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà ââèäå ðÿäà:

f(x) =
+∞∑

n=−∞
Anσ

n
U(x), ãäå An =

∫ f(x)

Gn
U(x)

dx (502)

Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà (502), ðàçëîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (499) ïî ñèñòåìå

ôóíêöèé (500)

R(x1x2) =
∑
nm

Cnmσ
n
U1

(x1)σmU2
(x2),

∫
P (ε)R(x1 + ε, x2 + ε)dε = (503)

=
∑
qp

∑
nm

σqU1
(x1)σpU2

(x2)Jnmqp Cnm, ãäå Jnmqp ≡
∫
P (ε)

σnU1
(ε+ x1)σmU2

(ε+ x2)

Gq
U1

(x1)Gp
U2

(x2)
dx1dx2dε

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ôóíêöèÿõ σnU1
(x1)σmU2

(x2) â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ (499),

ïîëó÷èì

Cqpλq(U1)λp(U2) =
∑
nm

Jnmqp Cnm (504)

Ïðîíóìåðóåì ïàðû èíäåêñîâ îäíèì èíäåêñîì qp→ α, ïðè÷åì ïàðå èíäåêñîâ q = p = 0 ñî-

ïîñòàâèì α = 1. Òîãäà, åñëè îáîçíà÷èòü λq(U1)λp(U2) ≡ Λα, òî óðàâíåíèå (504) çàïèøåòñÿ

ââèäå

∀α,
∑
β

MαβCβ = 0, Mαβ = Jβα − Λαδαβ (505)

Óðàâíåíèå (505) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìûé ìàòðè÷íûé ýêâèâàëåíò óðàâíåíèÿ (499).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (495) èìååò ñìûñë ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîýòîìó äîëæíî áûòü

çíàêîïîñòîÿííûì. Àðãóìåíòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î òîì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå (495) èìååò

îïðåäåëåííûé çíàê, ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè 3. Ïîêàæåì, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå

ðåøåíèÿ (495) ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó, ò.å. ÷òî ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
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(495) îäíîìåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ðåøåíèÿ (495) ρ1 è ρ2, êîòîðûå áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü îáà ïîëîæèòåëü-

íûìè. Íî òîãäà ðåøåíèåì áóäåò è ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ρ = ρ1c1 + ρ2c2,

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû c1 è c2 ìîæíî âûáðàòü ðàçíîãî çíàêà, òàê ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà-

÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ x1 è x2 ôóíêöèÿ ρ áóäåò ìåíÿòü çíàê. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó â

Ïðèëîæåíèè 3 ñâîéñòâó çíàêîïîñòîÿíñòâà ðåøåíèé (495) è, ñëåäîâàòåëüíî, äâóõ (è áîëåå)

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ (495) (è ñâÿçàííûõ ñ íèì óðàâíåíèé (499) è

(505)) áûòü íå ìîæåò.

Äëÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (505) ýòî óòâåðæäåíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ó îñîáîé

ìàòðèöû M (ò.å. det M = 0) âñå ñòðîêè, êðîìå îäíîé, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ïóñòü ëèíåéíî çàâèñèìîé ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (505) ñîîòâåòñòâóþùàÿ

α = 1. Ïîñêîëüêó
∫
σnU(x)dx = δn0 (ñì. Ïðèëîæåíèå 2 èëè [33]), òî óñëîâèå íîðìèðîâêè∫

dx1dx2R(x1x2) = 1 ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ C00 = 1→ C1 = 1. Åñëè òåïåðü îáîçíà÷èòü

÷åðåç L ðàçìåð ìàòðèöû M (ðàçóìååòñÿ, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñëåäóåò ñ÷èòàòü L → ∞),

òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (505) ìîæåò áûòü

çàïèñàíî ââèäå

Cα = K(∆)eα,i2,i3,....,iLM2i2M3i3M4i4 ....MLiL , L→∞ (506)

K(∆) = [e1,i2,i3,....,iLM2i2M3i3M4i4 ....MLiL ]−1, L→∞

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî L, à eiklm...n �

ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû[105, 106, 107] (ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ çíà÷êîâ).38

Íàïîìíèì i) ÷òî e123...L = 1, ii) ÷òî ïåðåñòàíîâêà äâóõ ëþáûõ çíà÷êîâ ïðèâîäèò ê èçìå-

íåíèþ çíàêà (íàïðèìåð, e21345....L = −1) è, ñëåäîâàòåëüíî, eiklm...n 6= 0 òîëüêî åñëè ñðåäè

çíà÷êîâ iklm...n íåò ñîâïàäàþùèõ (íàïðèìåð, e11345...L = 0).

Äîïóñòèì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìîé, ò.å. ∆ = 0 è P (ε) = δ(ε).

Òîãäà Jβα(∆ = 0) = δαβ è, ñëåäîâàòåëüíî, Mαβ(∆ = 0) = δαβ(1 − Λα). Èç ôîðìóëû (506)

38Íàïðèìåð, åñëè L = 3, òî äâóì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñòðîêàì ìàòðèöû M ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâà

íåïàðàëëåëüíûõ âåêòîðà a è b. Òîãäà ðåøåíèå (505) ñîîòâåòñòâóåò íàõîæäåíèþ âåêòîðà c, îðòîãîíàëüíîãî

ýòèì äâóì. Ýòîò âåêòîð ïàðàëëåëåí âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ [a,b], êîìïîíåíòû êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî,

ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñ ïîìîùüþ òðåõìåðíîãî òåíçîðà Ëåâè-×èâèòû: ci ∼ eijkajbk.
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ïîëó÷àåì, ÷òî Cα(∆ = 0) = δα1 (ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ [41] ) è ÷òî

K(0) =
L∏
α=1

(1− Λα)−1 L→∞ (507)

Ïðè ïåðåõîäå ê ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå, ó ìàòðèöû M ïîÿâëÿþòñÿ íåäèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû, ìàëûå ïî áåñïîðÿäêó ∆ â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè ∆→ 0.

Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî íåèñ÷åçàþùåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Cα, â

ïðîèçâåäåíèÿõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â (506), ñëåäóåò îñòàâèòü òîëüêî îäèí

êàêîé-ëèáî íåäèãîíàëüíûé ýëåìåíò, à îñòàëüíûå (äèãîíàëüíûå) âçÿòü íåâîçìóùåííûìè.

×òî êàñàåòñÿ íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà K(∆), òî ïðè âû÷èñëåíèå ïåðâîé íåèñ÷åçà-

þùåé ïîïðàâêè, åãî ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûì K(0) (507). Ïðè òàêîì ïîäõîäå õàðàêòåð

ìàëîñòè (öåëî ñòåïåííîé, äðîáíî ñòåïåííîé èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé) íåäèàãîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû M êàê ôóíêöèé ∆ íå èãðàåò ðîëè. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì íåèñ÷åçàþ-

ùåì ïðèáëèæåíèè (ìû ïîêàçûâàåì ýòî ïðèáëèæåííûìè ðàâåíñòâàìè) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

Cα ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

Cα ≈ K(0)[eα,i2,3,4,5,...,LJ
i2
2 (1− Λ3)(1− Λ4)...(1− ΛL)+ (508)

+eα,2,i3,4,5,...,L(1−Λ2)J i33 (1−Λ4)...(1−ΛL)+eα,2,3,i4,5,...,L(1−Λ2)(1−Λ3)J i44 (1−Λ5)...(1−ΛL)+...]

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (508) íåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ñòîèò íà ìå-

ñòå M2i2 (ñì. ôîðìóëó (506)). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ K(0) (507),

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

K(0)eα,i2,3,4,5,...,LJ
i2
2 (1− Λ3)(1− Λ4)...(1− ΛL) = eα,i2,3,4,5,...,L

J i22

1− Λ2

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî êîãäà α = 1 èëè α = 2. Ñëó÷àé α = 1 ñîîòâåòñòâóåò

âû÷èñëåíèþ ïîïðàâêè ê íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòå è èíòåðåñà äëÿ íàñ íå ïðåäñòàâëÿåò[41].

Â ñëó÷àå α = 2 è i2 = 1 ðàññìàòðèâàåìîå ñëàãàåìîå äàñò êîýôôèöèåíò C2, ïîñêîëüêó

îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â (508) ðàâíû íóëþ ïðè α = 2. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû äëÿ âñåõ α 6= 1:

Cα ≈ −
J1
α

1− Λα

α 6= 1 (509)

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñèíãóëÿðíûå ïî ω = U2 − U1 ÷ëåíû ðàç-

ëîæåíèÿ (503). Òàêàÿ ñèíãóëÿðíîñòü èìååò ìåñòî òîëüêî ó òåõ êîýôôèöèåíòîâ (509), ó êî-

òîðûõ íîìåð α ñîîòâåòñòâóåò ïàðå èíäåêñîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, ò.å. α→ n,−n
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(ñì. ôîðìóëó (331) è òåêñò ïåðåä íåé). Cèíãóëÿðíîñòü âîçíèêàåò êàê íóëü çíàìåíàòåëÿ

â (509) ïðè ω = 0, ïîýòîìó ýíåðãåòè÷åñêèå àðãóìåíòû âî âñåõ âåëè÷èíàõ, êðîìå çíàìå-

íàòåëÿ (509), ìîæíî âûðàâíÿòü, ïîëîæèâ U1 = U2 ≡ U . Ïðè ýòîì âåëè÷èíû J1
α áóäóò

îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè:

J1
α → J00

−nn =
∫
P (ε)

LU(ε+ x1)LU(ε+ x2)

Gn
U(x1)G−nU (x2)

dx1dx2dε =
∫
dεP (ε)

(
ε2

ε2 + 4− U2

)|n|
(510)

Èíòåãðàëû ïî x1 è x2, âõîäÿùèå â (510), óæå âñòðå÷àëèñü âûøå (ñì. ôîðìóëó (336)).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ïåðâîé íåèñ÷åçàþùåé ïîïðàâêè ïî áåñïîðÿäêó ê

ôóíêöèè R(x1x2) (îáîçíà÷èì åå sing R(x1x2)) ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

sing R(x1x2) =
∑
n6=0

C−nnσ
n
U(x1)σ−nU (x2) = −

∑
n6=0

J00
−nn

1− λn(U1)λ−n(U2)
σnU(x1)σ−nU (x2) (511)

Äëÿ ìàëûõ ω ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (ñì. (500))

1− λn(U)λ−n(U + ω) = − 2ınω√
4− U2

+O(ω2) (512)

ïîýòîìó

sing R(x1x2) =

√
4− U2

2ıω

∑
n 6=0

J00
−nn

σnU(x1)σ−nU (x2)

n
(513)

îòêóäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ôóíêöèé (500) σnU(U − x) = σ−nU (x), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âû-

ðàæåíèå äëÿ âõîäÿùåé â (497) ôóíêöèè FU(x2x2)

FU(x1x2) =

√
4− U2

2ı

∑
n6=0

J00
−nn

σ−nU (x1)σnU(x2)

n
(514)

Ñ ïîìîùüþ (514), (498) è (510) íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

W (U) = − ı
2

√
4− U2

∑
n6=0

∫
dε
P (ε)

n

(
ε2

ε2 + 4− U2

)|n| ∫
σnU(x)xdx lim

a→∞
σ−nU (a)a2 (515)

Èìåÿ ââèäó äîêàçàííûå â [41] (ñì. Ïðèëîæåíèå 2) ñâîéñòâà ôóíêöèé (500)∫
σnU(x)xdx =

ı

2

n

|n|
√

4− U2 lim
a→∞

σ−nU (a)a2 =

√
4− U2

2π
(516)

à òàêæå òî, ÷òî ôèãóðèðóþùèé â (515) ðÿä ëåãêî ñóììèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû∑∞
n=1 q

n/n = −ln(1− q), ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè W (U) è âåëè÷èíû D âûðàæåíèÿ (494)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü Ëëîéäà[16], êîãäà p(x) = [π(1 + x2)]−1. Âû÷èñ-

ëÿÿ ïî âû÷åòàì èíòåãðàë â (494), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýòîé ìîäåëè:

W (U) =
[4− U2]3/2

2π
ln
(

1 +
∆√

4− U2

)
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Â àêòóàëüíîì äëÿ íàñ ñëó÷àå ìàëûõ ∆, ïîëó÷àåì, ÷òî W (U) ≈ (4 − U2)∆/2π è D ≈

16∆/3π. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìîäåëåé ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì M2, ðàññìîòðåííûõ

â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè (ñì. ôîðìóëû (296)), ýòè âåëè÷èíû âñåãäà ïðîïîðöè-

îíàëüíû ∆2. Íà ðèñ.25 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòü êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà D îò áåñïîðÿäêà ∆

(ðèñ.25a) è ñïåêòðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè W (U)dU |∆=0.007 (ðèñ. 25b),

ïîëó÷åííûå äëÿ ìîäåëè Ëëîéäà â êîìïüþòåðíîì ýêñïåðèìåíòå.39 Ïîñòðîåííûå òàì æå

ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (494) áåç

êàêîé-ëèáî ïîäãîíêè, ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ïðàâèëüíîñòè âûïîëíåííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàñ÷åòîâ. Èç ðèñ.25a âèäíî, ÷òî ïðè ìàëîì áåñïîðÿäêå êðèòåðèé

Àíäåðñîíà D äëÿ ìîäåëè Ëëîéäà äåéñòâèòåëüíî ëèíåéíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ðàçóïîðÿ-

äî÷åíèÿ ∆.

0.7.3 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âû÷èñëåíû âåëè÷èíà êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà è ñïåê-

òðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè äëÿ 1D äèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäå-

ëåé, ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé óçëîâ P (ε) íå èìååò êîíå÷íûõ ÷åòíûõ ìî-

ìåíòîâ êðîìå íóëåâîãî. Äëÿ âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäèòñÿ îáîáùåíèå ïðåäëîæåííîé â ïðåäû-

äóùèõ ãëàâàõ ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþ-

ùåé ôóíêöèé Ãðèíà íà ñëó÷àé ñëó÷àéíûõ ñèñòåì ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ ÷åòíûìè ìîìåíòàìè

ôóíêöèè P (ε). Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé, îïèðàþùàÿñÿ íà ñèñòåìó ñïåöèàëüíûõ

ôóíêöèé [33] (ñì. Ïðèëîæåíèå 2), ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü êðèòåðèé Àíäåðñîíà è ñïåêòðàëü-

íóþ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îáû÷íàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü Ëëîéäà[16] äëÿ

êîòîðîé ïîëó÷åíà íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà îò ñòåïåíè

ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ.

Ñäåëàåì çäåñü åùå ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ïðèìåíåííûé â ýòîé ãëàâå ðàáîòû ìåòîä ïî-

ëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè

ôóíêöèé Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì ìåòîä (äîñòàòî÷íî òðàäèöèîííûé), èñïîëü-

çîâàííûé â ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ. Òåì íå ìåíåå, ïðèâåäåííîå â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ

39Ìåòîäèêà êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà îïèñàíà â Ãëàâå 4.
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Ðèñ. 25: (a) � çàâèñèìîñòü êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà D îò ïàðàìåòðà áåñïîðÿäêà ∆ äëÿ ìîäåëè

Ëëîéäà. Ãëàäêàÿ ëèíèÿ � ðàñ÷åò ïî ôîðìóëàì (494), çàøóìëåííàÿ ëèíèÿ � êîìïüþòåðíûé

ýêñïåðèìåíò. (b) � ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé W (U)dU äëÿ îäíîìåð-

íîé ìîäåëè Ëëîéäà ïðè ∆ = 0.007 è dU = 7/300. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ � ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå

(494), çàøóìëåííàÿ êðèâàÿ � êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò, ïðè êîòîðîì áûëî âûïîëíåíî

óñðåäíåíèå ïî 2000 ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ ìàòðèö (491) ðàçìåðîì N = 2000.
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äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäèêè, îñíîâàííîé íà òðàäèöèîííûõ êîíöåïöèÿõ òåî-

ðèè âîçìóùåíèé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå.

Ìåòîäèêà äàííîé ãëàâû îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ñïåêòðà |U | < 2, àêòóàëüíîé â ñëó÷àå

êîãäà "ýíåðãåòè÷åñêàÿ"âåëè÷èíà áåñïîðÿäêà íåâåëèêà è ïðåäëîæåííàÿ â íàøåé ðàáîòå

ñèñòåìà ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé (ñì. Ïðèëîæåíèå 2) äàåò óäîáíûé áàçèñ äëÿ çàïèñè ôóíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà â ìàòðè÷íîì âèäå. Îäíàêî, â ñëó-

÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè U > 2 (êàê

â çàäà÷å î áèíàðíîì áåñïîðÿäêå ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøîé ýíåðãèåé äåôåêòà (ñì. ãëàâó 4,

Ïðèëîæåíèå 1), ïîñòðîåíèå òàêîãî áàçèñà è ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ ñòàòèñòèêè ïðî-

áëåìàòè÷íî è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðîå âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

0.7.4 Ïðèëîæåíèå 3

Ïðèâåäåì àðãóìåíòû ïîêàçûâàþùèå, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, â ñëó÷àå ñëàáîãî áåñïîðÿä-

êà, ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (495) ïðè |U1,2| < 2 åñòü çíàêîïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Èç

óðàâíåíèÿ (495) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ïðè x1, x2 → ±∞ ôóíêöèÿ ρ(x1x2) ≈

x−2
1 x−2

2

∫
dεP (ε)ρ(U1−ε, U2−ε) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ ïî ìîäóëþ x1 è x2 ôóíêöèÿ

ρ(x1x2) èìååò îïðåäåëåííûé çíàê. Óáåäèìñÿ òåïåðü â ïîñòîÿíñòâå çíàêà ôóíêöèè ρ(x1x2)

ïðè îòñóòñòâèå áåñïîðÿäêà. Óðàâíåíèå (495) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

x2
1x

2
2ρ(x1x2) = ρ(U1 − 1/x1, U2 − 1/x2) (517)

Èç (517) ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x1,n, x2,n), òàêèõ ÷òî xi,n+1 =

Ui − 1/xi,n, i = 1, 2, ôóíêöèÿ ρ(x1,n, x2,n) ñîõðàíÿåò çíàê (ñòàðòîâóþ òî÷êó (x1,1, x2,1) âû-

áåðåì â îáëàñòè áîëüøèõ ïî ìîäóëþ x1 è x2, ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûìè âûøå

çàìå÷àíèÿìè, ïîñòîÿíñòâî çíàêà èìååò ìåñòî). Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òî÷åê xn ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü íàãëÿäíî ïðåäñòàâëåí ñòàíäàðòíûì îáðà-

çîì ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = U − 1/x è y = x. Íà ðèñ.26 ïîêàçàíû ïåðâûå

íåñêîëüêî øàãîâ ýòîãî ïðîöåññà. Êàê èçâåñòíî, òî÷êè xn, ïîëó÷àåìûå ïîñëåäîâàòåëüíûì

ïðèìåíåíèåì îòîáðàæåíèÿ xn+1 = U − 1/xn, ïðè |U | < 2 (êîãäà óðàâíåíèå x = U − 1/x íå

èìååò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé) çàïîëíÿþò ÷èñëîâóþ îñü ñ ïëîòíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ðàñ-
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Ðèñ. 26: Ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå.

ïðåäåëåíèåì Êîøè[33], êîòîðîå íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ïðè n → ∞

òî÷êè (x1,n, x2,n) (â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ρ(x1x2) èìååò îäèí è òîò æå çíàê) "ïîêðûâàþò"âñþ

ïëîñêîñòü x1, x2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòñóòñòâèè áåñïîðÿäêà ôóíêöèÿ ρ(x1x2) çíàêîïî-

ñòîÿííà. Íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ñòàðòîâîé òî÷êè äàåò äîïîëíèòåëüíûå îñíîâàíèÿ äëÿ

òàêîãî çàêëþ÷åíèÿ.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå âîçìîæíî ïðîâåñòè è â ñëó÷àå åñëè èìååò ìåñòî ìàëûé áåñ-

ïîðÿäîê. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé óçëîâ P (ε) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â íåêî-

òîðîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå [−a, a], (ò.å.
∫ a
−a P (ε)dε = 1), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x)

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ∫
P (ε)f(x− ε)dε = f(x− ε̄(x)), (518)

ïðè÷åì ôóíêöèÿ ε̄(x) ïðè ëþáîì x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ε̄(x) ∈ [−a, a]. Åñëè ôóíêöèÿ

P (ε) âåçäå îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ñîîòíîøåíèå (518) ñîõðàíÿåò ñèëó, îäíàêî, î ôóíêöèè ε̄(x)

ìîæíî ñêàçàòü ëèøü, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà è ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè áåñïîðÿäêà

(ò.å. ïðè ∆→ 0 (493)). Èìåÿ ýòî ââèäó, óðàâíåíèå (495) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

x2
1x

2
2ρ(x1x2) = ρ(U1 − 1/x1 − ε̄, U2 − 1/x2 − ε̄) ≡ ρ(Ũ1 − 1/x1, Ũ2 − 1/x2) (519)
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ãäå ε̄(x1x2) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ εmin < ε̄(x1x2) < εmax, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè

∆→ 0. Êàê âèäíî, (519) îòëè÷àåòñÿ îò (517) òîëüêî çàìåíîé U1,2 íà Ũ1,2 ≡ U1,2 − ε̄(x1x2),

ãäå ôóíêöèÿ ε̄(x1x2) ìàëà ïðè ñëàáîì áåñïîðÿäêå. Ïðîèçâåäåì òåïåðü ãðàôè÷åñêîå ïîñòðî-

åíèå ñèñòåìû òî÷åê (x1,n, x2,n), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ρ(x1x2) ñîõðàíÿåò çíàê, àíàëîãè÷íîå

îïèñàííîìó âûøå äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî áåñïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ñëåäóåò çàìåíèòü ãèïåðáî-

ëè÷åñêóþ ôóíêöèþ U−1/x íà ôóíêöèþ U− ε̄(x, z)−1/x, è ïðè ïîñòðîåíèè x1,n+1 ñëåäóåò

ïîëîæèòü x = x1,n, z = x2,n, à ïðè ïîñòðîåíèè x2,n+1 ñëåäóåò ïîëîæèòü x = x2,n, z = x1,n.

Ñõåìàòè÷åñêè òàêàÿ çàìåíà ïîêàçàíà íà ðèñ.26 òî÷å÷íîé êðèâîé. Ïðè ìàëîì áåñïîðÿäêå

óêàçàííàÿ çàìåíà íå ìîæåò êà÷åñòâåííî èçìåíèòü êàðòèíó ïîëó÷åíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê,

â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ρ èìååò îäèí è òîò æå çíàê, ïîñêîëüêó äëÿ ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé

U1,2 − εmin − 1/x è U1,2 − εmax − 1/x (ïîêàçàíûõ íà ðèñ.26 ïóíêòèðîì âî âòîðîì êâàäðàí-

òå) ïîñòðîåíèå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî âûøå äëÿ ñëó÷àÿ ∆ = 0. Êà÷åñòâåí-

íîå èçìåíåíèå áûëî áû âîçìîæíî, íàïðèìåð, ïðè ïîÿâëåíèè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ

ôóíêöèé y = Ũ(x) − 1/x è y = x. Îäíàêî ïðè ìàëîì áåñïîðÿäêå (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

ìàëîé ôóíêöèè ε̄(x1x2)), òàêàÿ âîçìîæíîñòü ìîæåò âîçíèêíóòü ëèøü êîãäà ýíåðãåòè÷å-

ñêèå ïàðàìåòðû |U1,2| íàõîäÿòñÿ â ìàëîé îáëàñòè âáëèçè 2, ðàçìåð êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè ∆→ 0. Äëÿ âûïîëíåííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàñ÷åòîâ

ïåðâîãî íåèñ÷åçàþùåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ëîêàëèçàöèè W (U)

ýòî íåñóùåñòâåííî.
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0.8 ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÑÒÅÏÅÍÈËÎ-

ÊÀËÈÇÀÖÈÈ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÄ-

ÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈßØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ ÑÊÓ-

ÑÎ×ÍÎÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÑËÓ×ÀÉÍÛÌÏÎÒÅÍ-

ÖÈÀËÎÌ

0.8.1 Ââåäåíèå, ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â Ãëàâå 4 íàøåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, â òåîðèè ïðîñòåéøèõ

òâåðäîòåëüíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé èìååò ñìûñë ðàçëè÷àòü íåïðåðûâíûå è äèñ-

êðåòíûå ìîäåëè. Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíûå ìîäåëè èñïîëüçóþò óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

[−d2/dx2+U(x)]ψ = Eψ ñ òåì èëè èíûì ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì U(x), à äèñêðåòíûå ìîäå-

ëè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé ìàòðèöû ìîäåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà, íàïðè-

ìåð, ìàòðèöû (4), ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàøåé ðàáîòû. Êàæäûé

èç äâóõ óêàçàííûõ òèïîâ ìîäåëåé èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó. Íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå çàäà÷,

ñâÿçàííûõ ñ êîëåáàíèÿìè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê [29, 30], óïîòðåáëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ

ìîäåëü, à ïðè èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ðàçóïîðÿäî÷åííîé

ñëîèñòîé ñòðóêòóðå áîëåå óáåäèòåëüíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè îäíîìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìî-

äåëåé â öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíûå ìåòîäû òåî-

ðåòè÷åñêîãî àíàëèçà[24, 36, 19], ïðè÷åì, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñëó÷àè, êîãäà ñ ïîìîùüþ îäíîãî ìåòîäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðîàíàëèçèðîâàòü

íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ è ìîæíî ãîâîðèòü îá èçâåñòíîé óíèâåðñàëüíîñòè

ýòîãî ìåòîäà. Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ñîâìåñò-

íîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà, ðàçâèòàÿ è ñ óñïåõîì

ïðèìåíåííàÿ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé (ÿâëÿþùèõñÿ

îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè), èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà íåïðåðûâíîé

ðàçóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè. Ýòî åùå ðàç ïîêàçûâàåò ìíîãîñòîðîííîñòü ïðåäëàãàåìîãî â

äèññåðòàöèè ïîäõîäà ê àíàëèçó ëîêàëèçàöèîííûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì.
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Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ çàäà÷è, èññëåäîâàííîé â íàñòîÿùåé ãëàâå. Ðàññìîòðèì îäíîìåð-

íóþ íåïðåðûâíóþ ðàçóïîðÿäî÷åííóþ ìîäåëü ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì ñëó÷àéíûì ïîòåí-

öèàëîì U(x), ðàâíîì u + εn âíóòðè èíòåðâàëîâ x ∈ [b(n − 1), bn], n = 1, 2, ..., N . Çäåñü

εn íåçàâèñèìûå îãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

P (ε), à u < 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû U(x) < 0 ïðè x ∈ [0, Nb].

Äëèíà b ÿâëÿåòñÿ çàäàííûì ïàðàìåòðîì ïîòåíöèàëà U(x). Ïðè x∈̄[0, Nb] ìû ïîëàãàåì

U(x) = 0. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ε) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí εn ìû âîçüìåì â ñëåäóþùåì

óæå âñòðå÷àâøåìñÿ âûøå âèäå:

P (ε) =
1

∆
p
(
ε

∆

)
, p(ε) > 0, Mn ≡

∫
p(ε)εndε, M0 = 1, M1 = 0 (520)

Êàê îáû÷íî, ïàðàìåòð ∆ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ è ïðè ∆ = 0 ôóíêöèÿ U(x)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàëüíûé ÿùèê ñ ïëîñêèì äíîì ãëóáèíîé u è äëèíîé Nb. Ïðè

∆ > 0 ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ U(x) ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíîìó ÿùèêó ñ ôëóê-

òóèðóþùèì äíîì. Âñþäó íèæå, êàê îáû÷íî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë

N →∞.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â òàêîì ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå è ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó, âî ìíîãîì ñõîäíóþ ñ ðàññìîòðåííûìè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Ïóñòü ïðè t = 0

÷àñòèöà íàõîäèëàñü â òî÷êå r = Nb (ò.å. íà ïðàâîì êðàþ ïîòåíöèàëüíîãî ÿùèêà ñ ôëóê-

òóèðóþùèì äíîì) è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè D òîãî, ÷òî ÷àñòèöà

îñòàíåòñÿ â ýòîé òî÷êå ïðè t→∞. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè

t = 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû èìåëà âèä Ψ(t = 0, x) = δ(x − r) è òðåáóåòñÿ íàéòè

D = limt→∞〈|Ψ(t, r)|2〉. Êàê âñåãäà, óãëîâûå ñêîáêè çäåñü è íèæå îáîçíà÷àþò óñðåäíåíèå

ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà U(x).

Êàê óæå óêàçûâàëîñü (ñì. Ãëàâó 4), åñëè ψn(x) ñóòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòî-

íèàíà H = −d2/dx2 + U(x), òî D = 〈∑n |ψn(r)|4〉. 40 Îòëè÷èå D îò íóëÿ ñâèäåòåëüñòâóåò

î òîì, ÷òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà H èìåþòñÿ ëîêàëèçîâàííûå (ò.å.

ñóùåñòâåííî îòëè÷íûå îò íóëÿ â íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè, ðàçìåð êîòîðîé íåçàâèñèò

îò N ïðè N → ∞) ôóíêöèè [41, 19, 31] (ñì. òàêæå Ãëàâó 4). Êàê è â ïðåäøåñòâóþùèõ

ãëàâàõ, äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé

40Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî â âûðàæåíèå äëÿ D ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíîé ÷àñòè

ñïåêòðà îïåðàòîðà H = −d2/dx2 + U(x).
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íåïðåðûâíîé ìîäåëè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ ó÷àñòèÿ W (U), îïðåäåëåííóþ êàê

W (U)dU = 〈∑n,En∈[U,U+dU ] |ψn(r)|4〉, ãäå En � ñîáñòâåííûå ýíåðãèè ãàìèëüòîíèàíà H. Ïðè

ýòîì ñìûñë ýòîé ôóíêöèè òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ìîäåëåé (ñì. Ãëàâó 4): åñ-

ëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà H ñ ýíåðãèåé U äåëîêàëèçîâàíû, òî W (U) = 0, è

W (U) 6= 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íèæå ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü ôóíêöèþ ó÷àñòèÿ W (U)

òàêæå ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè W (U) è âåëè÷èíû D:

W (U) = Θ(−U)Θ(U − u)
(

∆

u

)2M2

2π

sin2 b
√
U − u

b
√
U − u

+O(∆3), u < 0 (521)

D =
∫ 0

u
W (U)dU =

(
∆

u

)2 M2

2πb

(√
−u− sin[2b

√
−u]

2b

)
+O(∆3), (522)

ïðèìåíèìûå äëÿ îïèñàííîé âûøå îäíîìåðíîé íåïðåðûâíîé ìîäåëè ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì

ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì.

Çàêàí÷èâàÿ ââåäåíèå ê äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèè, çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Ãåëüìãîëü-

öà, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñëîèñòîé ñèñòåìå, ôàêòè-

÷åñêè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà, èññëåäîâàííîì â ýòîé ãëàâå íàøåé ðàáîòû.

Ýòî äàåò îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â îäíîìåðíûõ

ôîòîííûõ êðèñòàëëàõ ïðè íàëè÷èè áåñïîðÿäêà.

0.8.2 Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü. Îáùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé Ãðèíà óðàâ-

íåíèÿ Øðåäèíãåðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé âûøå òèïè÷íîé çàäà÷è òåîðèè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ìû

ïðèìåíèì ìåòîä ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé êðàåâîé ôóíê-

öèè Ãðèíà (ÊÔÃ) [41, 52], èñïîëüçîâàííûé â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äëÿ àíàëèçà äèñêðåò-

íûõ îäíîìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé. Êëþ÷åâûì â óêàçàííîì ìåòîäå ÿâëÿåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî â äèñêðåòíîé îäíîìåðíîé ìîäåëè, ÊÔÃ öåïî÷êè, óâåëè÷åííîé íà îäíó ñòðóê-

òóðíóþ åäèíèöó, àëãåáðàè÷åñêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÊÔÃ èñõîäíîé öåïî÷êè [19, 24, 52]. Â
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ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî íàïîìíèì ñâåäåíèÿ[19], îòíîñÿùèåñÿ ê ôóíêöèè Ãðèíà äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H ≡ −d2/dx2 + U(x) (523)

à â ñëåäóþùåì ïðèâåäåì ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÊÔÃ, ñïðàâåäëèâîå â ñëó÷àå íåïðå-

ðûâíîé ìîäåëè ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì U(x).

Ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà (523) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

Gxx′(Ω) ≡
∑
n

ψn(x)ψ∗n(x′)

Ω− En
+
∫
dp
φp(x)φ∗p(x

′)

Ω− Ep
(524)

ãäå ψn(φp) è En(Ep) ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðà-

òîðà (523), îòíîñÿùèåñÿ ê äèñêðåòíîé (íåïðåðûâíîé) ÷àñòè åãî ñïåêòðà. Ïðè ýòîì n(p)

ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì (íåïðåðûâíûì) íîìåðîì ñîáñòâåííîé ôóíêöèè. Ýíåðãåòè÷åñêèé àð-

ãóìåíò Ω ôóíêöèè Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûì ÷èñëîì: Ω = U − ıV (ãäå

U è V âåùåñòâåííûå). Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (524) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå Ψ(t, x)

âðåìåííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ıΨ̇ = HΨ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Ψ(0, x) = Ψ0(x) ìî-

æåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà (524) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ(t, x) = lim
V→+0

1

2πı

∫
dUdx′eıUt Gxx′(U − ıV ) Ψ0(x′), t > 0 (525)

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà (524) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:[
Ω +

d2

dx2
− U(x)

]
Gxx′(Ω) = δ(x− x′) (526)

ïðè÷åì ñëåäóåò áðàòü óáûâàþùåå ïðè x → ±∞ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ òåì, ÷òî-

áû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ (525). Èìåÿ ââèäó ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè

Ãðèíà, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ââåäåííàÿ â ïåðâîì ðàçäåëå âåëè÷èíà D âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé 41 êðàåâûõ

ôóíêöèé Ãðèíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D = lim
t→∞
〈|Ψ(t, r)|2〉 = lim

t→∞
lim

V1,2→+0

1

4π2

∫
dU1dU2 e

ı(U1−U2)t〈Grr(U1−ıV1)Grr(U2+ıV2)〉, (527)

ïðè÷åì çäåñü r � êîîðäèíàòà ïðàâîãî êðàÿ îïèñàííîãî âî ââåäåíèè ïîòåíöèàëüíîãî ÿùèêè

ñ ôëóêòóèðóþùèì äíîì. Ïîëüçóÿñü ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì (524) ìîæíî ïîêàçàòü,

41ò.å. èìåþùèõ ðàçíûå çíàêè ìíèìûõ ÷àñòåé ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ
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÷òî D îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè ãàìèëüòîíèàíà (523)[19], ïðè÷åì

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ ïðèâåäåííîé â Ãëàâå 4 äèññåðòàöèè (ñì. òàêæå, íà-

ïðèìåð, [41]):

D = lim
t→∞

〈|Ψ(t, r)|2〉 =
〈∑

n

|ψn(r)|4
〉

(528)

Îãðàíè÷åíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â (527), ïðè êîòîðîì U1,2 ∈ [U,U + dU ], (ñì. çàìå-

÷àíèå ïîñëå ôîðìóëû (306) â Ãëàâå 4) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ââåäåííóþ â ãëàâå 4 ôóíêöèþ

ó÷àñòèÿ W (U)

W (U)dU =
〈 ∑
En∈[U,U+dU ]

|ψn(r)|4
〉

(529)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îòëè÷èå ôóíêöèè W (U) îò íóëÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èå ëîêàëè-

çîâàííûõ ñîñòîÿíèé â ýíåðãåòè÷åñêîì èíòåðâàëå [U,U + dU ]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå W (U)

ðàâíà íóëþ.

0.8.3 Ñëó÷àé êóñî÷íî ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà. Ðåêóðåíòíîå ñîîò-

íîøåíèå äëÿ êðàåâîé ôóíêöèè Ãðèíà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ ïîòåíöèàëîâ, êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà èíòåð-

âàëàõ ÷èñëîâîé îñè äëèíîé b 42

Um(x) =

{
u+ εn, åñëè x ∈ [b(n− 1), bn], ïðè x ≤ mb (u < 0, n � öåëîå )

0, åñëè x > mb
(530)

Çäåñü εn � íåçàâèñèìûå îãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ôóíêöèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ P (ε) (520), à u � äîñòàòî÷íî áîëüøîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî âñåãäà u+εn <

0. Äîïóñòèì, ÷òî èçâåñòíà ÊÔÃ Gm
mb,mb(Ω) ≡ γm(Ω) óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (523) ñ ïîòåí-

öèàëîì Um(x). Ïåðåéäåì ê ïîòåíöèàëó Um+1(x) è ðàññìîòðèì ÊÔÃ Gm+1
b(m+1),b(m+1)(Ω) ≡

γm+1(Ω) óðàâíåíèÿ (523), ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîòåíöèàëó Um+1(x). Â ýòîì ðàçäåëå ìû âû-

ðàçèì ÊÔÃ γm+1(Ω) ÷åðåç γm(Ω), ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïðè x < mb îáà ýòèõ ïîòåíöèàëà

ñîâïàäàþò.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èíòåðåñóþùèé íàñ äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà (523)

ñ ïîòåíöèàëîì (530) ðàñïîëàãàåòñÿ íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. Ïîýòîìó âñþäó íèæå ìû

ñ÷èòàåì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü U ýíåðãåòè÷åñêîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè Ãðèíà îòðèöàòåëüíîé

42Ïîòåíöèàëû ýòîãî ñåìåéñòâà íóìåðóþòñÿ öåëûì èíäåêñîì m.
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Ω = U − ıV, U < 0. Ôóíêöèÿ Ãðèíà Gm
x,bm(Ω) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì (ñì.

(526))  [Ω + d2/dx2 − Um(x)]Gm
x,bm(Ω) = 0, ïðè x < bm

[Ω + d2/dx2]Gm
x,bm(Ω) = 0, ïðè x > bm

(531)

Ââåäåì ôóíêöèè Ψ±(x), òàêèå ÷òî

[Ω + d2/dx2 − Um(x)]Ψ−(x) = 0, ïðè÷åì Ψ−(−∞) = 0 è Ψ−(mb) = 1 (532)

[Ω + d2/dx2]Ψ+(x) = 0, ïðè÷åì Ψ+(∞) = 0 è Ψ+(bm) = 1 (533)

Óðàâíåíèÿ è óñëîâèÿ (532, 533) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ôóíêöèè Ψ±(x), ïðè÷åì èç (533)

ñëåäóåò, ÷òî

Ψ+(x) = eı
√

Ω[x−bm], ïðè Ω = U − ıV, V > 0, U < 0 (534)

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôóíêöèÿ Ãðèíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ôóíêöèè Ψ±(x) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

Gm
x,bm(Ω) =

AΨ−(x), ïðè x < mb

BΨ+(x), ïðè x > mb
(535)

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèèGm
x,bm(Ω) ïðè x = mb è åäèíè÷íûé ñêà÷îê åå ïðîèçâîäíîé

â ýòîé òî÷êå 43 ïðèâîäÿò ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò A è B. Ðåøàÿ

ýòó ñèñòåìó è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷òî Ψ±(mb) = 1, ïîëó÷àåì äëÿ ÊÔÃ Gm
bm,bm(Ω)

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

γm(Ω) ≡ Gm
bm,bm(Ω) =

1

Ψ′+(bm)−Ψ′−(bm)
(536)

Çàìåòèì, ÷òî âõîäÿùàÿ â ýòî âûðàæåíèå ôóíêöèÿ Ψ+(x) èçâåñòíà â ÿâíîì âèäå (534).

Ïåðåéäåì òåïåðü îò ïîòåíöèàëà Um(x) ê ïîòåíöèàëó Um+1(x) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Ãðèíà Gm+1
x,b(m+1)(Ω). Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ñõîäíûì ñ (531)

[Ω + d2/dx2 − Um(x)]Gm+1
x,b(m+1)(Ω) = 0, ïðè x < bm

[Ω + d2/dx2 − η]Gm+1
x,b(m+1)(Ω) = 0, ïðè bm < x < b(m+ 1), η ≡ u+ εm+1

[Ω + d2/dx2]Gm+1
x,b(m+1)(Ω) = 0, ïðè x > b(m+ 1)

(537)

Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ (535) äëÿ Gm+1
x,b(m+1)(Ω) ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

Gm+1
x,b(m+1)(Ω) = ÃΨ−(x), ïðè x < bm

Gm+1
x,b(m+1)(Ω) = Ceı

√
Ω−ηx + Fe−ı

√
Ω−ηx, ïðè bm < x < b(m+ 1)

Gm+1
x,b(m+1)(Ω) = B̃Ψ+(x), ïðè x > b(m+ 1)

(538)

43Ýòîò ñêà÷îê ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ δ-ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (526)
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Â òî÷êå x = mb ôóíêöèÿ Ãðèíà Gm+1
x,b(m+1)(Ω) äîæíà áûòü íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïåðâîé

ïðîèçâîäíîé, à â òî÷êå x = (m + 1)b ôóíêöèÿ Gm+1
x,b(m+1)(Ω) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà, à

åå ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà èñïûòûâàòü åäèíè÷íûé ñêà÷îê. Ýòî äàåò ÷åòûðå óðàâíåíèÿ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò Ã, C, F è B̃, âõîäÿùèõ â (538). Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ÊÔÃ γm+1(Ω), ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ ïîòåíöèàëó Um+1(x), ìîæåò áûòü âûðàæåíà èç ôîðìóëû (538) ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

γm+1(Ω) ≡ Gm+1
b(m+1),b(m+1)(Ω) = B̃Ψ+(b(m+ 1)) (539)

Îïðåäåëÿÿ êîíñòàíòó B̃ èç óïîìÿíóòîé âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ Ã, C, F è B̃ è ïîëüçó-

ÿñü âûðàæåíèåì (534) äëÿ ôóíêöèè Ψ+(x), ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ÊÔÃ γm+1(Ω) ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå:

t
√

Ω− η −Ψ′−(mb)√
Ω− η + t Ψ′−(mb)

= −ı
√

Ω

Ω− η
+

1

γm+1(Ω)
√

Ω− η
ãäå t ≡ tg [b

√
Ω− η] (540)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (536), âûðàçèì òåïåðü Ψ′−(mb) ÷åðåç ÊÔÃ γm(Ω):

Ψ′−(mb) = ı
√

Ω− 1

γm(Ω)
(541)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî Ψ′+(bm) = ı
√

Ω ïðè U < 0. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (540) è (541) ìîæ-

íî ïîëó÷èòü èñêîìóþ ñâÿçü ÊÔÃ γm+1(Ω) è ÊÔÃ γm(Ω) (ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå

ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R−1):

γm+1 =
h+ γm
q + vγm

≡ R−1
Ω,η(γm) (542)

ãäå

h ≡ − t
√

Ω− η + ıt
√

Ω
, q ≡

√
Ω− η − ıt

√
Ω

√
Ω− η + ıt

√
Ω

v ≡ − tη
√

Ω− η + ıt
√

Ω

t = tg
[
b
√

Ω− η
]
, Ω = U ± ıV, U < 0, V = +0, η ≡ u+ εm+1

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå R îáðàòíîå (542), êîòîðîå èìååò ñëåäóþùèé âèä

γm =
γm+1q − h
1− vγm+1

≡ RΩ,η(γm+1) (543)

Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ìåòîäèêà àíàëèçà ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè êðàåâûõ ôóíêöèé Ãðèíà,

ðàçâèòàÿ äëÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé â ðàáîòàõ [41, 52] è èçëîæåííàÿ 4 è 5 ãëàâàõ äèñ-

ñåðòàöèè, ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ìîäåëè ñî-

îòâåòñòâóþùåé óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (523) ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì (530).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû ïðèâîäÿòñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
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0.8.4 Âû÷èñëåíèå ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçà-

öèè W (U)

Ñîâìåñòíàÿ ñòàòèñòèêà ôóíêöèé Ãðèíà

Ñïåêòðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè W (U) è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè D îáíà-

ðóæèòü ÷àñòèöó íà êðàþ ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (529) è (528). Ýòè ôîðìóëû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëà-

ìè äëÿ àíàëîãè÷íûõ âåëè÷èí äèñêðåòíîé ìîäåëè (ñì. Ãëàâó 4 è [41, 52]). Ïî ýòîé ïðè÷èíå

äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóë (529) è (528) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçðàáîòàííóþ â ïðåäûäóùèõ

ãëàâàõ ðàáîòû ìåòîäèêó[41, 52], îñíîâàííóþ íà âû÷èñëåíèå ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïå-

ðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà. Íèæå ìû êðàòêî èçëîæèì ýòó ìåòîäèêó,

âíîñÿ â íåå íåîáõîäèìûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èçìåíåíèÿ.

Ñäåëàåì â èíòåãðàëàõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (527), ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ω ≡ U2−U1, U ≡ U1 è èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ Grr → γ. Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû D (528) ìîæíî

íàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

D =
1

4π2
lim
t→∞

lim
V1,2→+0

∫
dωdUeıωt〈γ(U − ıV1)γ(U + ω + ıV2)〉 (544)

Åñëè ôóíêöèÿ ρ(x1y1x2y2) � ñîâìåñòíàÿ ñòàòèñòèêà âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (544) îïåðåæà-

þùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà (çäåñü àðãóìåíòû xi è yi, i = 1, 2 ñîîòâåòñòâóþò

âåùåñòâåííûì è ìíèìûì ÷àñòÿì ýòèõ ôóíêöèé), òî óñðåäíåííîå çíà÷åíèå èõ ïðîèçâåäå-

íèÿ â ôîðìóëå (544) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå

〈γ(U− ıV1)γ(U+ω+ ıV2)〉 =
∫
dx1dy1dx2dy2ρ(x1y1x2y2)[x1x2−y1y2 + ı(x1y2 +x2y1)] ≡ (545)

≡ 〈x1x2〉 − 〈y1y2〉+ ı〈x1y2〉+ ı〈y1x2〉,

ïðè÷åì, êàê áûëî ïîêàçàíî â Ãëàâå 4 íàøåé ðàáîòû, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ëèøü âêëàä

ı〈x1y2〉 è ó÷åòâåðèòü ðåçóëüòàò. Ñîãëàñíî [52] âû÷èñëåíèå ýòîãî âêëàäà ïðè V1,2 → +0

ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

〈x1y2〉 =
∫
dεdx̃1dx̃2P (ε)σU,U+ω(x̃1x̃2)x1(x̃1)y2(x̃2), (546)
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ïðè÷åì âèä ïðåîáðàçîâàíèé x1(x̃1) è y2(x̃2) îïðåäåëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåéR−1
Ω,η(x)

(542) 44:

R−1
Ω,η(x) =

h+ x

q + vx
≡ aΩ,η + bΩ,ηx

cΩ,η + gΩ,ηx
, è òàêîâ (547)

x1 = Re
[
R−1

Ω1,η
(x̃1)

]
, y2 = Im

[
R−1

Ω2,η
(x̃2)

]
, η = u+ ε, Ω1 = U − ıV1, Ω2 = U + ω+ ıV2 (548)

Ôóíêöèÿ σU,U+ω(x1x2) â (546) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó âåùåñòâåííûõ

ôóíêöèé Ãðèíà, èìåþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèå àðãóìåíòû U è U + ω ñîîòâåòñòâåííî. Â Ãëà-

âå 5 áûëî ïîêàçàíî (ñì. òåêñò ïåðåä óðàâíåíèåì (450)), ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

σU1U2(x1x2) =
∫
dε P (ε) σU1U2

[
RU1η(x1),RU2η(x2)

]∣∣∣∣dRU1η(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2η(x2)

dx2

∣∣∣∣, η = u+ ε (549)

ïðè÷åì â íàøåì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå RU,η(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (543). Ðàñ÷åòû,

àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â Ãëàâå 5 äèññåðòàöèè, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè V1,2 → +0, ñîîò-

íîøåíèÿ (548) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ y2(x̃2) è x1(x̃1)

y2(x̃2)
∣∣∣∣
V2→+0

= π
aU+ω,ηgU+ω,η − bU+ω,ηcU+ω,η

g2
U+ω,η

δ
(
x̃2 +

cU+ω,η

gU+ω,η

)
, (550)

x1(x̃1)
∣∣∣∣
V1→+0

=
aU,η + bU,ηx̃

cU,η + gU,ηx̃
(551)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â ôîðìóëó (546) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü (ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà,

àíàëîãè÷íîãî ïðåäøåñòâóþùåìó ôîðìóëå (461)) äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñðåäíåãî 〈x1y2〉

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

〈x1y2〉 = π lim
a→∞

a2
∫
σUU+ω(x, a)xdx (552)

Êàê è â àíàëîãè÷íûõ ðñ÷åòàõ â Ãëàâû 5, ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ σU,U+ω(x1x2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (549). Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ñëåäóåò,

÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà D ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå, êîòîðûé òåïåðü óæå

ìîæíî íàçâàòü ñòàíäàðòíûì:

D =
ı

π2
lim

V1,2→0,t→∞

∫
eıωt〈x1y2〉dωdU =

ı

π
lim

a→∞,t→∞

∫
eıωta2σU,U+ω(x, a)xdxdωdU (553)

44Ìû çàïèøåì ýòó ôóíêöèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé ãëàâû 5 äèññåðòàöèè (ñì. ôîðìóëó (452))

è ðàáîòû [52]
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Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå â Ãëàâå 4, ôóíêöèÿ ó÷àñòèÿ W (U) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç

âûðàæåíèÿ (553), åñëè â íåì îïóñòèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî U :

W (U) =
ı

π
lim

a→∞,t→∞

∫
eıωta2σU,U+ω(x, a)xdxdω (554)

Çàäà÷à, òàêèì îáðàçîì, ñâîäèòñÿ ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (549). Ïðåäëîæåííàÿ â Ãëàâàõ 4 è

5 òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (549), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæå-

íèå ïî ñòåïåíÿì âåëè÷èíû ∆ (ñì. ôîðìóëó (520)), ïðè÷åì ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ ïîïðàâêà

èìååò ïîðÿäîê ∆2. Êàê óæå íåîäíîêðàòíî óêàçûâàëîñü (ñì. Ãëàâû 4, 5, 6), äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ âåëè÷èí D è W (U) íåîáõîäèìà òîëüêî ñèíãóëÿðíàÿ ïî ω = U2 − U1 ÷àñòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà (â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (549)),

ïðè÷åì ñèíãóëÿðíîñòü èìååò âèä ïîëþñà. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü

(îáîçíà÷èì åå ñèìâîëîì sing) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

sing σUω(x1x2) =
∆2

ω
FU(x1x2) +O(∆3) (555)

Òîãäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (554), äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè W (U) è âåëè÷èíû D

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

W (U) = −∆2 lim
a→∞

a2
∫
FU(x, a)xdx+O(∆3), D =

∫
W (U)dU (556)

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò îïèñàíà òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (549) è

ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âõîäÿùåé â (555) ôóíêöèè FU(x1x2).

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (549)

Äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â èçëàãàåìîé íèæå òåîðèè âîç-

ìóùåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè[41, 52], íåîáõîäèìî íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà HΩ,η, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðà-

çîâàíèåì RΩ,η (543) è äåéñòâóåò íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì 45

HΩ,ηf(x) ≡ dRΩ,η

dx
f [RΩ,η(x)] (557)

45Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â Ïðèëîæåíèè 4 è íèæå ïî õîäó âû÷èñëåíèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åí-

íûå òàì ðåçóëüòàòû. Ïîýòîìó ïåðåä ÷òåíèåì äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà æåëàòåëüíî õîòÿ áû ïîâåðõíîñòíî

îçíàêîìèòüñÿ ñ Ïðèëîæåíèåì 4.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð ∆ ìàë è ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ σU1U2(x1x2) â âèäå

ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ∆

σU1U2(x1x2) =
∞∑
n=0

Qn(x1, x2)∆n (558)

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ σU1U2 [RU1,η(x1),RU2,η(x2)]|dRU1,η
(x1)

dx1
||dRU2,η

(x2)

dx2
|, ñòîÿùóþ ïîä çíàêîì

èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (549), â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε. Òîãäà óðàâíåíèå (549) äàåò

∞∑
n=0

Qn(x1, x2)∆n = (559)

∞∑
n,l=0

Mn∆n+l

n!

∂n

∂εn

{
Ql

[
RU1,η(x1),RU2,η(x2)

]∣∣∣∣dRU1,η(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2,η(x2)

dx2

∣∣∣∣}
ε=0

Íàïîìíèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ôèãóðèðóþùèõ çäåñü âåëè÷èí îò ε ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç âåëè-

÷èíó η = u + ε. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ ∆ â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿõ (559), ïîëó÷àåì ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Qn:

∆0 : Q0(x1x2)−Q0

[
RU1,u(x1),RU2,u(x2)

]∣∣∣∣dRU1,u(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2,u(x2)

dx2

∣∣∣∣ = 0 (560)

Ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîãî ìîìåíòà ôóíêöèè P (ε) (520) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî Q1(x1x2) = 0

∆2 : Q2(x1x2)−Q2

[
RU1,u(x1),RU2,u(x2)

]∣∣∣∣dRU1,u(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2,u(x2)

dx2

∣∣∣∣ = (561)

=
M2

2

∂2

∂ε2

{
Q0

[
RU1,η(x1),RU2,η(x2)

]∣∣∣∣dRU1,η(x1)

dx1

∣∣∣∣∣∣∣∣dRU2,η(x2)

dx2

∣∣∣∣}
ε=0

η = u+ ε è ò.ä.

Èç ñîîòíîøåíèé (560) è (561) âèäíî, ÷òî â íèõ ôèãóðèðóåò ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð

HUi,u, i = 1, 2 (557). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèÿ åãî ñâîéñòâà, îïèñàííûå â Ïðèëîæåíèè 4,

ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (560) äëÿ Q0(x1x2):

Q0(x1x2) = LU1,u(x1)LU2,u(x2) (562)

Äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (561) çàïèøåì èñêîìóþ ôóíêöèþQ2(x1x2) ââè-

äå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (595) îïåðàòîðà (557):

Q2(x1x2) =
∑

|n|+|l|6=0

Cnls
U1,u
n (x1)sU2,u

l (x2) (563)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (561) è ïðîèçâîäÿ ñ ïîìîùüþ (594) ðàçëî-

æåíèå åãî ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Cnl, âõîäÿùèõ â (563), ñëåäóþùèå

ôîðìóëû:

Cnl =
1

1− λn(U1, u)λl(U2, u)

M2

2

∂2

∂ε2

[
Jn(U1 ε)Jl(U2 ε)

]
ε=0

(564)
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ãäå âåëè÷èíû Jn(U ε) îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Jn(U ε) ≡
∫ LU,u(RU,η(x))R′U,η(x)

GnU,u(x)
dx =

∫ LU,u(z)

GnU,u(R−1
U,η(z))

dz = J∗−n(U ε), η = u+ ε (565)

Îïðåäåëåíèÿ âõîäÿùèõ â ýòè âûðàæåíèÿ ôóíêöèé L è G ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè 4. Ïðè

ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (561) ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå (562) äëÿ ôóíêöèè Q0(x1x2).

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ñèíãóëÿðíàÿ ïî ω = U2−U1 ÷àñòü Q2(x1x2).

Äëÿ âûäåëåíèÿ ýòîé ÷àñòè â ôîðìóëå (563) ñëåäóåò ñîõðàíèòü òîëüêî ñëàãàåìûå ñ n = −l

(ñì. Ãëàâû 4 è 5), ïîñêîëüêó òîëüêî äëÿ ýòèõ ñëàãàåìûõ çíàìåíàòåëü 1−λn(U1, u)λl(U2, u)

â âûðàæåíèÿõ (564) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ω = U2 − U1 = 0. Ðàñ÷åò, ïîëíîñòüþ àíàëî-

ãè÷íûé âûïîëíåííîìó â Ãëàâå 5 [41], ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ âõîäÿùåé

â ôîðìóëó (556) ôóíêöèè FU(x1x2):

FU(x1x2) = − ıM2

2b

√
U − u

∑
n6=0

∂2

∂ε2

∣∣∣∣Jn(U ε)
∣∣∣∣2
ε=0

sU,un (x1)sU,u−n (x2)

n
(566)

Ïðèâåäåì òåïåðü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ (565):

J0(U, ε) = 1, Jn(U ε) = G−nU,u
(
R−1
U,η(r̄)

)∣∣∣∣
η=u+ε

= [J1(U, ε)]n, n > 0, r̄ =

√
U −
√
U − u

ıu
(567)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì (565) ïî âû÷åòàì, ïðè÷åì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

âõîäÿùèõ â (564) ïðîèçâîäíûõ, âåëè÷èíó ε ìîæíî ñ÷èòàòü íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî ðàñïîëî-

æåíèå ïîëþñîâ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïî îòíîøåíèþ ê âåùåñòâåííîé îñè46 îò íåå

íå çàâèñèò. Ïîëüçóÿñü (596) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

1

GnU,u(R−1
U,u(z))

= λn(U)
1

GnU,u(z)
= λn(U, u)

(
r − z
r∗ − z

)n
(568)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî Jn(U, 0) = 0 ïðè n 6= 0 è ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå

G−1
U,u(R−1

U,η(r̄)) ïî ñòåïåíÿì ε íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé ñòåïåíè ε è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëå-

äóþùåì âèäå:

G−1
U,u(R−1

U,η(r̄))
∣∣∣∣
η=u+ε

= J1(U, ε) = KUε+O(ε2) (569)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (566) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñóììå (566) îñòàþòñÿ

òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå J±1(Uε), äëÿ êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èõ êâàäðàòà

ìîäóëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè ε = 0. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (566) äëÿ ôóíêöèè FU(x1x2)

ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó:

FU(x1x2) = − ıM2

b

√
U − u|KU |2

[
sU,u1 (x1)sU,u−1 (x2)− sU,u−1 (x1)sU,u1 (x2)

]
(570)

46Âûøå èëè íèæå âåùåñòâåííîé îñè
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Ïðÿìîå àëãåáðàè÷åñêîå âû÷èñëåíèå, èñïîëüçóþùåå ÿâíûå âûðàæåíèÿ (594) äëÿ ôóíêöèè

GU,u(x) è (542) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ R−1
U,η(x), ïîêàçûâàåò ÷òî

KU = ıeıb
√
U−u [

√
U −
√
U − u]2

2u(U − u)
sin[b
√
U − u], |KU |2 =

sin2[b
√
U − u]

4(U − u)2
(571)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå U < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî |U |+U = 0. Íà-

êîíåö, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå â [41] (ñì. Ãëàâó 4) âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ è ïðåäåëüíûõ

çíà÷åíèé ôóíêöèé σnU(x) (ñì. Ïðèëîæåíèå 4), ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (593) ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ è ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé s-ôóíêöèé:

∫
sU,un (x)xdx = ı

n

|n|

√
U − u
u

|t|
t

lim
a→∞

a2sU,un (a) =
1

π

√
U − u
u

|t|
t

(572)

Ïîñëå ýòîãî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (556) ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè ó÷àñòèÿ W (U) è âåëè÷èíû

D âûðàæåíèÿ (521) è (522).

0.8.5 ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Äëèíà ëîêàëèçàöèè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå óáåäèòåëüíûì ñïîñîáîì ïðîâåðêè òåî-

ðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìåðíûì òâåðäîòåëüíûì ðàçóïîðÿäî÷åííûì

ìîäåëÿì, ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì. Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-

òû ÷èñëåííîé ïðîâåðêè âûðàæåíèÿ (521) äëÿ ôóíêöèè ó÷àñòèÿW (U) (ñïåêòðàëüíîé çàâè-

ñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè), ÿâëÿþùåãîñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòû. Ïðè ïðîâåðêå ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèå (529), ïðè÷åì dU << |u|.

Ôèãóðèðóþùèå â (529) âîëíîâûå ôóíêöèè áûëè ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (523) ñî ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì (530) ìåòîäîì ìàò-

ðèö ïåðåíîñà. Ïðè ðàñ÷åòàõ ìû ïîëàãàëè p(ε) = Θ(ε + 1/2) − Θ(ε − 1/2) (ñì. ôîðìóëó

(520)) è ÷èñëî ó÷àñòêîâ ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà N ∼ 200 − 900. Îêîí÷àòåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ ó÷àñòèÿ W (U) ïîëó÷àëàñü óñðåäíåíèåì ïî Nr ∼ 2000− 4000 ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîãî

ïîòåíöèàëà.

Ïðè ïðîâåäåíèè îïèñàííûõ âûøå ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî èìåòü ââèäó ñëåäóþùåå: 1) ïî-

ñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ â äàííîé ðàáîòå ôîðìóëà (521) ñïðàâåäëèâà â òåðìîäèíàìè÷åñêîì

ïðåäåëå, ÷èñëî N äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Îäíàêî, ïðè N > 800 − 900 áûñò-

ðî íàðàñòàþò îøèáêè ïðè âû÷èñëåíèè âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûå ñ ïåðåìíîæåíèåì
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áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàòðèö ïåðåíîñà, 2) ïðè çàäàííîé äëèíå bN ñëó÷àéíîé ñèñòåìû,

ñòåïåíü ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ ∆ äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû äëèíà ëîêàëèçàöèè

âîëíîâûõ ôóíêöèé íå ïðåâîñõîäèëà bN è äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òîáû íå âûéòè çà îáëàñòü

ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (521), 3) ïðè ðàñ÷åòàõ íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü êâàäðàòè÷íûé õà-

ðàêòåð çàâèñèìîñòè ïîëó÷àåìîé ÷èñëåííî ôóíêöèè W (U) ∼ ∆2 è íåçàâèñèìîñòü ðåçóëü-

òàòîâ îò N . Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ b è ∆

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.27 (çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå), ïðè÷åì ãëàä-

êèå êðèâûå ðàññ÷èòàíû ïî ôîðìóëå (521) áåç êàêîé-ëèáî ïîäãîíêè. Ðèñ.27b äåìîíñòðèðóåò

ëó÷øåå ñîãëàñèå òåîðèè è ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ÷åì ðèñ.27a, ïîñêîëüêó ïðè ïîëó÷åíèè

÷èñëåííîé çàâèñèìîñòè äëÿ ðèñ.27b îïèñàííûå âûøå óñëîâèÿ âûïîëíÿëèñü ñóùåñòâåííî

ëó÷øå.

Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîëåçíî èìåòü âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü äëèíó ëîêàëèçàöèè l

ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîé ñèñòåìû ñ çàäàííîé ýíåðãèåé U . Äëÿ òàêèõ îöåíîê ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü ïîëó÷åííóþ â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèè ôóíêöèþ ó÷àñòèÿ W (U) (ôîðìóëà

(521)). Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèÿ ñëó÷àéíîé ñèñòåìû ñ ýíåðãèÿìè, ïîïàäàþùèìè â èíòåðâàë

[U,U + dU ]. ×èñëî òàêèõ ñîñòîÿíèé áóäåò ρ(U)dU , ãäå ρ(U) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Â ñè-

ëó ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà U(x)

ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî "öåíòðû òÿæåñòè"ýòèõ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé áîëåå èëè ìåíåå

îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåíû âäîëü îñè x. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé â ýíåðãåòè-

÷åñêîì èíòåðâàëå [U,U + dU ], "öåíòðû òÿæåñòè"êîòîðûõ ïîïàäàþò â ïðîñòðàíñòâåííûé

èíòåðâàë dL îñè x, ìîæíî îöåíèòü êàê [ρ(U)/L]dUdL, ãäå L = Nb � äëèíà ïîòåíöèàëüíîãî

ÿùèêà ñ ôëóêòóèðóþùèì äíîì. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ôóíêöèþ ó÷àñòèÿ (529) îñíîâíîé

âêëàä äàþò òå ñîñòîÿíèÿ, "öåíòðû òÿæåñòè"êîòîðûõ óäàëåíû îò êðàÿ 47 ïîòåíöèàëüíîãî

ÿùèêà íå áîëåå ÷åì íà äëèíó l ëîêàëèçàöèè ýòèõ ñîñòîÿíèé. ×èñëî dn òàêèõ ñîñòîÿíèé

îöåíèâàåòñÿ êàê dn = [ρ(U)/L]ldU . Åñëè îáîçíà÷èòü ψU(0) ñðåäíþþ àìïëèòóäó âîëíî-

âûõ ôóíêöèé ýòèõ ñîñòîÿíèé ïðè x = 0, òî äëÿ ôóíêöèè ó÷àñòèÿ (529) ìîæíî íàïèñàòü

ñëåäóþùåå îöåíî÷íîå âûðàæåíèå

W (U)dU = |ψU(0)|4dn W (U) =
ρ(U)l

L
|ψU(0)|4 (573)

47Íàì áóäåò óäîáíî ñåé÷àñ ñ÷èòàòü êîîðäèíàòó êðàÿ ÿùèêà íóëåâîé x = 0, à ñàì ÿùèê ðàñïîëîæåííûì

íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
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Ðèñ. 27: Ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííîé

ñèñòåìû ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì. Çàøóìëåííûå çàâèñèìîñòè ïî-

ëó÷åíû êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì, ãëàäêèå êðèâûå � ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (521).

192



Ñ ïðèåìëåìîé äëÿ íàøèõ öåëåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âõîäÿùàÿ â ýòó ôîðìóëó

ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ρ(U) ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ρ0(U) â ïîòåíöèàëü-

íîì ÿùèêå áåç áåçïîðÿäêà, äëèíà êîòîðîãî L à ãëóáèíà u:

ρ(U) ≈ ρ0(U) =
L

2π
√
U − u

(574)

Òîãäà ôîðìóëà (573) äàåò

W (U) =
l |ψU(0)|4

2π
√
U − u

(575)

Âõîäÿùèå â ýòó ôîðìóëó äëèíó ëîêàëèçàöèè l è ìîäóëü âîëíîâîé ôóíêöèè |ψU(0)| ìîæíî

ñâÿçàòü óñëîâèåì íîðìèðîâêè, êîòîðîå äàñò âòîðîå ñîîòíîøåíèå äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ. Åñëè

âåëè÷èíà ψU(0) ïðåäñòàâëÿëà áû ñîáîé òèïè÷íóþ àìïëèòóäó âîëíîâîé ôóíêöèè, òî óêà-

çàííàÿ ñâÿçü èìåëà áû ïðîñòîé âèä |ψU(0)|2l = 1. Îäíàêî ïðèâîäèìûå íèæå àðãóìåíòû

ïîêàçûâàþò, ÷òî àìïëèòóäà âîëíîâîé ôóíêöèè â òî÷êå x = 0 ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî

ìåíüøå åå òèïè÷íîé àìïëèòóäû, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ψ̄U . Îöåíèì ψ̄U èç ñëåäóþùèõ

ñîîáðàæåíèé. Ïðè x < 0 (ò.å. âíå ïîòåíöèàëüíîãî ÿùèêà) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

ψU(x) = ψU(0) exp[
√
−Ux]. Ïðè 0 < x < l ðàññåÿíèå â ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå âûðàæå-

íî ñëàáî è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó

äâèæåíèþ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé U . Ïîýòîìó äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè âáëèçè êðàÿ ðàçóïîðÿ-

äî÷åííîé ñèñòåìû ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:ψU(x) = ψU(0) exp[x
√
−U ] x < 0

ψU(x) = A sin[x
√
U − u+ ϕ] 0 < x < l

(576)

Ìû ñ÷èòàåì çäåñü, ÷òî âåëè÷èíà ýíåðãèè U äîñòàòî÷íî âåëèêà è äâèæåíèå ÷àñòèöû èìååò

áàëëèñòè÷åñêèé, à íå òóííåëüíûé õàðàêòåð, ò.å. U −u− εi > 0. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ìàëîãî áåñïîðÿäêà, êîãäà U −u− εi ≈ U −u, ýòî òðåáîâàíèå íå ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò íàøå

ðàññìîòðåíèå. Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè

x = 0 ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êîíñòàíòû A è ϕ:ψU(0) = A sinϕ

ψU(0)
√
−U = A

√
U − u cosϕ

⇒

A
2 = |ψU(0)|2 u

u−U

tgϕ =
√

u−U
U

(577)

Èíòåðåñóþùåå íàñ òèïè÷íîå çíà÷åíèå êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè â îáëàñòè ëî-

êàëèçàöèè l ìîæíî îöåíèòü êàê ïîëîâèíó åãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêå

[0, l]:

|ψ̄U |2 =
A2

2
maxx∈[0,l] sin2[x

√
U − u+ ϕ] (578)
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (577), ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ |ψ̄U |2 ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

|ψ̄U |2 =
|ψU(0)|2

2

u

u− U
ïðè l

√
U − u+ ϕ >

π

2
(579)

|ψ̄U |2 =
|ψU(0)|2

2

u

u− U
sin2[l

√
U − u+ ϕ] ïðè l

√
U − u+ ϕ <

π

2

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü óïîìÿíóòîå âûøå óñëîâèå íîðìèðîâêè |ψ̄U |2l = 1:

|ψU(0)|2 l
2

u

u− U
= 1 ïðè l

√
U − u+ ϕ >

π

2
(580)

|ψU(0)|2 l
2

u

u− U
sin2[l

√
U − u+ ϕ] = 1 ïðè l

√
U − u+ ϕ <

π

2
(581)

Ñîîòíîøåíèÿ (580), (581) è (575) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü äëèíó ëîêàëèçàöèè l ÷åðåç ïîëó÷åí-

íóþ â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèþ ó÷àñòèÿ W (U). Íàïðèìåð, (580) è (575) äàþò ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå äëÿ äëèíû ëîêàëèçàöèè:

l =
2|U − u|3/2

πW (U)u2
≡ l0(U) (582)

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñâÿçíîñòè, ìû ñîõðàíÿåì çäåñü ÷èñëåííûé ìíîæèòåëü 2/π. Ýòà ôîð-

ìóëà ïðèìåíèìà, åñëè ïîëó÷åííàÿ ñ åå ïîìîùüþ äëèíà ëîêàëèçàöèè l óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ïðèìåíèìîñòè (580): l
√
U − u+ ϕ > π

2
. Êîìáèíèðóÿ ôîðìóëû (581) è (575) ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû ëîêàëèçàöèè â ñëó÷àå êîãäà l
√
U − u+ ϕ < π

2
:

l0(U)

l
= sin4

[
l
√
U − u+ arctg

√
u− U
U

]
(583)

Â àêòóàëüíîì ñëó÷àå êîãäà U − u > ∆ îñíîâíîé îêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà (582), ïîýòîìó

ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ àíàëèçîì òðàíñöåäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (583). Íà ðèñ.28 ïîêàçàí

òèïè÷íûé âèä âîëíîâûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ

ýíåðãèÿõ. Ãîðèçîíòàëüíûìè æèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äëèíû ëîêàëèçàöèè, ïîëó÷åí-

íûå ïðè ïîìîùè ôîðìóë (582) è (521). Èç ðèñ.28 âèäíî, ÷òî ýòè ôîðìóëû ìîãóò ñëóæèòü

äëÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé îöåíêè ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè äëèíû ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé

îïèñàííîé â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íåïðåðûâíîé ìîäåëè ðàçóïîðÿäî÷åí-

íîé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 28: Âîëíîâûå ôóíêöèè îäíîìåðíîé ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ñ êóñî÷íî ïîñòîÿí-

íûì ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì ïðè ðàçëè÷íûõ ýíåðãèÿõ U . Æèðíûìè ãîðèçîíòàëüíûìè

ëèíèÿìè ïîêàçàíà äëèíà ëîêàëèçàöèè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (582).
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0.8.6 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòè-

êè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà, ðàçðàáîòàííàÿ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ

äèññåðòàöèè äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé, ïðèìåíåíà äëÿ àíàëèçà

íåïðåðûâíîé ðàçóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè, îïèñûâåìîé óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ êóñî÷íî

ïîñòîÿííûì ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì. Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷åíî âû-

ðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè â ñìûñëå êðèòåðèÿ Àíäåðñî-

íà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ îáùåïðèíÿòûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè[19], ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè ðàññìàò-

ðèâàåìîé ñëó÷àéíîé ñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ëîêàëèçîâàííûìè, ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ ó÷àñòèÿ (521) ïðè ýòèõ ýíåðãèÿõ îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ. Èñêëþ÷åíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ òî÷êè äåëîêàëèçàöèè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè b
√
−u > π (ñì. ôîðìóëó (521)). Ê

ñîæàëåíèþ, íàì íå óäàëîñü ÷èñëåííî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ó÷àñòèÿ W (U) ïðè

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b (êîãäà ïîÿâëÿþòñÿ óêàçàííûå òî÷êè), ïîñêîëüêó ïðèìå-

íÿåìûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà îêàçûâàëñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñõîäñòâî îïèñàííîé â äàííîé ãëàâå ðàáîòû

íåïðåðûâíîé ìîäåëè ñ äèñêðåòíîé ìîäåëüþ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé, èññëåäî-

âàííîé â Ãëàâå 5. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ïîâåäåíèå ôóíêöèè ó÷àñòèÿ W (U)

ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü íåïðåðûâíîé ìîäåëè êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ äèñ-

êðåòíîé ìîäåëè ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé, äëÿ êîòîðîé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì

÷èñëåííûé àíàëèç. Åùå ðàç îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàçâèòûå â ýòîé ãëàâå ðàáîòû

ïðåäñòàâëåíèÿ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè àíàëèçå ðàïðî-

ñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñòðóêòóðàõ òèïà îäíîìåðíûõ ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ

ïðè íàëè÷èå áåñïîðÿäêà. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû

â [61]
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0.8.7 Ïðèëîæåíèå 4. Ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòî-

ðà HΩ,η

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé σnC(x) îïåðàòîðà

HCf(x) ≡ f(C − 1/x)/x2, ïîëó÷åííóþ â Ïðèëîæåíèÿõ 1 è 2 â ÿâíîì âèäå. 48 Ðàññìîòðèì

êàêóþ-ëèáî èç ýòèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé σ(x) è îáîçíà÷èì ÷åðåç λ ñîîòâåòñòâóþùåå åé

ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà HC . Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

1

x2
σ(C − 1/x) = λσ(x) (584)

Ïåðåéäåì â ýòîì óðàâíåíèè ê íîâîé ïåðåìåííîé y, ñâÿçàííîé ñ ïåðåìåííîé x ñëåäóþùèì

îáðàçîì x = A+By, y = [x−A]/B, ãäå ïàðàìåòðû A è B ïîêà îñòàâèì íåîïðåäåëåííûìè.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Φ(y) êàê Φ(y) ≡ C−1/x = C−1/[A+By]. Òîãäà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî ïåðåõîä ê ïåðåìåííîé y â óðàâíåíèè (584) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

1

B

dΦ

dy
σ[Φ(y)] = λσ(A+By) (585)

Ââåäåì òåïåðü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ s(y)

s(y) ≡ B σ(A+By) è, ñëåäîâàòåëüíî, σ(z) =
1

B
s
(
z − A
B

)
(586)

Èç (585) âûòåêàåò, ÷òî
1

B

dΦ

dy
s
(

Φ(y)− A
B

)
= λs(y) (587)

Åñëè îïðåäåëèòü ôóíêöèþ R ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

R(y) ≡ Φ(y)− A
B

=
[
(C − A)A− 1

AB
+
C − A
A

y
]/[

1 +
B

A
y
]
, (588)

òî óðàâíåíèå (587) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dR
dy

s[R(y)] = λs(y) (589)

Òåïåðü âûáåðåì ïàðàìåòðû A, B è C òàê, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

(588), ñîâïàäàëî áû ñ (543). Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé íà óêàçàííûå ïàðàìåòðû,

48Íàïîìíèì, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îïåðàòîðà HC , à öåëî÷èñëåííûé èíäåêñ n = ...−2,−1, 0, 1, 2...

íóìåðóåò ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòîãî îïåðàòîðà. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå |C| < 2.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè ñòðàííîãî àòðàêòîðà äëÿ îïåðàòîðà HC .
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ðåøåíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èõ ÿâíûé âèä:

A =

√
Ω− η + ıt

√
Ω√

(Ω− η)(1 + t2)
B =

tη√
(Ω− η)(1 + t2)

C =
2√

1 + t2
, t = tg

[
b
√

Ω− η
]
(590)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ s(y)(586), ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè σ(x)

îïåðàòîðà HC , ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A, B è C îïðåäåëÿåìûõ èç ôîðìóë (590), ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà HΩ,η (557), ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå

÷èñëî λ ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ îïåðàòîðà HC . Íèæå ìû ïðèâåäåì êîìïàêòíûå âûðà-

æåíèÿ äëÿ s-ôóíêöèé.

Êàê ïîêàçàíî â Ïðèëîæåíèè 2, ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â

ðÿä ïî ôóíêöèÿì σnC(x) Íàïîìíèì ÿâíûé âèä ôóíêöèé σnC(x) è âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë λn îïåðàòîðà HC ïðè |C| < 2:

σnC(x) = LC(x)Gn(x), ãäå LC(x) ≡ 1

2πı

[
1

x−R
− 1

x−R∗
]
, G(x) ≡

[
R∗ − x
R− x

]
(591)

λn =
(
C + ı

√
4− C2

C − ı
√

4− C2

)n
R ≡ C + ı

√
4− C2

2
R∗ ≡ C − ı

√
4− C2

2
|C| < 2

è ïðàâèëà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) â ðÿä ïî óêàçàííûì ôóíêöèÿì

f(x) =
+∞∑

n=−∞
Knσ

n
C(x), Kn =

∫ f(x)

Gn(x)
dx (592)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà äëÿ ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé (586) îïåðàòîðà (557) (íàçîâåì èõ s-ôóíêöèÿìè)

HΩ,ηs
Ω,η
n (y) = λn(Ω, η)sΩ,η

n (y), sΩ,η
n (y) = B σnC(A+By), λn(Ω, η) = exp[2ınb

√
Ω− η]

(593)

Çäåñü ïàðàìåòðû A, B è C îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (590). Âåðõíèé èíäåêñ ó s-ôóíêöèé

ïîêàçûâàåò èõ çàâèñèìîñòü îò ýíåðãåòè÷åñêîãî àðãóìåíòà Ω. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(y)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì

f(y) =
+∞∑

n=−∞
Knsn(y), Kn =

∫ f(y)

Gn(A+By)
dy ≡

∫ f(y)

GnΩ,η(y)
dy, (594)

ãäå

GΩ,η(y) ≡=
r∗ − y
r − y

, ãäå r ≡
√

Ω−
√

Ω− η
ıη

r∗ ≡
√

Ω +
√

Ω− η
ıη
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Ñ ïîìîùüþ ââåäåíûõ òàêèì îáðàçîì âåëè÷èí äëÿ ôóíêöèé sΩ,η
n (y) ìîæíî íàïèñàòü ñëå-

äóþùèå êîìïàêòíûå âûðàæåíèÿ:

sΩ,η
n (y) = LΩ,η(y)GnΩ,η(y), LΩ,η(y) ≡ 1

2πı

[
1

y − r
− 1

y − r∗
]

(595)

Çäåñü íèæíèå èíäåêñû ó ëîðåíòöèàíà L ïîêàçûâàþò çàâèñèìîñòü ýòîé ôóíêöèè îò ýíåð-

ãåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ Ω è η = u+ ε. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

GnΩ,η(RΩ,η(x)) = λn(Ω, η)GnΩ,η(x) (596)
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0.9 ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÇÀÂÈÑÈÌÎ-

ÑÒÈÊÐÈÒÅÐÈßËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈÀÍÄÅÐÑÎÍÀ

Â ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÏÐÈ ÊÎÐÐÅËÈÐÎ-

ÂÀÍÍÎÌ ÄÈÀÃÎÍÀËÜÍÎÌ ÁÅÑÏÎÐßÄÊÅ.

0.9.1 Ââåäåíèå, ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â ïðåäøåñòâóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè, ïîñâÿùåííûì íèçêîðàçìåðíûì ðàçóïîðÿäî÷åí-

íûì ñèñòåìàì, ìû ðàññìàòðèâàëè íåêîððåëèðîâàííûé (δ-êîððåëèðîâàííûé) äèàãîíàëüíûé

áåñïîðÿäîê, ïðè êîòîðîì ýíåðãèè óçëîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ñ çàäàííîé ñòàòèñòèêîé. Èñêëþ÷åíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü Ãëàâó 5, ãäå áûëà ïðîàíàëè-

çèðîâàíà ñëó÷àéíàÿ öåïî÷êà ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé, êîòîðàÿ ìîæåò (ïðàâäà,

äîâîëüíî èñêóññòâåííî) ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîððåëèðîâàííàÿ ñ õàðàêòåðíîé äëèíîé êîð-

ðåëÿöèè m. Ïîíÿòíî, ÷òî ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ áåñïîðÿäîê ïðåäñòàâëåí

íåêîòîðûì δ-êîððåëèðîâàíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì [19], ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè è ñëåäó-

þùèì âîçìîæíûì øàãîì íà ïóòè óñëîæíåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ó÷åò êîððåëÿöèé.

Âîïðîñ î âëèÿíèå êîððåëÿöèé ÿâëÿåòñÿ òåì áîëåå àêòóàëüíûì, ÷òî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ

ñëåäóåò îæèäàòü êîððåëèðîâàííîãî áåñïîðÿäêà. Ê òîìó æå, êàê ïîêàçàíî â [73, 74, 55],

âàæíåéøåå ñâîéñòâî ñëó÷àéíûõ ñèñòåì � ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé � ìîæåò

ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò íàëè÷èÿ êîððåëÿöèé.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äëÿ ïðîñòåéøåé äèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî-

÷åííîé êîððåëèðîâàííîé îäíîìåðíîé öåïî÷êè âûïîëíåí ðàñ÷åò ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè

ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè â ñìûñëå êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñóùåñòâåííîå

îòëè÷èå óêàçàííîé çàâèñèìîñòè îò ñëó÷àÿ íåêîððåëèðîâàííîé öåïî÷êè. Äëÿ ðàñ÷åòà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèè ìåòîä [41, 52, 56], îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè

ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà. Â ïðèâîäèìîì

íèæå ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîì ìàëîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè, è ïîëó÷åííûå

ôîðìóëû ðàáîòàþò ïðè çíà÷èòåëüíîì (ïî îòíîøåíèþ ê íåâîçìóùåííîìó ãàìèëüòîíèà-

íó) óðîâíå ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ, êîãäà îáû÷íàÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé
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íåïðèìåíèìà. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ åùå ðàç äåìîíñòðèðóþò ýôôåêòèâíîñòü

è óíèâåðñàëüíîñòü ïðåäëîæåííîãî â äèññåðòàöèè ìåòîäà ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé

Ãðèíà, ïîçâîëÿþùåãî ïðîàíàëèçèðîâàòü öåëûé ðÿä çàäà÷, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ÿâëÿþò-

ñÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêè íåïåðòóðáàòèâíûìè. 49

Ïåðåéäåì ê êîëè÷åñòâåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà ðàçóïîðÿäî-

÷åííîé ìîäåëè, êîòîðóþ ìû ïðåäïîëàãàåì èññëåäîâàòü, èìååò çíàêîìûé âèä

Hn,n′ = δn,n′εn + δn,n′+1 + δn,n′−1, n, n′ = 1, ..., N (597)

îäíàêî, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, óçåëüíûå ýíåðãèè εn îáðàçóþò òå-

ïåðü êîððåëèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ñëåäóþùèì ïðîñòåéøèì ìåõàíèçìîì êîððå-

ëÿöèè, êîòîðûé ìû óæå èñïîëüçîâàëè â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðè ïîëó÷åíèè òî÷íîãî

ðåøåíèÿ äëÿ êîððåëèðîâàííîé ìîäåëè Ëëîéäà (ñì. ôîðìóëó (275) è íèæå). Ñîïîñòàâèì

êàæäîìó óçëó n íàøåé ðåøåòêè íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξn, ïðè-

÷åì âåëè÷èíû ξn áóäåì ñ÷èòàòü âçàèìíî íåçàâèñèìûìè è èìåþùèìè çàäàííóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ P (ξ). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåëè÷èí ïîñòðîèì óçåëüíûå ýíåðãèè εn ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

εn = (1− e−α)
∑
m≤n

eα(m−n)ξm, α > 0 (598)

Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè εn áóäóò êîððåëèðîâàíû, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä

〈εnεn′〉 = 〈ξ2〉
(

1− e−α

1 + e−α

)
e−α|n−n

′| = 〈ξ2〉
(

1− β
1 + β

)
β|n−n

′|, β ≡ e−α, β ∈ [0, 1] (599)

ñ õàðàêòåðíûì ðàäèóñîì êîððåëÿöèè R = 1/α. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü εn ïðè÷èííî êîððåëèðîâàíà, ò.å. εn çàâèñèò òîëüêî îò òåõ ξm, ó êîòîðûõ m ≤ n.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ñóùåñòâåííî ñëåäóþùåå ïðîâåðÿåìîå ïðÿìûì ðàñ÷åòîì ñîîòíîøå-

íèå:

εn+1 = βεn + (1− β)ξn+1 (600)

Íèæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí

ξn ãàóññîâîé

P (ξ) =
1

∆

1√
π
e−(ξ/∆)2

. (601)

49Òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåííàÿ â Ãëàâå 6 çàäà÷à Ëëîéäà èëè ðàññìîòðåííàÿ â Ãëàâå 4 çàäà÷à î

áèíàðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êå ïðè ïðîèçâîëüíîé ýíåðãèè äåôåêòà.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P(z) óçåëüíûõ

ýíåðãèé εn òàêæå áóäåò èìåòü ãàóññîâñêèé âèä:

P(z) =
1√
π

1

∆̄
e−(z/∆̄)2

ãäå ∆̄ ≡ ∆

√
1− β
1 + β

(602)

Äëÿ òàêîé öåïî÷êè ñ êîððåëèðîâàííûì äèàãîíàëüíûì áåñïîðÿäêîì ðàññìîòðèì ñòàí-

äàðòíóþ äëÿ íàøåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàäà÷ó î âû÷èñëåíèå êðèòåðèÿ Àíäåðñî-

íà D è ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè W (U)50. Êàê óæå íåîäíîêðàòíî

ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè, óêàçàííûå âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà Ψλ è Eλ ìàòðèöû (597) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D =
∫
W (U)dU, ãäå W (U)dU =

〈 ∑
Eλ∈[U,U+dU ]

∣∣∣∣Ψλ
N

∣∣∣∣4〉 (603)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé, ïðåäëîæåííîé â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, äëÿ ðåøå-

íèÿ ïîñòàâëåííîé òàêèì îáðàçîì çàäà÷è íåîáõîäèìî çíàòü ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó äâóõ

êðàåâûõ ôóíêöèé Ãðèíà (ÊÔÃ) ïðè ðàçíûõ (êîìïëåêñíûõ) ýíåðãèÿõ gN(Ω1) è gN(Ω2), ãäå

Ω1 = U1 + ıV1 è Ω2 = U2− ıV2, ïðè÷åì V1,2 > 0. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà

D è ôóíêöèè W (U) ñ ïîìîùüþ ýòîé ñòàòèñòèêè îïèñàíà â Ãëàâàõ 4, 5, 6 è 7. Íèæå áóäóò

ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû, ó÷èòûâàþùèå êîððåëèðîâàííûé õàðàêòåð óçåëü-

íûõ ýíåðãèé. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò çàäà÷ ïðîàíàëèçèðîâàííûõ â ïðåäûäóùèõ

ãëàâàõ, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êîððåëèðîâàííîãî áåñïîðÿäêà ïîëó÷åíèå çàìêíóòîãî

óðàâíåíèÿ îêàçûâåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî íà ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó äâóõ êðàåâûõ ôóíê-

öèé Ãðèíà (gN(Ω1,2)) è ýíåðãèè êðàåâîãî óçëà εN . Óêàçàííàÿ ñòàòèñòèêà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ôóíêöèþ äâóõ êîìïëåêñíûõ è îäíîãî âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòîâ ρ(z1z2, ε) è îïðå-

äåëÿåòñÿ òàê, ÷òî âåëè÷èíà ρ(x1 + ıy1, x2 + ıy2, ε)dx1dy1dx2dy2dε ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî,

÷òî Re gN(Ω1) ∈ [x1, x1 + dx1] è Im gN(Ω1) ∈ [y1, y1 + dy1] è Re gN(Ω2) ∈ [x2, x2 + dx2] è Im

gN(Ω2) ∈ [y2, y2 +dy2] è εN ∈ [ε, ε+dε]. Íàøåé ïåðâîé çàäà÷åé áóäåò ïîëó÷åíèå çàìêíóòîãî

óðàâíåíèÿ íà ýòó ôóíêöèþ. Äëÿ ýòîãî ìû, êàê è â Ãëàâàõ 4, 5 è 6, èñïîëüçóåì èçâåñò-

íîå ñîîòíîøåíèå (60), ïîçâîëÿþùåå âûðàçèòü ÊÔÃ öåïî÷êè ñ îäíèì äîáàâëåííûì óçëîì

gN+1(Ω) ÷åðåç ÊÔÃ gN(Ω) èñõîäíîé öåïî÷êè:

gN+1(Ω) =
1

Ω− εN+1 − gN(Ω)
(604)

50Âûøå ôóíêöèÿ W (U) íàçûâàëàñü òàêæå ôóíêöèåé ó÷àñòèÿ, ïîñêîëüêó W (U) èìååò ìíîãî îáùåãî ñ

inverse partiñipation ratio (IPR).
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Äëÿ êîìïàêòèôèêàöèè ðàñ÷åòîâ íàì íèæå áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðå-

äåëåíèå δ-ôóíêöèè, àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé

ïåðåìåííîé F (z) = u(x, y) + ıv(x, y), z = x+ ıy:

δ[F (z)] ≡ δ[u(x, y)]δ[v(x, y)] (605)

Òàêàÿ δ-ôóíêöèÿ âñåãäà âåùåñòâåííà è ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü z0 = x0 + ıy0 åñòü êîðåíü ôóíêöèè F (z), ò.å. F (z0) = 0. Òîãäà ïðÿìîé ðàñ÷åò ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèè F (z), ïîêàçûâàåò, ÷òî

δ[F (z)] =
δ[z − z0]

|F ′(z0)|2
, F (z0) = 0 (606)

ïðè÷åì ñòîÿùàÿ â ÷èñëèòåëå δ-ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè z−z0 ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå

(605).

Òàêæå äëÿ êîìïàêòèôèêàöèè ðàñ÷åòîâ ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
∫
R dz ñëåäóþùèå èí-

òåãðàëû îò ôóíêöèé (íåîáÿçàòåëüíî àíàëèòè÷åñêèõ) f(z) = u(x, y) + ıv(x, y) êîìïëåêñíîé

ïåðåìåííîé z = x+ ıy: ∫
R
f(z)dz ≡

∫ ∫ +∞

−∞
[u(x, y) + ıv(x, y)]dxdy (607)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ íà ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó ρ(z1, z2, ε) è

äîáàâèì ê íàøåé öåïî÷êå èçN óçëîâ åùå îäèí óçåëN+1. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ρ̃(z1, z2, ε)

ôóíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ ρ, òîëüêî îïèñûâàþùóþ ñîâìåñòíóþ ñòàòèñòèêó ÊÔÃ öåïî÷êè ñ

äîáàâëåííûì óçëîì, òî ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé è ñîîòíîøåíèÿ (600), äëÿ íåå

ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

ρ̃(z1z2, ε) =
〈
δ
(
z1−

1

Ω1 − εN+1 − gN(Ω1)

)
δ
(
z2−

1

Ω2 − εN+1 − gN(Ω2)

)
δ(ε−εN+1)

〉
= (608)

=
〈
δ
(
z1 −

1

Ω1 − ε− gN(Ω1)

)
δ
(
z2 −

1

Ω2 − ε− gN(Ω2)

)
δ(ε− βεN − [1− β]ξN+1)

〉
=

=
∫
R
dz′1dz

′
2

∫
dε′dξ P (ξ)ρ(z′1z

′
2, ε
′) δ

(
z1−

1

Ω1 − ε− z′1

)
δ
(
z2−

1

Ω2 − ε− z′2

)
δ(ε−βε′− [1−β]ξ)

Êàê îáû÷íî, ïðèN →∞ (òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë), äîëæíî áûòü ρ = ρ̃ (óñëîâèå ñòàöè-

îíàðíîñòè ñòàòèñòèêè) è, âûïîëíÿÿ â (608) èíòåãðèðîâàíèÿ ñ δ-ôóíêöèÿìè (ñì. ôîðìóëó

(606)), ïîëó÷àåì äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(z1z2, ε) ñëåäóþ-

ùåå çàìêíóòîå óðàâíåíèå:

β|z1|4|z2|4ρ(z1z2, ε) =
∫
dξP (ξ)ρ

(
Ω1 − ε−

1

z1

,Ω2 − ε−
1

z2

,
ε− [1− β]ξ

β

)
(609)
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Íèæå íàì ïîòðåáóþòñÿ ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïðåäåëüíî ìàëûìè ðàçíîçíàêîâûìè ìíèìû-

ìè ÷àñòÿìè ýíåðãåòè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ. Â ïîëíîé àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â

Ãëàâàõ 4, 5, 6 è 7 íàøåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ê àíàëèçó óðàâíåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè âåùåñòâåííûõ ÊÔÃ

è ýíåðãèè êðàéíåãî óçëà:

βx2
1x

2
2σ(x1x2, ε) =

∫
dξP (ξ)σ

(
U1 − ε−

1

x1

, U2 − ε−
1

x2

,
ε− [1− β]ξ

β

)
(610)

Êàê ïîêàçàíî ðàíåå â Ãëàâå 4, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèíàìèêè âîçáóæäåíèÿ íà êðàåâîì óçëå

äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè gN(U1 + ıV1)

íà ìíèìóþ ÷àñòü gN(U2 − ıV2). Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ýòà âåëè÷èíà îáîçíà÷àëàñü ñèì-

âîëîì 〈y2x1〉. Ïðè ýòîì èíòåðåñóþùèé íàñ êðèòåðèé Àíäåðñîíà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé

ôîðìóëîé

D = lim
t→∞

ı

π2

∫
dU1dU2e

ı(U1−U2)t〈y2x1〉 (611)

Ïðè V1,2 → +0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

〈y2x1〉 =
π

β

∫ dx

x
dεdξP (ξ) σ

(
U1 − ε− x, U2 − ε,

ε− [1− β]ξ

β

)
(612)

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (610) äëÿ ôóíêöèè σ(x1x2, ε), ïîëó÷àåì, ïî-âèäèìîìó, íàè-

áîëåå óäîáíîå âûðàæåíèå äëÿ 〈y2x1〉:

〈y2x1〉 = π lim
a→∞

∫
dεdx a2σ(x, a, ε)x (613)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè W (U) íåîáõîäèìà òîëüêî ñèíãóëÿðíàÿ ïî ðàçíîñòè ýíåðãåòè÷å-

ñêèõ àðãóìåíòîâ U2 − U1 ≡ ω ÷àñòü ôóíêöèè σ(x1x2, ε), ïðè÷åì, êàê ïîêàçàíî â Ãëàâå 4,

ýòà ñèíãóëÿðíîñòü èìååò âèä ïîëþñà. Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ U1 → U , ôóíêöèÿ σ(x1x2, ε)

ïðè ìàëûõ ω ìîæåò áûòü çàïèñàíà ââèäå:

sing σ(x1x2, ε) =
1

ω
FU(x1x2, ε) (614)

Åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ FU(x1x2, ε), òî ôóíêöèÿ W (U) è êðèòåðèé Àíäåðñîíà D ìîãóò

áûòü ðàññ÷èòàíû êàê:

W (U) = lim
a→∞

a2
∫
dxdεFU(x, a, ε) D =

∫
W (U)dU (615)

Âûâîä ôîðìóë (610 � 615) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí âûâîäó ìíîãîêðàòíî âñòðå÷àâøèõñÿ â

äèññåðòàöèè ïîäîáíûõ ôîðìóë (ñì., íàïðèìåð, òåêñò, ñîïðîâîæäàþùèé ôîðìóëû (311,

370, 461, 463, 496, 552, 553)).
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè F(x1x2, ε)/ω ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (610). Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåò ðàçâèòà òåîðèÿ

âîçìóùåíèé, â êîòîðîé ïàðàìåòðîì ìàëîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè 1/R =

− ln β è ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà D è ñïåêòðàëüíîé

çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè W (U)

W (U) =
∆̄2

4πR
Re

∫ dεP(ε)√
4− (U − ε)2

+O(1/R2), D =
∫
W (U)dU =

∆̄2

4R
+O(1/R2), (616)

ïðèìåíèìûå äëÿ êîððåëèðîâàííîé äèàãîíàëüíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ïðè áîëüøèõ

ðàäèóñàõ êîððåëÿöèè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòè ôîðìóëû ìîãóò ðàáîòàòü è òîãäà,

êîãäà ∆̄ > 1, ò.å. ïðè çíà÷èòåëüíûõ âåëè÷èíàõ áåñïîðÿäêà.

0.9.2 Ïðèáëèæåíèå áîëüøèõ ðàäèóñîâ êîððåëÿöèè

Ïóñòü ðàäèóñ êîððåëÿöèè R î÷åíü áîëüøîé è, ñëåäîâàòåëüíî, β ≈ 1. Äëÿ îòûñêàíèÿ ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (610) ïîñòðîèì òåîðèþ âîçìóùåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó

y ≡ 1− β > 0 (y ≈ 1/R). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé óçëîâ èìå-

åò âèä (602) ïðè÷åì ∆̄ ôèêñèðîâàíî è íåîáÿçàòåëüíî ìàëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî øèðèíà

∆ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí ξn (601) áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè

β → 1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ξ) âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí ξn áóäåò

çàâèñåòü îò β è èìåòü âèä

P (ξ) =
1

∆

1√
π
e−(ξ/∆)2

∆ = ∆̄

√
1 + β

1− β
(617)

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ïåðåéòè â (610) ê íîâîé ôóíêöèè R(x1, x2, y) ïî ïðàâèëó:

R(U1 − ε− x1, U2 − ε− x2, βε) ≡ σ(x1, x2, ε) (618)

Òîãäà èç (610) äëÿ ôóíêöèè R(x1x2, ε) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

β
R(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2, βε)

x2
1x

2
2

=
∫
P (ξ)R(x1, x2, ε− yξ)dξ (619)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (619). Ôóíêöèÿ P (ξ) ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò íóëÿ

ïðè ξ ∈ [−∆,∆], à ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ìåíÿåòñÿ ôèãóðèðóþùàÿ â (615)

âåëè÷èíà ξy, îöåíèâàåòñÿ êàê ∆y = ∆̄
√

1− β2 ≈ ∆̄
√

2y, ò.å. ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè β →
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1. Ïîýòîìó ïðè ìàëîì y ïðàâóþ ÷àñòü (619) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä äî âòîðîãî ÷ëåíà

(ïåðâûé âûïàäàåò ïîòîìó ÷òî ïåðâûé ìîìåíò ôóíêöèè P (ξ) ðàâåí íóëþ):

β
R(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2, βε)

x2
1x

2
2

= R(x1, x2, ε) +
∂2R(x1x2, ε)

∂ε2

y2∆2

4
(620)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè (601)

∫
dξξ2P (ξ) =

∆2

2

Ïîäñòàâëÿÿ ∆ èç (617), ïîëó÷àåì

β
R(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2, βε)

x2
1x

2
2

= R(x1, x2, ε) +
1

4

∂2R(x1x2, ε)

∂ε2
∆̄2(1− β2) (621)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè β = 1, ïîýòîìó â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå

β ≈ 1, óðàâíåíèå (621) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

β
R(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2, βε)

x2
1x

2
2

= R(x1, x2, ε) +
∂2R(x1x2, ε)

∂ε2

y∆̄2

2
(622)

Òåïåðü ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ R íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò y. Â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè ýòà çàâèñèìîñòü èìååò âèä:

R(x1x2, ε) = R0(x1x2, ε) + yR1(x1x2, ε) + ... (623)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (622) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ y.

Ïðè y0 ïîëó÷àåì

R0(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2, ε)

x2
1x

2
2

= R0(x1x2, ε) (624)

Ó÷èòûâàÿ ýòî, è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè y, ïîëó÷àåì:

[HU1−ε(x1)HU2−ε(x2)− 1]R1(x1x2, ε) ≡ (625)

≡ R1(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2, ε)

x2
1x

2
2

−R1(x1x2, ε) =

=
∆̄2

2

∂2R0(x1x2, ε)

∂ε2
+

ε

x2
1x

2
2

∂R0(U1 − ε− 1/x1, U2 − ε− 1/x2, θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=ε

+R0(x1x2, ε) ≡ A

Çäåñü ìû ââåëè óæå âñòðå÷àâøèéñÿ íàì ðàíåå ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð HU(x) [33, 41],

äåéñòâóþùèé íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëóHU(x)f(x) ≡ f(U−
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1/x)/x2. Èç Ïðèëîæåíèÿ 2 èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, åñòü ëîðåíöèàí (392). Èìåÿ ýòî ââèäó, íåòðóä-

íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èç (624) âûòåêàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ R0:

R0(x1x2, ε) = LU1−ε(x1)LU2−ε(x2)P(ε) (626)

ãäå ëîðåíòöèàí LU(x) (ñì. ôîðìóëó(392)) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðàHU(x),

ñîîòâåòñòâóþùåé åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó, à P(ε) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

óçåëüíûõ ýíåðãèé â ôîðìå (602). Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ P(ε) (602)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∆̄2

2

d2P
dε2

+
dP
dε

ε+ P(ε) = 0, (627)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (625), åñëè åãî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî x1 è x2.

×òîáû ðåøèòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (625) äëÿ ïåðâîé íåèñ÷åçàþùåé ïîïðàâêè

R1 ðàçëîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè (625) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì σnU1−ε(x1)σmU2−ε(x2)

îïåðàòîðà HU1−ε(x1)HU2−ε(x2), òàê êàê ýòî óæå íå ðàç äåëàëîñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ

äèññåðòàöèè. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì R1 ââèäå ðÿäà:

R1(x1x2, ε) =
∑
mn

Cnmσ
n
U1−ε(x1)σmU2−ε(x2) (628)

Ïðèâåäåì çäåñü äëÿ ñâÿçíîñòè ïîâåñòâîâàíèÿ ïîëó÷åííûå â Ïðèëîæåíèè 2 ÿâíûå âûðàæå-

íèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé σnU(x) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn îïåðàòîðà HU(x)f(x) ≡

f(U − 1/x)/x2 ïðè |U | < 2:

σnU(x) = LU(x)
[
R∗U − x
RU − x

]n
≡ LU(x)Gn

U(x), λn =
(
U + ı

√
4− U2

U − ı
√

4− U2

)n
, |λn| = 1 (629)

ãäå

GU(x) ≡ R∗U − x
RU − x

RU ≡
U + ı

√
4− U2

2
LU(x) ≡ 1

2πı

[
1

x−RU

− 1

x−R∗U

]
(630)

à òàêæå ïîëó÷åííîå â Ïðèëîæåíèè 2 ïðàâèëî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñèñòåìó ôóíêöèé (629),

êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

ââèäå ðÿäà:

f(x) =
+∞∑

n=−∞
Anσ

n
U(x), ãäå An =

∫ f(x)

Gn
U(x)

dx (631)

Èìåÿ âñå ýòî ââèäó ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â (628) ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

Cnm =
Anm

λn(U1 − ε)λm(U2 − ε)− 1
Anm =

∫ A(x1x2) dx1dx2

Gn
U1−ε(x1)Gm

U2−ε(x2)
(632)
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Íàïîìíèì, ÷òî íàì íåîáõîäèìà ëèøü ñèíãóëÿðíàÿ ïî ω = U2 − U1 ÷àñòü R1, êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóþò ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñ n = −m[41] � èìåííî ó ýòèõ ÷ëåíîâ (632) çíàìåíàòåëü

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè U1 = U2. Äëÿ ìàëûõ ω ≡ U2 − U1 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1− λn(U1 − ε)λ−n(U1 + ω − ε) = − 2ınω√
4− (U1 − ε)2

+O(ω2) (633)

Â èíòåðåñóþùóþ íàñ ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü äàñò âêëàä òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèå

(625) äëÿ A è ìû ïðèâåäåì ðàñ÷åò òîëüêî äëÿ ýòîãî ñëàãàåìîãî.51 Íàçîâåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ An,−n ≡ an. Íà ýòîì ýòàïå ðàñ÷åòà ìîæíî âûðàâíÿòü îáå

ýíåðãèè U1 = U2 ≡ U � îñîáåííîñòü äàåòñÿ òîëüêî çíàìåíàòåëåì ÷ëåíîâ (632) ñ n = −m.

an =
∆̄2

2

d2

dθ2

∫ dx1dx2R0(x1x2, θ)

Gn
U−ε(x1)G−nU−ε(x2)

∣∣∣∣
θ=ε

(634)

Êàê è â Ãëàâå 4, îïðåäåëèì âåëè÷èíû Jn(θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Jn(θ) ≡
∫ LU−θ(x)dx

Gn
U−ε(x)

, J−n(θ) = J∗n(θ), Jn(ε) = 0, n 6= 0 (635)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (630) è èíòåãðèðóÿ ïî âû÷åòàì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Jn(θ) =
(
RU−ε −RU−θ

R∗U−ε −RU−θ

)n
, n > 0 (636)

Òîãäà

an =
∆̄2

2

d2

dθ2
|Jn(θ)|2P(θ)

∣∣∣∣
θ=ε

(637)

Òîãäà äëÿ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ôóíêöèè σ(x1x2, ε) (îáîçíà÷èì åå ñèìâîëîì "sing") ïîëó÷àåì

âûðàæåíèå âèäà (611)52:

sing σ(x1x2, ε) =
1

ω
FU(x1x2, ε) ãäå (638)

FU(x1x2, ε) = − ıy
2

√
4− (U − ε)2

∑
n6=0

an
n
σnU−ε(U − ε− x1)σ−nU−ε(U − ε− x2)

è âåëè÷èíû an îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (637). Îòëè÷èåì β îò åäèíèöå â σ-ôóíêöèÿõ è â

êîýôôèöèåíòàõ An,−n = an ìîæíî ïðèíåáðå÷ü (îíè çàâèñÿò îò ε è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ íàäî

âçÿòü îò àðãóìåíòà βε ïðè ïåðåõîäå îò R(x1x2, ε) ê σ(x1x2, ε) ïî ôîðìóëå (618)). Ïðÿìîé

51Ïðîâåäÿ ðàñ÷åòû ïî ïðèâåäåííîé íèæå ñõåìå, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â

âûðàæåíèè (625) äëÿ A íå äàþò âêëàäà.
52Ýòà ÷àñòü ñâÿçàíà ñ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè R çàìåíîé ïåðåìåííûõ (618)
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ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî íåíóëåâûìè áóäóò òîëüêî ÷ëåíû ñóììû (638) ñ n = ±1. Èñïîëüçóÿ

(636) è (637), ïîëó÷àåì äëÿ a1 = a−1 ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

a1 = P(ε)
∆̄2

[4− (U − ε)2]2
(639)

Èìåÿ ââèäó äîêàçàííûå â Ãëàâå 4 è Ïðèëîæåíèè 2 ñâîéñòâà ôóíêöèé (629)

∫
σnU(x)xdx =

ı

2

n

|n|
√

4− U2 lim
a→∞

σ−nU (a)a2 =

√
4− U2

2π
(640)

è âñïîìèíàÿ, ÷òî y = 1/R (ãäå R � ðàäèóñ êîððåëÿöèè, ïðåäïîëàãàåìûé áîëüøèì), ñ

ïîìîùüþ ôîðìóë (615) ïîëó÷àåì äëÿ W (U) è îñòàòî÷íîé ïëîòíîñòè D âûðàæåíèÿ (616).

Íà ðèñ.29 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîé ïðîâåðêè ôîðìóëû (616). Ðèñ.29a ïîëó÷åí

ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðìåòðîâ ∆̄ = 0.5 è R = 5. Âñëåäñòâèè íåáîëüøîãî çíà÷å-

íèÿ ðàäèóñà êîððåëÿöèè, ðèñ.29a äåìîíñòðèðóåò ëèøü êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

òåîðèåé è ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì. Èç ðèñ.29b, êîòîðûé ïîëó÷åí ïðè ∆̄ = 5 è R = 50,

âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ðàäèóñà êîððåëÿöèè ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ ñîãëàñèÿ òåîðåòè÷å-

ñêîé è ÷èñëåííîé çàâèñèìîñòåé, ÷òî ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ò.ê. ôîðìóëû (616)ïîëó÷åíû

â ïðèáëèæåíèå áîëüøèõ çíà÷åíèé ðàäèóñà êîððåëÿöèè.

0.9.3 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîå-

íèÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàåòñÿ ðàáîòîñïîñîáíûì ïðè ðàññìîòðå-

íèè êîððåëèðîâàííûõ íèçêîðàçìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ

âîçìîæíûì ïîñòðîèòü ïðîñòóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ ñòàòèñòèêè ôóíêöèé Ãðèíà, â

êîòîðîé ïàðàìåòðîì ìàëîñòè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè. Èíòåðåñíî, ÷òî âå-

ëè÷èíà äèàãîíàëüíîãî áåñïîðÿäêà (â ìàñøòàáå âçàèìîäåéñòâèÿ, ïåðåíîñÿùåãî ýêñèòîí)

ïðè ýòîì ìîæåò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíà.
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Ðèñ. 29: Ñïåêòðàëüíûå çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè â îäíîìåðíûõ êîððåëèðîâàííûõ

öåïî÷êàõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñòåïåíè ðàçóïîðÿäî÷åíèÿ è ðàäèóñîâ êîððåëÿöèè.

Ðàçìåð ñëó÷àéíîé ìàòðèöû âî âñåõ ñëó÷àÿõ 2000. Çàøóìëåííûå ãðàôèêè ñîîòâåòñâóþò

êîìïüþòåðíîìó ýêñïåðèìåíòó, ãëàäêèå � ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (616) áåç êàêîé-

ëèáî ïîäãîíêè.
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0.10 ÌÅÒÎÄ ÑËÅÄßÙÈÕÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Â ÒÅÎÐÈÈ

ÝÊÑÈÒÎÍÀÔÐÅÍÊÅËß. ÍÎÂÀßÌÅÐÀËÎÊÀ-

ËÈÇÀÖÈÈ ÂÎËÍÎÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÅÅ ÒÎ×-

ÍÎÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÄËß 0-ÑÎÑÒÎßÍÈß ÎÄ-

ÍÎÌÅÐÍÎÉÍÅÄÈÀÃÎÍÀËÜÍÎ ÐÀÇÓÏÎÐßÄÎ-

×ÅÍÍÎÉ ÖÅÏÎ×ÊÈ.

Ýòà ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ïðåäëîæåííîìó àâòîðîì ìåòîäó ìàíèïó-

ëèðîâàíèÿ äèàãðàììíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà è âûïîëíåííîìó ñ ïîìîùüþ ýòîãî

ìåòîäà òî÷íîìó ðàñ÷åòó ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè òàê íàçûâàåìîãî 0-ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîé

íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè[43, 69, 70]. Ïðè ýòîì îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì è

îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ïî-ïðåæíåìó ñëóæèò ôóíêöèÿ Ãðèíà ìàòðèöû òèïà (4), èññëåäóåìàÿ

â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå. Êðàòêî îïèøåì ïðèâåäåííûå â ýòîé ãëàâå ðåçóëüòàòû.

Îïèñàííûé â îáçîðíîé ÷àñòè äèàãðàììíûé ñïîñîá èçîáðàæåíèÿ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè Ãðèíà ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü ýòè ÷ëåíû ïî òîïîëîãè÷åñêèì ïðèçíàêàì

ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàìì, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äàåò âîçìîæíîñòü íàïèñàòü (ïî êðàé-

íåé ìåðå, ôîðìàëüíûå) âûðàæåíèÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêè ëþáûõ óñðåäíåííûõ ôóíêöèé Ãðèíà,

êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ. Ïðè ýòîì óïîìÿíóòûå ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ îò-

ëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà óïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû òîëüêî òåì, ÷òî â íèõ

öåëûå áåñêîíå÷íûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàãðàìì, èìåþùèõ íåêîòîðûé òîïîëîãè÷å-

ñêèé ïðèçíàê è âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå óïîðÿäî÷åííîé ôóíêöèè Ãðèíà, ó÷èòûâàþòñÿ ñ

âåñîì, îïðåäåëÿåìûì ýòèì ïðèçíàêîì è ñòàòèñòèêîé áåñïîðÿäêà. Òàêèì ïðèçíàêîì ìî-

æåò áûòü ÷èñëî óçëîâ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò äèàãðàììà, ÷èñëî ïîñåùåíèé äèàãðàì-

ìîé êàêîãî-ëèáî óçëà, ÷èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé äèàãðàììû è äð. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè

ðàçëîæåíèé óñðåäíåííûõ ôóíêöèé Ãðèíà ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé âîçíèêàåò æåëàíèå

ìîíèïóëèðîâàòü äèàãðàììàìè óïîðÿäî÷åííîé ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ãè-

ïîòåòè÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé, äâèãàÿñü ïî äèàãðàììå, ñëåäèë áû çà åå òîïîëîãèåé,

äîìíîæàÿ äèàãðàììó íà òðåáóåìûé âåñîâîé ôàêòîð. Â ïåðâûõ ðàçäåëàõ ýòîé ãëàâû ïî-
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êàçàíî, ÷òî çàìåíà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè Ãðèíà íà íåêîòîðûå

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûå ñëåäÿùèå îïåðàòîðû ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëó-

÷èòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ òàêîãî íàáëþäàòåëÿ.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû ìåòîäîì ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ âûïîëíåíî èñ-

ñëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè âîë-

íîâîé ôóíêöèè òàê íàçûâàåìîãî 0-ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîé íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé

ìîäåëè[43]. Ïðè ýòîì êàæäîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå äèàãðàììà èç ðàçëîæåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ôóíêöèè Ãðèíà ìàòðèöû (4), ýëåìåíòû

êîòîðîé âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî âåëè÷èíà äèàãðàììû ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé

ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Äàëåå ââîäèòñÿ ìåðà ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèÿ, ïðåäñòàâ-

ëÿþùàÿ ñîáîé îáðàòíîå ÷èñëî óçëîâ ðåøåòêè, "íàêðûâàåìûõ"ñîîòâåòñòâóþùåé âîëíî-

âîé ôóíêöèåé è ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè äèàãðàìíîãî ðàçëîæåíèÿ íàäëåæàùèìè ñëå-

äÿùèìè îïåðàòîðàìè, ïðîèçâîäèòñÿ òî÷íîå âû÷èñëåíèå óêàçàííîé ìåðû äëÿ 0-ñîñòîÿíèÿ

íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè. Êàê è âåçäå â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå,

ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîé ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

0.10.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, íàøåé çàäà÷åé áóäåò ðàçðàáîòêà ìåòîäà ìîäèôèêàöèè äèàãðàìì-

íîãî ðàçëîæåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ôóíêöèè Ãðèíà, ïðè êîòîðîé äèàãðàììû ýòîé ôóíêöèè

êîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì ïðèîáðåòàþò âåñà, îïðåäåëÿåìûå íåêîòîðûì èõ òîïîëîãè÷åñêèì

ïðèçíàêîì, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, çàäàåòñÿ êîíêðåòíîé çàäà÷åé. Íåñêîëüêî íèæå ìû

ïðèâåäåì ïîÿñíÿþùèå ïðèìåðû. Èñõîäíûì îáúåêòîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà

ìàòðèöû òèïà (4) ïðè îòñóòñòâèè äèàãîíàëüíîãî áåñïîðÿäêà, ò.å. êîãäà âñå âåëè÷èíû

εr = 0. Íàì áóäåò óäîáíî çàïèñàòü ýòó ôóíêöèþ Ãðèíà â áåçðàçìåðíîì âèäå, äëÿ ÷åãî

îïðåäåëèì ìàòðèöó W ñî ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè (ñì. ôîðìóëó (4)):

Wrr′ = w(r − r′)/E, (641)

212



à ñîîòâåòñòâóþùóþ áåçðàçìåðíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà çàïèøåì â âèäå:53

G = (1−W)−1 (642)

Ïðåäïîëàãàÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì äëÿ ýòîé ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî

íàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

Glm =
(

1

1−W

)
lm

= δlm +Wlm +WlrWrm +WlrWrpWpl + ... (643)

Ïðèìåíèì ê ýòîìó ðÿäó äèàãðàììíûé ìåòîä, îïèñàííûé â îáçîðíîé ÷àñòè äèññåðòàöèè.

Åñëè êàæäîìó ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó Wrp ñîïîñòàâèòü ñòðåëêó, íàïðàâëåííóþ èç óçëà r â

óçåë p, òî ïðîèçâîëüíîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñóììàõ (643) ñîïîñòàâ-

ëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ � äèàãðàììà � ñîåäèíÿþùàÿ óçëû l è m. Òîãäà ôîðìóëà (643) ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

Glm =
(
Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, ñîåäèíÿþùèõ óçëû l è m

)
(644)

Ïîõîæàÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ïðèìåíÿëàñü â [26]. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò åäè-

íûì îáðàçîì çàïèñàòü ôóíêöèè Ãðèíà öåëîãî ðÿäà ðîäñòâåííûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, åñëè ìû

èìååì äåëî ñ ìîäåëüþ, â êîòîðîé èç óçëîâ ðåøåòêè r1...rt äâóõóðîâíåâûå àòîìû óäàëåíû,

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì

âèäå:

Glm =

{
Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, ñîåäèíÿþùèõ óçëû l è m

è íåïðîõîäÿùèõ ÷åðåç óçëû r1...rt
(645)

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà â êàæäîì óçëå ðåøåòêè äâóõóðîâ-

íåâûé àòîì ìîæåò íàõîäèòñÿ íå äîñòîâåðíî, à âåðîÿòíîñòüþ c < 1 è ìû èíòåðåñóåìñÿ

óñðåäíåííîé ôóíêöèåé Ãðèíà òàêîé ìîäåëè. Â ýòîé ôóíêöèè êàæäàÿ äèàãðàììà D äîëæ-

íà áûòü äîìíîæåíà íà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå n(D) óçëîâ ðåøåòêè, ÷åðåç êîòîðûå îíà

ïðîõîäèò, çàíÿòû àòîìàìè. Ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà cn(D), ïîýòîìó äëÿ óñðåäíåííîé ôóíê-

öèè Ãðèíà ìîæíî íàïèñàòü:

〈Glm〉c =


Ñóììà âñåõ äèàãðàìì D, ñîåäèíÿþùèõ óçëû l è m

ïðè÷åì êàæäàÿ äèàãðàììà äîìíîæàåòñÿ íà cn(D),

ãäå n(D) � ÷èñëî óçëîâ â äèàãðàììå

(646)

53Ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà, ôèãóðèðîâàâøàÿ âûøå, ñâÿçàíà ñ áåçðàçìåðíîé ñëåäóþùèì îáðàçîì G→

G/E.
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Íàêîíåö, åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ ôóíêöèåé 〈Glm〉c ïðè c ∼ 1, òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

ïðîèçâîäíàÿ ∂〈Glm〉c/∂c ïðè c = 1, äëÿ êîòîðîé èç (646) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå:

∂〈Glm〉c
∂c

=


Ñóììà âñåõ äèàãðàìì D, ñîåäèíÿþùèõ óçëû l è m

ïðè÷åì êàæäàÿ äèàãðàììà äîìíîæàåòñÿ íà n(D),

ãäå n(D) � ÷èñëî óçëîâ â äèàãðàììå

(647)

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàíèïóëèðóÿ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì äèàãðàìì, ìîæíî

ïîëó÷àòü ôóíêöèè Ãðèíà, îòíîñÿùèåñÿ ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì çàäà÷àì. Òàêèì îáðà-

çîì, âîçíèêàåò æåëàíèå ïîëó÷èòü â ðàñïîðÿæåíèå íåêîåãî ãèïîòåòè÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ,

êîòîðûé, äâèãàÿñü ïî äèàãðàììå, ñëåäèë áû çà òåì, êàêèå óçëû îíà ïîñåòèëà, ñ÷èòàë áû

èõ ÷èñëî è ò.ï. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà (645) òðåáóåòñÿ íàáëþäàòåëü,

êîòîðûé, äâèãàÿñü ïî äèàãðàììå è ïîïàâ â î÷åðåäíîé óçåë, ïðîâåðÿë áû íå ÿâëÿåòñÿ ëè

ýòîò óçåë îäíèì èç r1...rt óçëîâ, àòîìû èç êîòîðûõ óäàëåíû è, åñëè ýòî òàê, äîìíîæàë áû

äèàãðàììó íà íóëü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèé (647) è (646), íàáëþäàòåëü äîëæåí ñ÷èòàòü

óçëû, ïî êîòîðûì ïðîøëà äèàãðàììà, è äîìíîæèòü äèàãðàììó íà èõ ÷èñëî n(D) èëè íà

cn(D). Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû ìû ïîêàæåì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçìîæíî ïî-

ëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ òàêîãî íàáëþäàòåëÿ, çàìåíèâ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

Wrp â èñõîäíîé ôóíêöèè Ãðèíà (644) íà ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûå ñëåäÿùèå îïåðàòîðû. Ê

ñîæàëåíèþ, ðàññìîòðåííûå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå çàäà÷è òåîðèè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé,

êîòîðûå ïîêà óäàëîñü äî êîíöà ðåøèòü òàêèì ñïîñîáîì, äîâîëüíî ïðîñòû è èìåþò ñêîðåå

èëëþñòðàòèâíîå çíà÷åíèå. Îäíàêî, â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû ìû ðàññìîò-

ðèì ãîðàçäî ìåíåå òðèâèàëüíóþ çàäà÷ó î ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè 0-ñîñòîÿíèÿ â îäíîìåðíîé

öåïî÷êå ñ ýêñèòîíîì Ôðåíêåëÿ [43], êîòîðàÿ äîïóñêàåò ôîðìóëèðîâêó íà äèàãðàììíîì

ÿçûêå è òî÷íî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ïîñòðîåíîé ôóíêöèè Ãðèíà òèïà (644) è

ìàíèïóëèðîâàíèÿ åå äèàãðàììàìè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ.
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0.10.2 Ñëåäÿùèå îïåðàòîðû

Ïðèìåð: óäàëåíèå óçëîâ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãðèíà G0r (642) îïðåäåëåííóþ íà òðàíñëÿöèîííî-ñèììåòðè÷íîé

ðåøåòêå è ïðîâåäåì ïî âòîðîìó èíäåêñó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

gk ≡
∑
r

G0r exp(ıkr).

Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå:

gk =
1

1− fk
, ãäå fk ≡

∑
r

W0r exp(ıkr) (648)

èëè íà äèàãðàììíîì ÿçûêå:

gk =


Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, âûõîäÿùèõ èç óçëà 0, ïðè÷åì

êàæäàÿ äèàãðàììà äîìíîæàåòñÿ íà exp(ıkrf ), ãäå rf ,

êîîðäèíàòà ïîñëåäíåãî óçëà â äèàãðàììå.

(649)

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (645) ïðè÷åì îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò óçëîâ, â êî-

òîðûõ àòîìû îñòàëèñü, ÷åðåç L, à ñîâîêóïíîñòü r1...rt ÷åðåç T . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü

èç (649) ôóíêöèþ Ãðèíà òàêîé äåôåêòíîé ñèñòåìû çàìåíèì â (649) ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

Wrp (ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðåëêàì â äèàãðàììàõ) íà îïåðàòîðû W̃rp, êîòîðûå äåéñòâóþò íà

ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ Jq îò âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé q èç îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà

èñõîäíîé ñèììåòðè÷íîé ðåøåòêè ïî ïðàâèëó:

W̃rpJq ≡
Wrp

N

∑
q′
K(q − q′)eıq′(p−r)J ′q, ãäå K(q) ≡

∑
R∈L

exp(ıqR) (650)

Çäåñü N � ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ èñõîäíîé ñèììåòðè÷íîé ðåøåòêè, à ñóììèðîâàíèå ïî q

èäåò ïî ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà ýòîé ðåøåòêè. Ïîñëå òàêîé çàìåíû ôóíêöèÿ Ãðèíà (649)

ïðåâðàòèòñÿ â îïåðàòîð gk → g̃k, êîòîðûì ìû ïîäåéñòâóåì íà åäèíèöó. Ðàññìîòðèì êàêóþ-

ëèáî äèàãðàììó èç (649) è ïðèìåíèì îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîé ñòðåëêå, ê åäè-

íèöå: W̃0r1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè r ∈ L, òî ïîëó÷èòüñÿ W0r exp(ıqr). Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ íîëü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïåðâàÿ ñòðåëêà äèàãðàììû ïîïàäàåò â ïó-

ñòîé óçåë, ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå äèàãðàììû íà íóëü. Ïî èíäóêöèè ìîæíî óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî ýòî îáùèé ðåçóëüòàò: åñëè íà êàêîì-ëèáî øàãå (ñòðåëêå) äèàãðàììà äîøëà äî
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óçëà ρ, àòîì èç êîòîðîãî óäàëåí (ò.å. ρ îäèí èç r1...rt), òî îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòî-

ìó øàãó äàåò íóëü. Ìû âèäèì, ÷òî îïåðàòîðû (650) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ

ðåàëèçàöèþ íàáëþäàòåëÿ, î êîòîðîì øëà ðå÷ü â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ïîýòîìó

íàçîâåì èõ ñëåäÿùèìè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü ôóíêöèþ Ãðèíà äåôåêòíîé ðå-

øåòêè ÷åðåç dq, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

g̃k1 =



Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, âûõîäÿùèõ èç óçëà 0,

è íåïðîõîäÿùèõ ÷åðåç óçëû r1...rt, ïðè÷åì êàæäàÿ,

äèàãðàììà äîìíîæàåòñÿ íà exp(ı(k + q)rf ), ãäå rf ,

êîîðäèíàòà ïîñëåäíåãî óçëà â äèàãðàììå.

= dk+q (651)

Çàìåíÿÿ â ÿâíîì âûðàæåíèè (648) äëÿ gk (649) âåëè÷èíû W0r = w(r)/E íà ñëåäÿùèå

îïåðàòîðû (650) è ïîëàãàÿ k = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ dq:

1 = (1− f̃0)dq, ãäå f̃0 ≡
∑
r

W̃0r (652)

Íåñëîæíûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî dq ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ââèäå:

dq =
1−∑R∈T XR exp(ıqR)

1− fq
, (653)

ãäå âåëè÷èíû XR îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

∑
R′∈T

GR−R′XR′ = GR, R ∈ T, (654)

ãäå

GR ≡
1

N

∑
q

e−ıqR

1− fq
(655)

ôóíêöèÿ Ãðèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèììåòðè÷íîé ðåøåòêå. Åñëè óäàëåííûõ àòîìîâ íåìíî-

ãî, òî ðåøåíèå (654) ìîæåò áûòü îáîçðèìûì. Íàïðèìåð, åñëè óäàëåí âñåãî îäèí àòîì èç

óçëà R, òî XR = G(R)/G(0). Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ýòîì ïîäðîáíî, çàìåòèì, ÷òî äàëüíåé-

øèé àíàëèç (654) âîçìîæåí òàêæå, åñëè ïóñòûå óçëû îáðàçóþò ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè (654) ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî óçåë 0 ∈ L. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, äîëæíî áûòü dq = 0. Ôîðìóëû (653) è (654) äàþò ýòî (â ýòîì

ñëó÷àå X0 = 1, XR 6=0 = 0), îäíàêî, òî÷íîå ðåøåíèå (652) íåíóëåâîå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â

ýòîì ñëó÷àå ñóììó äèàãðàìì, êîòîðûå, âûéäÿ èç íóëÿ, áîëüøå òóäà íå âîçâðàùàþòñÿ. Íà-

êîíåö, îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûé óçåë 0 íè÷åì íå âûäåëåí è àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî

ïîëó÷èòü ôóíêöèþ Ãðèíà äåôåêòíîé ðåøåòêè ïðè ëþáîì äðóãîì ïåðâîì èíäåêñå.
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Ïðèìåð: ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî êîíöåíòðàöèè ïóñòûõ óçëîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé òèï ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùèé óìíîæàòü äèàãðàììû

íà âåëè÷èíû, íåñóùèå èíôîðìàöèþ îá óçëàõ, ÷åðåç êîòîðûå îíà ïðîøëà. Ââåäåì, êàê è

âûøå, â ôóíêöèþ Ãðèíà (649) çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà α ñëåäÿùèå îïåðàòîðû, äåéñòâó-

þùèå íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ Jq ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W̃prJq ≡ Wpr

(
1 +

α− 1

N

∑
q

)
eıq(r−p)Jq (656)

Ïðèìåíèì êàêóþ-ëèáî äèàãðàììó D 54 ïîëó÷åííîãî îïåðàòîðà g̃k ê íåêîòîðîé ïðîèç-

âîëüíîé ôóíêöèè, êîòîðóþ ìû ïðåäñòàâèì ââèäå ñóììû ïëîñêèõ âîëí: Φq ≡
∑
R φR exp(−ıqR)

(ñóììà ïî âñåé ðåøåòêå). Îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîé ñòðåëêå äèàãðàììû, äåé-

ñòâóåò òàê: W̃0rΦq = W0r exp(ıqr)Φ′q, ãäå Φ′q =
∑
R φ
′
R exp(−ıqR), ïðè÷åì φ′R = φR ïðè R 6= r

è φ′r = αφr. Äâèãàÿñü äàëüøå ïî äèàãðàììå è ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñòðåëêàì ñëåäÿùèå îïåðàòîðû, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äèàãðàììà D îêàæåòñÿ

äîìíîæåííîé íà exp(ıqrf (D))Φ̃q(D) = exp(ırf (D))
∑
R φ̃R(D) exp(−ıqR), ïðè÷åì ïðè R 6= 0,

φ̃R(D) = φRα
( ÷èñëî ïîñåùåíèé äèàãðàììîé D óçëà R).

Çäåñü rf (D) � êîíå÷íûé óçåë äèàãðàììû D. Íà÷àëüíûé óçåë 0, èç êîòîðîãî äèàãðàììà

âûøëà, ó÷èòûâàåòñÿ îñîáî:

φ̃0(D) = φ0α
(÷èñëî ïîñåùåíèé äèàãðàììîé D óçëà íà÷àëüíîãî óçëà - 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ̃q(D) íåñåò èíôîðìàöèþ î òîì, ÷åðåç êàêèå óçëû è ñêîëüêî ðàç äèàãðàì-

ìà D ïðîøëà, ïîýòîìó íàçîâåì ýòó ôóíêöèþ íîñèòåëåì. Î ôóíêöèè Φq (ïðîèçâîëüíîé)

áóäåì ãîâîðèòü êàê î íîñèòåëå â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå g̃k ñî

ñëåäÿùèìè îïåðàòîðàìè (656) ê íîñèòåëþ â èñõîäíîì ñîñòîÿíèå Φq ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

êàæäàÿ äèàãðàììà óìíîæàåòñÿ íà ñâîé ñîáñòâåííûé íîñèòåëü.

Ðåøèì òåïåðü çàäà÷ó (647) ïðè ïîìîùè ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ (656). Èç âûøåèçëîæåí-

íîãî ñëåäóåò, ÷òî, åñëè íîñèòåëü â èñõîäíîì ñîñòîÿíèå âçÿòü ââèäå: Φq =
∑
R 6=0 exp(−ıqR)+

α = Nδq0 +α− 1 è ïðèìåíèòü ê íåìó g̃k ñî ñëåäÿùèìè îïåðàòîðàìè (656), òî ñïðàâåäëèâà

54ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé åé îïåðàòîð
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ôîðìóëà:

g̃kΦq =



Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, âûõîäÿùèõ èç óçëà 0. Êàæäàÿ

äèàãðàììà äîìíîæàåòñÿ íà íîñèòåëü
∑
R e
−ıqR αV (D,R),

ãäå V (D,R) � ÷èñëî ïîñåùåíèé äèàãðàììîé D óçëà R.

Òàêæå äèàãðàììà äîìíîæàåòñÿ íà eı(k+q)rf , ãäå rf �

êîîðäèíàòà ïîñëåäíåãî óçëà â äèàãðàììå.

≡ γq (657)

Óðàâíåíèå äëÿ γq èìååò âèä: Φq = (1 − f̃k)γq ñî ñëåäÿùèìè îïåðàòîðàìè (656) íåñëîæíî

ðåøàåòñÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ãðèíà (648) è (655):

γq = Nδq0 gk +
(α− 1)gq+kgk

1− (α− 1)(G0 − 1)
(658)

Ñðàâíåíèå äèàãðàììíûõ ôîðìóë (647) è (657) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ôîðìóëû (647) ïî âòîðîìó èíäåêñó (àíàëîãè÷íîå (648)) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ââèäå:

∂〈gk〉c
∂c

∣∣∣∣
c=1

= Ngk − γ0

∣∣∣∣
α=0

=
g2
k

G0

(659)

Ôîðìóëà (659) èçâåñòíà â òåîðèè ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [19]). Òî æå

ìîæíî ñêàçàòü è î ôîðìóëå (653) äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî äåôåêòà. Ïîýòîìó â ïðèâåäåííûõ

âûøå ðàñ÷åòàõ îðèãèíàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ëèøü èõ ìåòîäèêà, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîç-

âîëÿþò ïðîâåðèòü ââåäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñëåäÿùèõ îïåðàòîðàõ. Â ñëåäóþùèõ ðàçäå-

ëàõ áóäåò îïèñàíà ïîñòàâëåííàÿ àâòîðîì ãîðàçäî ìåíåå òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè

ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè 0-ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîé íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè,

[43] êîòîðàÿ ìîæåò áûòü òî÷íî ðåøåíà ïðè ïîìîùè ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ, ìîäèôèöèðó-

þùèõ äèàãðàììíûé ðÿä ôóíêöèè Ãðèíà ìàòðèöû òèïà (4), ÿâëÿþùåéñÿ öåíòðàëüíûì

îáúåêòîì äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Êðàòêèé ïëàí ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ äàííîé

ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Äëÿ 0-ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîé íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ââîäèòñÿ

ìåðà ëîêàëèçàöèè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ÷èñëî óçëîâ ðåøåòêè N∗, íàêðûâàåìûõ âîëíî-

âîé ôóíêöèåé 0-ñîñòÿíèÿ.

2. Êàæäîé ðåàëèçàöèè 0-ñîñòîÿíèÿ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äèàãðàììà ôóíêöèè Ãðèíà

ìàòðèöû (4), ýëåìåíòû êîòîðîé âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà äèàãðàììû áûëà áû

ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëèçàöèè 0-ñîñòîÿíèÿ.
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3. Äëÿ èñêîìîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈N∗〉 ïîëó÷àåòñÿ äèàãðàììíàÿ ñóììà, êîòîðàÿ íà-

õîäèòñÿ òî÷íî, ïðè ïîìîùè ìîäèôèêàöèè ðàçëîæåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ôóíêöèè Ãðèíà

ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûìè ñëåäÿùèìè îïåðàòîðàìè.

0.10.3 Èññëåäîâàíèå 0-ñîñòîÿíèÿ ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ ìåòîäîì ñëå-

äÿùèõ îïåðàòîðîâ

0-ñîñòîÿíèå è ìåðà ëîêàëèçàöèè

Ðàññìîòðèì çàäàííûé íà îäíîìåðíîé öåïî÷êå óçëîâ i = 1, 2, 3, ..., n ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ϕi,

îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì ðåêóðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

ϕi = ηiϕi−1, ϕ0 = 1, (660)

ãäå ηi ≡ ui/u
′
i, ui è u′i � íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ïðèíèìàþùèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè C è 1− C çíà÷åíèÿ a è b ñîîòâåòñòâåííî (äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè ïîëîæèì a > b). Êàê ïîêàçàíî â [43], âåëè÷èíû ϕi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàäðàò

ìîäóëÿ 0-ñîñòîÿíèÿ ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ â îäíîìåðíîé íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé

öåïî÷êå â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
√
a è
√
b ñ âåðîÿòíîñòÿìè C è 1 − C ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü 0-ñîñòîÿíèå

÷èñëîì N∗ óçëîâ, êîòîðîå îíî íàêðûâàåò, îïðåäåëèâ ýòî ÷èñëî èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæå-

íèé. Åñëè íà êàêîì-ëèáî óçëå i âåëè÷èíà ϕi = 0,55 òî ýòîò óçåë ñ÷èòàåòñÿ íå íàêðûòûì è

ïðè ïîäñ÷åòå N∗ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Íàïðîòèâ, åñëè íà íåêîòîðîì óçëå i ôóíêöèÿ ϕi äîñòèãà-

åò ñâîåãî ìàêñèìóìà ϕmax, òî òàêîé óçåë ñ÷èòàåòñÿ "íàêðûòûì"ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì

îáðàçîì è ïðè ïîäñ÷åòå N∗ äàåò âêëàä ðàâíûé åäèíèöå. Ðàññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì,

ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âêëàä ïðîèçâîëüíîãî óçëà i ðàâåí ϕi/ϕmax, à äëÿ ïîëíîãî

÷èñëà óçëîâ "íàêðûòûõ"ôóíêöèåé ϕ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

N∗ =

∑
i ϕi

ϕmax
(661)

Âåëè÷èíó 1/N∗ ìîæíî ñ÷èòàòü ìåðîé ëîêàëèçàöèè 0-ñîñòîÿíèÿ � îíà êîíå÷íà â ñëó÷àå,

åñëè 0-ñîñòîÿíèå ëîêàëèçîâàííî è ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ êàê îáðàòíàÿ äëèíà öåïî÷êè n−1,

55Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà âñåãäà ϕi 6= 0, íî äëÿ èçëàãàåìûõ íàâîäÿùèõ

ñîîáðàæåíèé ýòî íåâàæíî.
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åñëè 0-ñîñòîÿíèå äåëîêàëèçîâàíî. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè limn→∞N
∗ <∞, òî äëÿ óñðåäíåííûõ

âåëè÷èí ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

lim
n→∞
〈N∗〉 = 〈〈N∗〉〉 (662)

Çäåñü 〈〉 îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (660), à 〈〈〉〉 � óñðåä-

íåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì è ïî âñåâîçìîæíûì äëèíàì öåïî÷åê n. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû

îïèøåì ñïîñîá òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ 〈〈N∗〉〉.

Äèàãðàìíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ϕi è âû÷èñëåíèå

〈〈N ∗〉〉

Ââåäåì äèàãðàììíîå èçîáðàæåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ϕi (660) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî

îïðåäåëåíèþ âåëè÷èí ηi, äëÿ íèõ âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ìû ñîïî-

ñòàâèì âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè åäèíè÷íîé äëèíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ηi =



a/a ↑ = C2t

b/b ↓ = (1− C)2t

a/b → = (1− C)Ct

b/a ← = (1− C)Ct

(663)

Ïðèñòðàèâàÿ ê ñòðåëêå, ñîîòâåòñòâóþùåé η1, ñòðåëêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ η2 è ò.ä. äî ηn,

ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ϕi íà öåïî÷êå èç n óçëîâ òðà-

åêòîðèþ � äèàãðàììó � èç n ñòðåëîê íà äâóìåðíîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå, âûõîäÿùóþ,

íàïðèìåð, èç íóëåâîãî óçëà ýòîé ðåøåòêè. Äàëåå, i-îé ñòðåëêå äèàãðàììû ïðèïèøåì çíà-

÷åíèå, ðàâíîå âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ ηi, òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî â (663).

Â ýòîé ôîðìóëå ïàðàìåòð t, 0 < t < 1 � âñïîìîãàòåëüíûé è ïî îêîí÷àíèè ðàñ÷åòà t → 1.

Òàêèì îáðàçîì, âèä äèàãðàììû îäíîçíà÷íî ñâÿçàí ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èí ηi â ñîîò-

âåòñòâóþùåé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (660), à âåëè÷èíà äèàãðàììû � ñ âåðîÿò-

íîñòüþ ýòîé ðåàëèçàöèè. Ïîêàæåì êàê ñâÿçàíû ïàðàìåòðû äèàãðàììû ñ èíòåðåñóþùèìè

íàñ âåëè÷èíàìè ϕmax è
∑
i ϕi. Îòíåñåì ââåäåííóþ âûøå êâàäðàòíóþ ðåøåòêó ê ñèñòåìå

êîîðäèíàò XY ñ íà÷àëîì â íóëåâîì óçëå. Òîãäà, åñëè r åñòü x-ïðîåêöèÿ ñàìîãî ïðàâîãî

óçëà (èëè óçëîâ) äèàãðàììû, òî ϕmax = ξr, ãäå ξ ≡ a/b > 1. ×òîáû ïîëó÷èòü
∑
i ϕi äëÿ

êàêîé-ëèáî ðåàëèçàöèè, äîïóñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü ñíàáäèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàì-

ìó D íîñèòåëåì ϕq =
∑
x V (D, x) exp(−ıqx), ãäå V (D, x) � ÷èñëî ïîñåùåíèé äèàãðàììîé
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óçëîâ ñ x-ïðîåêöèåé (â îòëè÷èè îò (657)) êîîðäèíàòû ðàâíîé x. Ñîâåðøàÿ ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå, ïðèâåäåì ýòîò íîñèòåëü ê âèäó: φx(D) = V (D, x). Òîãäà
∑
i ϕi =

∑
x ξ

xφx.

Òåïåðü íà ðàññìàòðèâàåìîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå îïðåäåëèì ìàòðèöó W (641) ïðè ïî-

ìîùè ñëåäóþùåé ôóíêöèè w(r) (ïîëîæèì E = 1):

w(r) =



C2t, åñëè r = (0, 1) ↑

(1− C)2t, åñëè r = (0,−1) ↓

C(1− C)t, åñëè r = (1, 0) →

C(1− C)t, åñëè r = (−1, 0) ←

(664)

Ïîëüçóÿñü òåðìèíîëîãèåé ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ââåäåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

F (q, q′, k, α, β) =



Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, âûõîäÿùèõ èç

óçëà 0 è óìíîæåííûõ íà íîñèòåëü(∑
x e
−ıqxαV (D,x)

)(∑
x e
−ıq′xβV (D,x)

)
ãäå V (D, x) � ÷èñëî ïîñåùåíèé

äèàãðàììîé D óçëîâ ñ x-êîîðäèíàòîé x.

Òàêæå êàæäàÿ äèàãðàììà äîìíîæàåòñÿ íà

eı(k+q+q′)xf , ãäå xf � x-êîîðäèíàòà

ïîñëåäíåãî óçëà äèàãðàììû.

(665)

Îïðåäåëÿÿ îïåðàöèþ öåëî÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êàê: Dy/Dx ≡ y(x+ 1)− y(x),

ââåäåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ U(x, x′):

U(x, x′) ≡ − D

Dx

(
1

N

)2∑
qq′
eı(qx+q′x′)

∫ 1

0
dα

∂

∂α

∂

∂β
F (q, q′,−q − q′, α, β)

∣∣∣∣
β=1

(666)

Çäåñü N � ÷èñëî óçëîâ ðåøåòêè â x-íàïðàâëåíèè, êîòîðîå â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ñëåäóåò

óñòðåìèòü ê áåñêîíå÷íîñòè. Äèàãðàììíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè U(x, x′) ñëåäóþùåå:

U(x, x′) =



Ñóììà âñåõ äèàãðàìì, âûõîäÿùèõ èç

óçëà 0 è óìíîæåííûõ íà íîñèòåëü(
δx,r − δx,l−1

)
V (D, x′),

ãäå V (D, x′) � ÷èñëî ïîñåùåíèé

äèàãðàììîé D óçëîâ ñ x-êîîðäèíàòîé x′.

r(l) � x-ïðîåêöèÿ ñàìîãî ïðàâîãî (ëåâîãî)

óçëà (èëè óçëîâ) äèàãðàììû D.

(667)
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Ïîÿñíèì ñìûñë öåëî÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (666). Ïîñëå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå ïî q è èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî α, çàâèñèìîñòü îò x íîñèòåëÿ êàæäîé

äèàãðàììû èìååò âèä ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ δ-ñèìâîëîâ: δx,r + δx,r−1 + δx,r−2 +

...+δx,l, ãäå r(l) � x-ïðîåêöèÿ ñàìîãî ïðàâîãî (ëåâîãî) óçëà (èëè óçëîâ) äèàãðàììû. Îòñóò-

ñòâèå ïðîïóñêîâ â ðÿäó δ-ñèìâîëîâ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñòðåëêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè

w(r) (664) ìîãóò ñîåäèíÿòü òîëüêî ñîñåäíèå (â íàïðàâëåíèè x) óçëû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå

öåëî÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îñòàþòñÿ òîëüêî ïðàâûé δx,r è, ñìåùåííûé íà îäèí

óçåë, ëåâûé δx,l−1 δ-ñèìâîëû. Òîãäà äëÿ èñêîìîãî ñðåäíåãî ÷èñëà óçëîâ (662) ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà:

〈〈N∗〉〉 = lim
t→1

(1− t)
∞∑
x=0

∞∑
x′=−∞

U(x, x′)ξx
′−x (668)

Ìíîæèòåëü 1− t íîðìèðîâî÷íûé ïðè óñðåäíåíèè ïî âñåâîçìîæíûì äëèíàì öåïî÷êè è ðà-

âåí îáðàòíîé ñóììå âñåâîçìîæíûõ äèàãðàìì, ò.å. g−1
0 (ôîðìóëà (648)), ïîñòðîåííîé ïðè

ïîìîùè (664). ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè (665) ìîæíî ïîëó÷èòü ìàíèïóëèðóÿ äèà-

ãðàììíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà (648) è (649) ïðè ïîìîùè ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ

ñëåäóþùåãî âèäà:

w̃(r) =



r = (0, 1) C2t[1 + α−1
N

∑
q ][1 + β−1

N

∑
q′ ]

r = (0,−1) (1− C)2t[1 + α−1
N

∑
q ][1 + β−1

N

∑
q′ ]

r = (1, 0) C(1− C)t[1 + α−1
N

∑
q ][1 + β−1

N

∑
q′ ]e

ı(q+q′)

r = (−1, 0) C(1− C)[1 + α−1
N

∑
q ][1 + β−1

N

∑
q′ ]e

ı(q+q′)

(669)

Ýòè îïåðàòîðû îòëè÷àþòñÿ îò (656) òåì, ÷òî çàâèñÿò îò äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ âîëíîâûõ

âåêòîðîâ q, q′ ∈ [−π, π] è òåì, ÷òî ñëåäÿò çà äâèæåíèåì äèàãðàììû ïî äâóìåðíîé ðåøåòêå

òîëüêî â x-íàïðàâëåíèè. Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð g̃k ñ îïåðàòîðàìè (669) ê ñëåäóþùåìó "íîñè-

òåëþ â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè": (Nδq0 +α−1)(Nδq′0 +β−1), ïîëó÷èì ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå

äëÿ ôóíêöèè F (q, q′, k, α, β):

(1− f̃k)F = (Nδq0 + α− 1)(Nδq′0 + β − 1) (670)

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà äîâîëüíî ãðîìîçäêîì ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ, óêàæåì, ÷òî îíî

ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà ñâåðòêè, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

Ôóðüå, ïðè÷åì ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èçâåñòíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ

â îäíîìåðíîé ðåøåòêå ñ ïåðåíîñîì òîëüêî ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Ïðè ïîìîùè
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Ðèñ. 30: Çàâèñèìîñòü îáðàòíîãî ñðåäíåãî ÷èñëà óçëîâ 〈〈N∗〉〉−1, íàêðûâàåìûõ 0-ñîñòîÿíèåì

îäíîìåðíîé íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè, îò âåðîÿòíîñòè C. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ

ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (671), çàøóìëåííàÿ � 〈〈N∗〉〉−1 ïîëó÷åíîå êîìïüþòåðíûì

ìîäåëèðîâàíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (660). Íèêàêîé ïîäãîíêè íå ïðîâîäèëîñü.

(665),(666),(667) äëÿ 〈〈N∗〉〉 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà:

〈〈N∗〉〉 =
ξ(ξ + 1)

(ξ − 1)2C(1− C)
, ξ > 1 (671)

Ôîðìóëà (671) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ñëè÷åíèåì ñ êîìïüþòåðíûì "ýêñïåðèìåíòîì“, â êî-

òîðîì 〈〈N∗〉〉 ïîëó÷àåòñÿ êîìïüþòåðíîé ãåíåðàöèåé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (660)

ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C è ξ, îïðåäåëåíèåì N∗ ïî ôîðìóëå (661) è óñðåä-

íåíèåì ýòîé âåëè÷èíû ïî ðåàëèçàöèÿì è äëèíàì öåïî÷åê. Ðåçóëüòàòû òàêîé ïðîâåðêè

ïðèâåäåíû íà ðèñ.30.

Â çàêëþ÷åíèè çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ 〈〈N∗〉〉 íå ÿâëÿåòñÿ

ñàìûì ïðîñòûì ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (660). Ïðèìåíÿÿ îïèñàííîå äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà (660) è ìåòîä ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå íåòðèâèàëüíûå, íî

íå èìåþùèå ïðÿìîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, õàðàêòåðèñòèêè (660), êàê ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ϕmax è çàâèñèìîñòü 〈ϕmax〉 îò äëèíû öåïî÷êè n. Îäíîé èç ïðè÷èí, çàñòàâèâøèõ
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àâòîðà çàíÿòüñÿ ðàñ÷åòîì îáðàòíîé ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè (671), áûëî èíîãäà âñòðå÷àþùå-

åñÿ óòâåðæäåíèå, [43, 110, 111, 112] ÷òî 0-ñîñòîÿíèå äåëîêàëèçîâàíî. Òàêîå óòâåðæäåíèå

äåëàåòñÿ íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî ýòî ñîñòîÿíèå èìååò íóëåâóþ îáðàòíóþ äëèíó ëîêàëèçà-

öèè 〈1/L〉[43]. Ïî-âèäèìîìó, ýòîò êðèòåðèé ëîêàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ íåóäà÷íûì,[69, 70] ò.ê.

(671) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (äëÿ êîòîðîé 〈1/L〉 òàêæå ðàâíî íóëþ),

0-ñîñòîÿíèå ëîêàëèçîâàííî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì áåñïîðÿäêå. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû

äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â[68].
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ýòîé ÷àñòè ìû êðàòêî ñóììèðóåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ïðîñòåéøèå íèçêîðàçìåðíûå òâåðäîòåëüíûå ìîäåëè, îïèñû-

âàåìûå ãàìèëüòîíèàíîì (4). Êàê ïîêàçàíî â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, íåñìîòðÿ íà ïðî-

ñòîòó ãàìèëüòîíèàíà (4), íà åãî ïðèìåðå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðàññìîòðåòü öåëûé ðÿä

çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûìè òâåðäîòåëüíûìè ìîäåëÿìè, ïðè÷åì

âîçíèêàþùèå òðóäíîñòè ìåòîäè÷åñêîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïî ìíåíèþ àâòîðà,

ñâîéñòâåííû íàóêå î íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ â öåëîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áëàãîäàðÿ

ïðîñòîòå ãàìèëüòîíèàíà (4), ïðè åãî èññëåäîâàíèè âîçìîæåí ïðÿìîé êîìïüþòåðíûé ýêñ-

ïåðèìåíò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò çà îáîçðèìîå âðåìÿ ÷ðåçâû÷àéíî óáåäèòåëüíî ïðîâåðèòü

ïîëó÷àåìûå äëÿ ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå

ãàìèëüòîíèàíà (4) ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì äëÿ íàêîïëåíèÿ, ïî-êðàéíåé ìåðå, êà÷å-

ñòâåííîé (à èíîãäà è êîëè÷åñòâåííîé) èíôîðìàöèè î òðàíñëÿöèîííî-íåñèììåòðè÷íûõ ñè-

ñòåìàõ.

Ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì, ïðèìåíÿåìûì â äèññåðòàöèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãà-

ìèëüòîíèàíà (4), ÿâëÿåòñÿ àïïàðàò ôóíêöèé Ãðèíà â åãî ïðîñòåéøåì âàðèàíòå. Âî ââîä-

íîé è îáçîðíîé ÷àñòÿõ äèññåðòàöèè îáîñíîâàíà ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà. Ïåðå÷èñ-

ëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå ðàáîòå.

1. Äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ãàìèëüòîíèàíà (4) ðàçðàáîòàí ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äëÿ êîìïîíåíò ôóíêöèè Ãðèíà, îïèñûâàþùèõ ñïåêòð ïîãëî-

ùåíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, êîòîðîå â ðÿäå íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ðåøåíî

òî÷íî.

2. Ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ

ñïåêòðîâ ïîãëîùåíèÿ êîíå÷íîé îäíîìåðíîé öåïî÷êè, îäíîìåðíîé öåïî÷êè ñî ñêà÷êîì

àòîìíîãî ðàñùåïëåíèÿ è òðåõìåðíîãî ñôåðè÷åñêîãî êëàñòåðà.

3. Ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíî çàìêíóòîå ðåøåíèå ýëåêòðîäèíà-
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ìè÷åñêîé çàäà÷è î ïðîõîæäåíèè ñâåòà ÷åðåç ïëàñòèíêó ïðè íàëè÷èå ñèëüíûõ ýôôåêòîâ

ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè è äîáàâî÷íûõ âîëí Ïåêàðà. Ïðè ïîìîùè ðàçâèòîãî ïîäõî-

äà îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå íåëîêàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîïîëíèòåëüíûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

4. Â ðàìêàõ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ðàññìîòðåíà

ìîäåëü ðàçóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè äåôåêòàìè, äëÿ êîòîðîé óäàëîñü

ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ.

5. Ïðåäëîæåí è ïðîàíàëèçèðîâàí ýôôåêò àíòèçåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îò êîíå÷íîé

äâóìåðíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ïîëîñû â îáëàñòè ýêñèòîííîãî ðåçîíàíñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà

çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøåíà â òåðìèíàõ ãàìèëüòîíèàíà (4).

6. Äëÿ ñëó÷àéíûõ íèçêîðàçìåðíûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ïðîèçâåäåíî îáîáùåíèå

ïîäõîäà Äàéñîíà íà ñëó÷àé ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, ïðè ýòîì ñ ïîìîùüþ ýòîãî

îáîáùåíèÿ óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ëëîéäà ìåòîäîì Äàéñîíà.

7. Äëÿ áèíàðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû ïîêàçàíî, ÷òî ñòàòèñòèêà ñî-

îòâåòñòâóþùåé êðàåâîé ôóíêöèè Ãðèíà èìååò ôðàêòàëüíûé õàðàêòåð. Äëÿ ðàñ÷åòà ýòîé

ñòàòèñòèêè ïðåäëîæåí àëãîðèòì, äîïóñêàþùèé àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïîëó÷àåìûõ

ñðåäíèõ íà îáëàñòü ñïåêòðà áèíàðíî-íåóïîðÿäî÷åííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

8. Äëÿ ðàâíîìåðíî ðàçóïîðÿäî÷åííîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû â íåêîòîðîì (óêàçàííîì

ÿâíî) èíòåðâàëå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äàéñîíà äëÿ

ñòàòèñòèêè êðàåâîé ôóíêöèè Ãðèíà. Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòèêè â äîïîëíèòåëüíîé îáëàñòè

ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü çàìêíóòîå òðàíñöåäåíòíîå

óðàâíåíèå äëÿ óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà è ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ãðàíèö ñïåêòðà.

9. Ðàññìîòðåíà êîððåëèðîâàííàÿ ìîäåëü Ëëîéäà, â êîòîðîé ñëó÷àéíûé ïîòåíöèàë ïî-

ëó÷åí ïóòåì ñãëàæèâàíèÿ ïîòåíöèàëà òèïà "áåëûé øóì. � Äëÿ òàêîé ìîäåëè ïîëó÷åíî

òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà è ïîêàçàíî, ÷òî îíà íåçàâèñèò îò

ðàäèóñà êîððåëÿöèè.

10. Äëÿ îäíîìåðíûõ ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ìîäåëåé îïèñûâàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì (4) ñ

âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé âûâåäåíî çàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ ñîâìåñòíîé ñòà-
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òèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà. Ïîëó÷åíû îáùèå ôîðìóëû, ñâÿ-

çûâàþùèå óêàçàííóþ ñòàòèñòèêó ñ ëîêàëèçàöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîé ñè-

ñòåìû � êðèòåðèåì Àíäåðñîíà è ôóíêöèåé ó÷àñòèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé

äëÿ ñòàòèñòèêè ðàçðàáîòàíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.

11. Ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîé òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé

è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíîé

ïðè t → ∞ ïëîòíîñòè âîçáóæäåíèÿ íà êðàåâîì óçëå (êðèòåðèé Àíäåðñîíà) äëÿ ñëó÷àÿ

áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà ñ ìàëîé êîíöåíòðàöèåé äåôåêòîâ è ïðîèçâîëüíîé èõ ýíåðãèåé, à

òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîðàçóïîðÿäî÷åííîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà.

12. Ââåäåíû ôóíêöèè ó÷àñòèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü î ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé

ïðè çàäàííîé ýíåðãèè. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ

áèíàðíîãî áåñïîðÿäêà ñ ìàëîé êîíöåíòðàöèåé äåôåêòîâ è ïðîèçâîëüíîé èõ ýíåðãèåé è äëÿ

ñëó÷àÿ ñëàáîðàçóïîðÿäî÷åííîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà.

13. Ïðîèçâåäåíî îáîáùåíèå ïðåäëîæåííîé àâòîðîì òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñîâìåñòíîé

ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà íà ñëó÷àé îäíîìåðíîé ðàçó-

ïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè ïî ñïåêòðó èìååò ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûé õàðàê-

òåð � ïîÿâëÿþòñÿ îáëàñòè ñèëüíîé äåëîêàëèçàöèè, â öåíòðàõ êîòîðûõ ñòåïåíü ëîêàëèçà-

öèè äåìîíñòðèðóåò ðåçêèå óçêèå ìàêñèìóìû.

14. Ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ëîêàëèçàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñîñòîÿíèé îäíîìåðíûõ

ðàçóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, îñíîâàííîå íà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñòàòèñòèêè îïåðåæàþ-

ùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà, âîçìîæíî òàêæå äëÿ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé, ó êî-

òîðûõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óçåëüíûõ ýíåðãèé óáûâàåò íàñòîëüêî ìåäëåííî, ÷òî âñå åå

÷åòíûå ìîìåíòû (êðîìå íóëåâîãî) ðàñõîäÿòñÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîìåõà-

íè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé òàêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ íåïåðòóðáàòèâíûìè. Ïðåäëîæåííûé

â ðàáîòå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå ôóíêöèé Ãðèíà, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëè-

òè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà è ôóíêöèè ó÷àñòèÿ è â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà â äèññåðòàöèè ïðèâåäåí àíàëèç ìîäåëè Ëëîéäà.

15. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî â äèññåðòàöèè ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ñîâ-

ìåñòíîé ñòàòèñòèêè îïåðåæàþùåé è çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà, âîçìîæíî âû÷èñ-
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ëåíèå êðèòåðèÿ Àíäåðñîíà è ôóíêöèè ó÷àñòèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî

(äèôôåðåíöèàëüíîãî, à íå ìàòðè÷íîãî) óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì

ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì. Ïîêàçàíî êàê ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ åñòåñòâåííî îïðåäåëåí-

íîé äëèííîé ëîêàëèçàöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé.

16. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîâìåñòíîé ñòàòèñòèêè ôóíêöè Ãðèíà îêàçûâàåò-

ñÿ ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîððåëèðîâàííûõ íèçêîðàçìåðíûõ ìîäåëåé. Äëÿ êîððå-

ëèðîâàííîé öåïî÷êè ñ áîëüøèì ðàäèóñîì êîððåëÿöèè â äèññåðòàöèè ðàññ÷èòàí êðèòåðèé

Àíäåðñîíà è ñïåêòðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè.

17. Ïðåäëîæåí ìåòîä ìàíèïóëÿöèè äèàãðàììíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà (ìåòîä

ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ), ïîçâîëÿþùèé êîíòðîëèðóåìûì îáðàçîì äîìíîæàòü ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè äèàãðàìì ñ íåêîòîðûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðèçíàêîì íà ôàêòîðû, îïðåäåëÿåìûå

ýòèì ïðèçíàêîì.

18. Ââåäåíà ìåðà ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèé, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ÷èñëî óçëîâ N∗, íà-

êðûâàåìûõ âîëíîâîé ôóíêöèåé. Ìåòîäîì ñëåäÿùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ N∗ ïîëó÷åíî òî÷íîå

âûðàæåíèå äëÿ ñëó÷àÿ 0-ñîñòîÿíèÿ îäíîìåðíîé íåäèàãîíàëüíî-ðàçóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷-

êè.

Ïðàêòè÷åñêè âñå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû (êðîìå ðåçóëüòàòîâ 3 è 5, îðèåíòè-

ðîâàííûõ íà ðåàëüíûé ýêñïåðèìåíò, è ðåçóëüòàòà 6, èìåþùåãî ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð)

ïðîâåðÿëèñü êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì, äåìîíñòðèðóÿ õîðîøåå ñîãëàñèå.
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0.11 Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â.À.Ìàëûøåâó, êîòîðûé çàèíòåðåñîâàë àâòîðà òâåðäî-

òåëüíûìè ðàçóïîðÿäî÷åííûìè ìîäåëÿìè, îêàçûâàë ïîìîùü ïðè îñâîåíèè ìàòåðèàëà, îá-

ñóæäàë è ñòàâèë çàäà÷è, èññåëåäîâàííûå â äèññåðòàöèè.

Êàê íàó÷íûé ðàáîòíèê àâòîð ñôîðìèðîâàëñÿ â 49-îé ëàáîðàòîðèè Ãîñóäàðñòâåííîãî

Îïòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà èì. Ñ.È.Âàâèëîâà, ñîòðóäíèêàì êîòîðîé Â.Ñ.Çàïàññêîìó, Â.Â.Îâñÿíêèíó

è Â.Ã.Äàâûäîâó (íûíå ýòî ñîòðóäíèêè êàôåäðû "Ôîòîíèêà� ÑÏáÃÓ) àâòîð âûðàæàåò áëà-

ãîäàðíîñòü çà èíòåðåñ ê ðàáîòå è ïîìîùü.

Ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå äèññåðòàöèè îêàçàëà ôèíàíñîâàÿ ïîääåðæêà

ñî ñòîðîíû ðÿäà ôîíäîâ è îðãàíèçàöèé. Àâòîð ïðèçíàòåëåí ÐÔÔÈ è Ðîññèéñêîìó Ìèíè-

ñòåðñòâó Îáðàçîâàíèÿ è Íàóêè (êîíòðàêò No 11.G34.31.0067, ðóêîâîäèòåëü À.Â.Êàâîêèí).

Àâòîð áëàãîäàðèò ðåñóðñíûé öåíòð ÑÏáÃÓ "Íàíîôîòîíèêà� çà ñîòðóäíè÷åñòâî.
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