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Введение

Мы живем в мире резонансов. Окружающее нас пространство заполнено
естественными и искусственными резонаторами, от музыкальных инструментов
до сложных устройств, таких как аппараты для магнитно-резонансной томогра­
фии или кварцевые генераторы, задающие тактовую частоту в современных
микропроцессорах. Фотоника, как самостоятельный раздел науки, сформиро­
валась во многом благодаря появлению лазеров, основным элементом которых
является резонатор для создания обратной связи.

Успехи физики твердого тела, связанные с описанием закономерностей
транспорта электронов в полупроводниках, позволили вывести электронные
устройства на новый уровень по сравнению с приборами предыдущего поко­
ления, в которых электроны распространялись по проводам или в свободном
пространстве вакуумных ламп. 1987 год вошел в историю развития фотоники
как год, напоминающий начало полупроводниковой эры в электронике. Ябло­
нович [1] и Джон [2] заложили основы нового направления в физике твердого
тела – создание и исследование искусственных «полупроводников» для света –
структур с периодом решетки, сопоставимым с длиной электромагнитной вол­
ны. Эти структуры получили название фотонные кристаллы. Ранее распро­
странение световых пучков рассматривалось, в первую очередь, при прохожде­
нии по «проводам»–световодам, или в свободном пространстве. Появление фо­
тонных кристаллов существенно расширило наши возможности в управлении
световыми потоками [3]. Отметим, что подобные идеи высказывались Быковым
еще в 1972 году [4], однако эти работы опередили свое время и не вызвали
должного научного резонанса.

В начале этого столетия Пендри ввел в рассмотрение новый класс искус­
ственных структур, активно изучаемых в фотонике, которые получили назва­
ние метаматериалы [5]. В отличие от фотонных кристаллов, распространение
света в метаматериалах может быть описано традиционным способом при помо­
щи материальных параметров – диэлектрической проницаемости 𝜀 и магнитной
восприимчивости 𝜇, которые связаны с электрическим и магнитным откликом
на отдельных структурных элементах. Правильно подобранные и организован­
ные в пространстве структурные элементы позволяют создавать метаматери­
алы с желаемыми значениями 𝜀 и 𝜇, включая отрицательные величины. При
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помощи метаматериалов можно сконструировать левосторонние среды, предло­
женные Веселаго еще в середине XX-го века [6], а также реализовать мечту
писателей-фантастов о «плаще-невидимке», подобрав определенным образом
параметры 𝜀 и 𝜇 [7].

Хотя диэлектрические метаматериалы рассматривались еще в 2002 году
[8], большинство научных групп продолжали использовать в качества структур­
ных элементов с магнитным откликом металлические разомкнутые кольцевые
резонаторы. Это связано с тем, что такие резонаторы имеют малые размеры
по сравнению с рабочей длиной волны, что позволяет провести процедуру го­
могенизации структуры и определить материальные параметры. Однако при
миниатюризации металлических метаматериалов [9] появляется проблема оми­
ческих потерь, которые неизбежно сопровождают плазмонные резонансы на
оптических частотах. В последнее время усилия исследователей были направ­
лены на разработку и создание резонансных диэлектрических структур для
фотоники [10]. Важной характеристикой элементов из материалов с высоким
показателем диэлектрической проницаемости, например, из кремния, являются
высокодобротные электрические и магнитные резонансы Ми, которые обеспечи­
вают электрический и магнитный отклик структуры.

В зависимости от кристаллических параметров (симметрия, отношение
постоянной решетки к зондирующей длине волны, диэлектрическая проницае­
мость) периодическая структура относится либо к классу фотонных кристал­
лов, либо и к классу метаматериалов. При изменении этих параметров струк­
тура может менять свои свойства от фотонного-кристаллических к метамате­
риалльным [8]. Изучение физических процессов, лежащих в основе такого «фо­
тонного» фазового перехода, кроме расширения фундаментальных знаний, при­
звано сыграть важную роль при разработке новых искусственных материалов,
которые в перспективе по своему функционалу смогут заменить полупроводни­
ковые приборы.

Актуальной задачей является исследование резонансного взаимодействия
света с отдельными структурными элементами, формирующими фотонные
структуры. Примером могут служить отдельные резонансные частицы, а так­
же их кластеры, которые получили название «оптические антенны» [11]. Такие
устройства позволяют усиливать свободно распространяющиеся электромагнит­
ные волны в заданной области ближнего поля антенны. Кроме того, оптические
антенны эффективно преобразуют излучение из ближнего поля в световые вол­
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ны, распространяющиеся в заданных направлениях. Также отметим, что нано­
частицы с особыми покрытиями позволяют наблюдать экстремальные свойства,
такие как невидимость [12] и появление связанных состояний в континууме [13].
Дальнейшее изучение этих явлений представляет большой интерес для всевоз­
можных практических применений.

В спектроскопии твердого тела наблюдаются два фундаментальных кон­
тура резонансных линий – симметричный контур Лоренца и асимметричный
контур Фано [14; 15]. Ассиметричный контур Фано возникает в результате вза­
имодействия узкого резонанса Лоренца с широким контуром и наблюдается
экспериментально при изучении самых разных объектов – от атомов гелия до
полупроводников, сверхпроводников, фотонных кристаллов и метаматериалов.
Профиль Фано характеризуется резким скачком интенсивности между макси­
мумом и минимумом с нулевой интенсивностью спектра. Интересной особенно­
стью контура Фано является полный переворот линии в спектрах, т.е. превра­
щение линии отражения в линию пропускания при определенных параметрах
структуры.

Следует отметить, что в фотонике наблюдается целый ряд ярких резо­
нансных явлений и эффектов, среди которых, помимо резонанса Фано, мож­
но выделить эффекты Керкера и Бормана, электромагнитно индуцированную
прозрачность, режим сильной связи [16]. В связи с этим возникает задача клас­
сификации этих явлений и описания в единой модели, что позволит корректно
интерпретировать экспериментальные результаты и безошибочно использовать
различные резонансные эффекты при проектировании фотонных приборов с
заданными свойствами. Такая классификация была предложена совместно с
А.Н. Поддубным, результаты представлены на диаграмме (рис. 1) и в табли­
це 33, Глава 3.

Актуальность темы исследования определяется большим интересом на­
учного сообщества к изучению резонансных явлений в фотонике, что подтвер­
ждается регулярными публикациями по этой тематике в самых престижных
международных научных журналах.

Целью данной работы являлось экспериментальное и теоретическое ис­
следование электромагнитных резонансных эффектов в фотонных кристаллах
и метаматериалах, а также в отдельных элементах, образующих эти структуры.

Научная новизна состоит в следующем: (i) Теоретически и эксперимен­
тально исследованы переходы «фотонный кристалл – метаматериал», построе­
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Рисунок 1 — Резонансные явления в фотонике (резонанс Фано, ЭИП, эффекты
Керкера и Бормана, PT-симметрия). Области, в которых могут наблюдаться со­
ответствующие эффекты, представлены в координатах величины затухания двух
мод (𝛾1,𝛾2). Вставка: механическая аналогия – схема двух связанных осциллято­
ров с затуханием и вынуждающей силы 𝑓1, действующей на один из них. Рисунок
воспроизводится по статье [16].
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ны фазовые диаграммы для двумерных фотонных структур, образованных ди­
электрическими цилиндрами с квадратной и треугольной решеткой; (ii) Метод
обратной дисперсии адаптирован для вычисления комплексных фотонных зон­
ных диаграмм; (iii) Обнаружены и исследованы резонансы Фано, индуцирован­
ные структурным беспорядком; (iv) Установлено, что у однородного диэлектри­
ческого цилиндра существует режим невидимости, а также высокодобротные
состояния, аналогичные связанным состояниям в континууме; (v) Исследован
эффект Парселла и лэмбовский сдвиг для фотонных мод микрорезонатора.

Научная и практическая значимость полученных результатов заклю­
чается в следующем: (i) построены фазовые диаграммы «фотонный кристалл –
метаматериал», на основании которых определяется структура искусственных
объектов с заданными эффективными материальными параметрами; (ii) уста­
новлены параметры, определяющие режим невидимости однородного диэлек­
трического цилиндра без использования маскирующих покрытий и устройств;
(iii) обнаружены суперрезонансные моды с добротностью 𝑄 ≈ 200 в субволно­
вых кремниевых цилиндрических резонаторах, которые могут быть использова­
ны для понижения пороговых значений нелинейных эффектов, а также других
приложений; (iv) обнаружен эффект Парселла для фотонных мод, что позво­
ляет управлять добротностью микрорезонаторов за счет внешних элементов.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Предложена концепция фотонных фазовых переходов. В диэлектри­

ческих двумерных структурах происходят переходы между фазами
фотонного кристалла и метаматериала. Переходы определяются вза­
имодействием резонансных мод Ми и Брэгга и приводят к возникно­
вению отрицательных значений эффективных материальных парамет­
ров (например, магнитной восприимчивости) в чисто диэлектрической
структуре. Переход «фотонный кристалл – метаматериал» в двумер­
ной структуре, образованной диэлектрическими цилиндрами, характе­
ризуется фазовой диаграммой в осях «фактор заполнения – контраст
диэлектрической проницаемости».

2. Метод «обратной дисперсии» позволяет строить комплексные фотон­
ные зонные диаграммы, содержащие информацию как о распространя­
ющихся модах, так и о эванесцентных волнах в периодических струк­
турах с произвольной частотной зависимостью комплексных матери­
альных параметров. Диаграммы содержат критерий для интерпрета­
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ции запрещенных зон, обусловленных резонансами Ми и Брэгга, и для
определения границы между фотонным кристаллом и метаматериалом
на фазовой диаграмме.

3. Резонансное рассеяние Ми на высокоиндексных диэлектрических объ­
ектах, имеющих форму тела вращения, представляет собой каскады
резонансов Фано. Интенсивность контура Фано обращается в ноль на
определенной длине волны, что приводит к невидимости диэлектриче­
ского объекта.

4. В электромагнитных спектрах фотонных структур, элементы которых
имеют случайные значениями диэлектрической проницаемости, наблю­
даются резонансы Фано. Резонансы Фано связаны с интерференцией
между узкополосными брэгговскими линиями и широкополосным рас­
сеянием, которое индуцировано флуктуациями диэлектрической прони­
цаемости структурных элементов. Резонанс Фано сопровождается ин­
версией спектра: при определенных параметрах брэгговские зоны отра­
жения превращаются в брэгговские пики пропускания.

5. В диэлектрических субволновых резонаторах в результате сильного вза­
имодействия между парами фотонных мод наблюдаются многочислен­
ные режимы антипересечения. В области антипересечения обе линии
имеют контур Фано, причем одна из них соответствует высокодоброт­
ному состоянию с параметром Фано 𝑞 → ∞. Механизм формирования
высокодобротной моды обусловлен деструктивной интерференцией фо­
тонных состояний, утекающих в окружающее пространство, и анало­
гичен механизму возникновения связанных состояний в континууме,
теоретически описанному Фридрихом и Винтгеном для электронной
системы.

6. Эффект Парселла и сдвиг Лэмба в случае фотонных мод микрорезо­
наторов имеют классический аналог. Значения фактора Парселла для
фотонных мод микрорезонатора и для квантовых объектов совпадают.
Классический аналог эффекта Парселла интерпретирован на языке ин­
терференции электромагнитных волн.

Достоверность полученных результатов обеспечивается использованием
различных (аналитических и численных) теоретических методов и подходов, в
рамках которых были получены результаты, хорошо совпадающие друг с дру­
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гом. Большая часть результатов был проверена экспериментально, измеренные
спектры демонстрируют все эффекты, предсказанные теоретически.

Апробация работы. Результаты исследований, вошедших в диссер­
тацию, докладывались автором на следующих конференциях: международ­
ная конференция по фотонно-кристаллическим структурам PECS-IX (Сид­
ней, Австралия в 2009 году); международная ежегодная конференция Days on
Diffraction (Санкт-Петербург, Россия в 2009, 2011, 2013-2017 годах); всероссий­
ская конференция «Опалоподобные структуры» (Санкт-Петербург, Россия в
2010 и 2012 годах); международный конгресс по современным электромагнит­
ным материалам для микроволнового и оптического диапазона Metamaterials
(Санкт-Петербург, Россия в 2012 году); международный симпозиум SPIE
Photonics Europe (Брюссель, Бельгия в 2016 году); международный симпозиум
PIERS (Санкт-Петербург, Россия в 2017 году); международная конференция по
метаматериалам META (Инчон, Республика Корея в 2017 году). Кроме того, ре­
зультаты, представленные в диссертации, докладывались соавторами более чем
на 20 международных конференциях. Результаты исследований обсуждались
на научных семинарах в ФТИ им. А.Ф. Иоффе, Университете ИТМО, МГУ
им. М.В. Ломоносова.

Личный вклад автора заключается в формулировке целей и постанов­
ке задач, а также выборе объектов исследований, планировании и проведении
экспериментальных и теоретических исследований, анализе полученных резуль­
татов, формулировке основных идей, развитых в диссертационной работе. Все
результаты диссертационной работы получены автором лично, либо при его
непосредственном участии.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 30
печатных изданиях (27 статей в журналах, рекомендованных ВАК, в том числе
25 оригинальных статьей и 2 обзора, а также 3 главы в монографии).

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, шести
глав, заключения и списка литературы. Полный объём диссертации составляет
288 страниц, включая 90 рисунков и 2 таблицы. Список литературы содержит
392 наименования.

В первой главе описаны методы расчета фотонных зонных диаграмм
периодических структур, которые являются графическим представлением за­
висимости собственных частот 𝜔 от волнового вектора 𝑘. В главе приводится
описание метода плоских волн – одного из самых распространенных методов
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Рисунок 2 — Основные результаты, представленные в главах диссертационной
работы. Использованы рисунки из работ [16—21].
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расчета зонных диаграмм, а также результаты расчетов зависимости ширины
полной запрещенной зоны от геометрических и материальных параметров фо­
тонных структур, обладающих ГЦК решеткой.

Кроме этого в главе представлен метод расчета комплексных зонных диа­
грамм, который получил название «метод обратной дисперсии». Для решения
ряда оптических задач необходимо проводить анализ дисперсионных ветвей, ко­
торые соответствуют модам с вещественной частотой и комплексным волновым
вектором. Традиционный подход к такой задаче – численное решение трансцен­
дентного уравнения на комплексное число 𝑘. Однако при этом можно пропу­
стить некоторые решения. Метод обратной дисперсии заключается в сведении
уравнений Максвелла к задаче на собственное число 𝑘 некоторого оператора,
зависящего от частоты 𝜔. В отличие от трансцендентных уравнений, существу­
ющие итерационные методы позволяют находить все собственные решения 𝑘

задачи на собственные числа. Таким образом, зонные диаграммы, построенные
методом обратной дисперсии, гарантированно содержат полную информацию
обо всех фотонных состояниях структуры. Кроме этого, метод позволяет про­
водить вычисления для произвольной частотной зависимости диэлектрической
проницаемости материалов. На основании метода обратной дисперсии сформу­
лирован критерий, который позволяет отличить запрещенную зону, связанную
с брэгговским рассеянием, от запрещенной зоны, связанной с локальными ре­
зонансами Ми в отдельных структурных элементах (режимы пересечения либо
антипересечения дисперсионных ветвей, соответственно).

Основной результат, представленный во второй главе – формулировка
концепции фотонных фазовых переходов и исследование такого перехода на
примере фотонных кристаллов и метаматериалов. Рассматривались двумерные
структуры, образованные диэлектрическими цилиндрами, находящимися в уз­
лах квадратной или треугольной решетки. Для структуры с квадратной ре­
шеткой были проведены три независимых серии расчетов, а именно: (i) расчет
спектров рассеяния Ми на одиночном цилиндре; (ii) расчет зонных диаграмм
бесконечного кристалла; (iii) расчет спектров пропускания конечного образца.
Вычисления проводились в зависимости от параметров 𝜀 (диэлектрическая про­
ницаемость цилиндров) и 𝑟/𝑎 (отношение радиуса цилиндра 𝑟 к постоянной
решетки 𝑎). Результаты трех серий полностью согласуются друг с другом. На
основании анализа расчетных данных, в том числе с учетом особенностей транс­
формации второй дисперсионной ветви, была построена фазовая диаграмма
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«фотонный кристалл – метаматериал» в осях 𝑟/𝑎 и 𝜀. В фазе фотонного кри­
сталла фундаментальная (самая низкая по частоте) запрещенная зона опре­
деляется брэгговским рассеянием волн на периодической структуре, а в фазе
метаматериала фундаментальная запрещенная зона связана с локальными резо­
нансами Ми в диэлектрических цилиндрах. При этом, согласно литературным
данным [8], в спектральной области резонанса Ми магнитная восприимчивость
диэлектрической структуры становится отрицательной, что и является опреде­
ляющим фактором для интерпретации наблюдаемых явлений как нового типа
фазового перехода.

Фотонный фазовый переход был исследован экспериментально по спек­
трам пропускания «метакристалла». Это двумерная структура с квадратной ре­
шеткой, при конструировании которой использовались полученные из расчета
параметры 𝑟/𝑎 и 𝜀, соответствующие области фазового перехода. Конструкция
метакристалла позволяла менять величину постоянной решетки без нарушения
квадратной симметрии базиса. В узлах решетки находились метровой длины
пластиковые трубки, заполненные дистиллированной водой, диэлектрическая
постоянная которой в микроволновом диапазоне меняется от 80 при комнатной
температуре до 50 при 90∘C. Так как эксперимент был рассчитан на микро­
волны, постоянная решетки 𝑎 варьировалась в дециметровом диапазоне. Были
проведены две серии экспериментов, в первой переменным параметром была
диэлектрическая проницаемость 𝜀, во второй серии – постоянная решетки 𝑎.
Наблюдается прекрасное совпадение между расчетными и измеренными спек­
трами.

Во второй главе представлены также результаты исследования фотонного
фазового перехода в структурах, у которых диэлектрическая проницаемость ци­
линдров является комплексной величиной, зависящей от частоты. В этом случае
критерий, основанный на особенностях второй дисперсионной ветви, не приме­
ним, поскольку в средах с поглощением на комплексных зонных диаграммах
ветви переходят друг в друга, и само определение второй дисперсионной ветви
не очевидно. В этом случае был использован критерий «пересечение/антипе­
ресечение» ветвей на комплексных зонных диаграммах, вычисленных методом
обратной дисперсии. Было показано, что в случае непоглощающих фотонных
структур (𝜀 – вещественная величина) оба критерия дают одинаковые результа­
ты. Учитывая этот результат, мы использовали метод обратной дисперсии для
построения фазовых диаграмм фотонных структур на основе кремния.
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Третья глава посвящена различным электромагнитным резонансным яв­
лениям, которые наблюдаются в режимах слабой и сильной связи. Особое вни­
мание уделяется резонансу Фано. В спектроскопии твердого тела наблюдаются
два фундаментальных контура резонансных линий – симметричный контур Ло­
ренца и асимметричный контур Фано. Ассиметричный контур Фано возникает
в результате взаимодействия узкого резонанса Лоренца (состояние с малым за­
туханием) с широким контуром и наблюдается экспериментально при изучении
самых разных объектов – от атомов гелия до полупроводников, сверхпроводни­
ков, фотонных кристаллов и метаматериалов.

Было показано, что известное уже более ста лет резонансное рассеяние Ми
в случае рассеяния на однородных высокоиндексных диэлектрических объектах
представляет собой каскады резонансов Фано. Интерференция между высоко­
добротной модой Ми и нерезонансным рассеянием приводит к формированию
асимметричных линий в спектрах, которые описываются формулой Фано. В ре­
зультате обработки спектральных линий была установлена котангенциальная
зависимость параметра асимметрии от частоты, что характерно для резонан­
са Фано. Анализ граничных условий для гармоник, описывающих падающую
плоскую волну, поле внутри однородного объекта и рассеянную волну, позво­
лил определить резонансный и нерезонансный вклад в рассеяние. Сумма этих
двух слагаемых была записана в виде формулы Фано.

В последнем разделе третей главы анализируются диаграммы направлен­
ности антенны, состоящей из излучателя и сферической частицы с диэлектриче­
ской проницаемостью 𝜀 = 16 (соответствует кремнию на длине волны порядка
600 нм). В высокоиндексной сферической частице возбуждаются магнитный и
электрический дипольные резонансы Ми, в зависимости от условий их интер­
ференции антенна формирует диаграмму направленности либо по направлению
вперед, либо назад вдоль своей оси. Магнитный резонанс Ми, имеющий самую
низкую частоту в спектре рассеяния частицы, играет роль узкой линии в мо­
дели резонанса Фано, причем роль широкой линии выполняет спектр излуча­
теля и низкочастотное крыло линии электрического резонанса. В результате,
спектр рассеяния антенны характеризуется резонансом Фано, у которого пара­
метр асимметрии 𝑞 зависит от направления излучения. Подбирая параметры
антенны определенным образом, можно сформировать в диаграмме направлен­
ности выраженный лепесток в направлении вперед или назад. Эксперименталь­
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но измеренные в микроволновом диапазоне диаграммы направленности такой
антенны полностью совпадают с результатами расчетов.

В четвертой главе приведены примеры резонансов Фано, которые возни­
кают благодаря структурному беспорядку. Обычно предполагается, что беспо­
рядок должен приводить к деградации интерференционных явлений, однако мы
демонстрируем противоположные примеры. В качестве объекта исследования
была выбрана классическая структура – одномерный фотонный кристалл, об­
разованный чередующимися слоями 𝐴 и 𝐵. Беспорядок в такой структуре вво­
дился следующим образом: толщина и диэлектрическая проницаемость слоев 𝐴
были постоянными величинами, а толщина и диэлектрическая проницаемость
слоев 𝐵 флуктуировали с дисперсиями 𝜎𝑤𝐵 и 𝜎𝜀𝐵, соответственно. Флуктуации
толщины слоев приводили лишь к уширению стоп-зон в спектрах пропуска­
ния. Совсем другие эффекты наблюдались в спектрах пропускания в случае
беспорядка по диэлектрической проницаемости. В спектрах появлялся медлен­
но изменяющийся фон, который соответствовал индуцированному беспорядком
остаточному рассеянию Фабри-Перо на слоях 𝐵. Узкие брэгговские линии ста­
новились асимметричными, при увеличении беспорядка их контура непрерывно
менялись, неизменно соответствуя контуру Фано. Анализ спектров пропускания
позволил определить зависимость параметра Фано 𝑞 от толщины слоев 𝑤𝐵/𝑎,
нормированной на период ячейки 𝑎. Эта зависимость соответствует функции
котангенса, что еще раз подтверждая возникновение резонанса Фано. В част­
ности, при увеличении величины беспорядка по 𝜀 наблюдается переворот спек­
тра пропускания, т.е. брэгговская стоп-зона превращается в брэгговский пик
пропускания. Появление индуцированного беспорядком резонанса Фано наблю­
далось экспериментально в спектрах пропускания синтетических опалов. Опа­
лы состоят из плотноупакованных сферических частиц a-SiO2, которые имеют
нерегулярную сверхструктуру, т.е. их эффективная диэлектрическая проницае­
мость флуктуирует от частицы к частице. Таким образом, сферические части­
цы a-SiO2 соответствуют флуктуирующим слоям 𝐵 в одномерных структурах,
а однородное пространство между сферами соответствует слоям 𝐴. В экспери­
менте это пространство заполнялось иммерсионными жидкостями с разными
значениями диэлектрической проницаемости. В спектрах пропускания у поло­
сы, связанной с брэгговским рассеянием на слоях (111) ГЦК решетки опала,
наблюдались все характерные формы профиля резонанса Фано: симметричный
провал, асимметричные линии, а также переворот брэгговской полосы, соответ­
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ствующий параметру Фано 𝑞 = 0. Спектральный профиль брэгговской полосы
аппроксимировался формулой Фано, в результате чего была найдена монотон­
ная зависимость 𝑞 от величины диэлектрической проницаемости заполнителя.

Пятая глава посвящена резонансным эффектам, наблюдаемым в цилин­
драх с высоким значением диэлектрической проницаемости. Как было показано
в Главе 3, рассеяние Ми представляет собой каскады резонансов Фано. Важной
особенностью резонанса Фано является обращение в нуль его контура на неко­
торой частоте. В случае диэлектрического цилиндра зануление контура связано
с деструктивной интерференцией между модами Ми и нерезонансной компонен­
той. В результате рассеяние пропадает и цилиндр становится невидимым сто­
роннему наблюдателю без использования каких-либо специальных покрытий
или устройств. Такой эффект наблюдался экспериментально в микроволновом
диапазоне. В качестве цилиндра была использована горячая дистиллированная
вода, залитая в длинную трубку. В спектрах рассеяния водяного цилиндра на­
блюдался провал интенсивности порядка 20 дБ на частоте, соответствующей
теоретическому расчету.

Яркое интерференционное явление наблюдалось в спектрах рассеяния ци­
линдров, высота которых сравнима с диаметром. В таких цилиндрах помимо
резонансов Ми наблюдаются дополнительные резонансы, связанные с форми­
рованием стоячей волны между плоскими торцами цилиндра, т.е. резонансы
Фабри-Перо. Спектральное положение резонансов Фабри-Перо существенно за­
висит от высоты цилиндра, в отличие от положения резонансов Ми. Из-за раз­
личного наклона дисперсионных ветвей мод Ми и Фабри-Перо при изменении
аспектного соотношения 𝑟/𝑙 (радиус, деленный на высоту) ветви должны либо
пересекаться, либо демонстрировать эффект антипересечения. В случае антипе­
ресечения, который обусловлен сильным взаимодействием через окружающее
пространство, формируются две гибридизированные моды: одна с низкой, дру­
гая с высокой добротностью 𝑄. Высокая добротность связана с деструктивной
интерференцией «хвостов» утекающих волн, имеющих в качестве источника мо­
ды Ми и Фабри-Перо. В квантовой механике аналогичный механизм, описанный
Фридрихом и Винтгеном в 1985 году, приводит к возникновению так называе­
мых связанных состояний в континууме, имеющих бесконечное время жизни.
Однако в фотонике связанные состояния в континууме могут существовать ли­
бо в бесконечно протяженных (хотя бы в одном направлении) структурах, либо
в ограниченных структурах, имеющих нулевые или бесконечные значения ди­
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электрической проницаемости каких-либо компонент. В любой реальной струк­
туре вместо идеальных связанных состояний в континууме могут наблюдаться
суперрезонансные моды, добротность которых демонстрирует стремительный
рост при подстройке параметров резонатора. В пятой главе показано, что в ре­
жиме сильной связи мод Ми и Фабри-Перо добротность суперрезонансной моды
достигает значения 𝑄 = 200 в субволновом резонаторе с диэлектрической про­
ницаемостью 𝜀 = 13.

В шестой главе рассматриваются классические аналоги известных эф­
фектов квантовой электродинамики – эффекта Парселла и лэмбовского сдви­
га, которые связаны с переходами между квантовыми уровнями из-за взаи­
модействия с нулевыми флуктуациями электромагнитного поля вакуума. Эф­
фект Парселла состоит в изменении скорости излучательного перехода из-за
модификации локальной плотности фотонных состояний нулевых колебаний,
вызванной изменением конфигурации окружения излучающего центра. Изна­
чально лэмбовский сдвиг рассматривался как расщепление энергии перехода,
связанное с разным взаимодействием 𝑠 и 𝑝 атомных орбиталей с нулевыми ко­
лебаниями вакуума. В настоящее время в величину лэмбовского сдвига также
включают изменение энергии перехода, связанное с модификацией нулевых ко­
лебаний за счет окружения. В данной работе при анализе лэмбовского сдвига
учитывается именно эта поправка.

Была исследована система, которая состоит из волновода и расположенно­
го рядом с ним высокодобротного микрорезонатора. Волновод содержит два де­
фекта (расположенные по разные стороны от микрорезонатора), которые фор­
мируют окружение, модифицирующее локальную плотность состояний вблизи
микрорезонатора. Была найдена функция Грина в волноводе, которая позво­
лила записать выражения для квантового эффекта Парселла и лэмбовского
сдвига. С помощью метода матриц переноса было показано, что пропускание
системы «волновод + резонатор» описывается формулой Фано. Кроме того, бы­
ло обнаружено, что скорость излучения фотонной моды микрорезонатора и ее
частота зависят от сформированного двумя дефектами окружения. При этом
классические формулы, полученные на основе метода матриц переноса, совпа­
дают с формулами квантовой электродинамики, которые учитывают локаль­
ную плотность состояний нулевых колебаний вакуума. Это позволило описать
эффект Парселла и лэмбовский сдвиг для фотонных мод в терминах интерфе­
ренции без использования понятия локальная плотность состояний. Волна, из­
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лученная микрорезонатором, рассеивается на окружении и может возбуждать
вторичную фотонную моду в микрорезонаторе либо в фазе, либо в противофа­
зе. Это приводит к увеличению или уменьшению энергии фотонной моды, что
объясняет появление классического аналога эффекта Парселла и лэмбовского
сдвига.

Также в шестой главе функция Грина, вычисленная методом матриц пере­
носа, используется для описания экспериментальных спектров люминесценции
одномерного фотонного кристалла, сформированного чередующимися слоями
a-Si0.5C0.5:H и a-SiO2. В экспериментальных спектрах наблюдалось усиление ин­
тенсивности фотолюминесценции на границах брэгговской стоп-зоны, причем
на длинноволновой границе стоп-зоны эффект усиления существенно выше, чем
на коротковолновой границе. Этот эффект был объяснен в терминах интерфе­
ренции. Разная интенсивность пиков возникает вследствие резкого изменения
фактора Парселла, обусловленного скачком фазы блоховской волны на 𝜋 на
разных краях брэгговской стоп-зоны.

В Заключении перечислены основные результаты работы.
Формулы диссертации нумеруются по главам, рисунки и нумерация лите­

ратуры единая для всего текста.



20

Глава 1. Фотонные зонные диаграммы периодических структур

Зонные диаграммы дисперсии собственных фотонных состояний являют­
ся одним из важнейших способов характеризации свойств периодических струк­
тур. Поэтому первая глава диссертации посвящена описанию вычислительных
методов, которые позволяют строить зонные диаграммы. Кратко перечислим
ключевые этапы развития зонной теории в применении к фотонным структу­
рам, после чего опишем широко применяемый метод плоских волн, приведем
несколько примеров использования этого метода для определения характери­
стик фотонных структур. В конце главы будет описан метод «обратной дис­
персии», позволяющий проводить вычисления зонных диаграмм для периоди­
ческих структур, состоящих из материалов, которые обладают частотной зави­
симостью комплексной диэлектрической проницаемости.

1.1 Зонная теория фотонных структур

Появление зонной теории, которая к настоящему времени составляет важ­
нейшую часть теории твердого тела [22; 23], связано с работами Зомерфельза,
Блоха, Пайерлса и Бриллюэна [24—29]. В основе зонной теории лежит теоре­
ма Блоха, обобщающая одномерную теорему Флоке на трехмерный случай.
Теорема Блоха утверждает, что в случае периодической структуры решение
дифференциального уравнения, описывающего данную систему, может быть
представлено в виде произведения плоской волны на функцию, обладающую
трансляционной симметрией рассматриваемой структуры exp(𝑖kr) · 𝑈(r). В ре­
зультате, все решения можно группировать по разным волновым векторам k.
Кроме этого, трансляционная симметрия плоской волны exp(𝑖gr) с волновым
вектором g, который равен любому вектору обратной решетки, приводит к
неразличимости решений для волновых векторов k и k + g. Таким образом,
все уникальные решения соответствуют волновым векторам в пределах при­
митивной ячейки обратного пространства. Бриллюэн [27] предложил выбирать
область обратного пространства так, чтобы она соответствовала точечной сим­
метрии обратной решетки. Эта область обратного пространства получила на­
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звание «зоны Бриллюэна». В большинстве периодических структур состояния
с волновыми векторами противоположного знака имеют одинаковую энергию
или частоту. Это приводит к двукратному вырождению состояний на грани­
це зоны Бриллюэна, которое снимается из-за брэгговского рассеяния. Поэтому
энергетический спектр для некоторого направления состоит из полос разрешен­
ных состояний, которые разделены зонами запрещенных состояний связанных
с рассеянием Брэгга.

Мы до сих пор не конкретизировали рассматриваемую систему из-за уни­
версального характера зонной теории. Зонную теорию применяют для описа­
ния фононов, движение которых подчиняется уравнениям Ньютона, а также
для описания электронов, движение которых подчиняется квантово-механиче­
скому уравнению Шредингера [22; 23]. Кроме того, зонная теория может быть
использована в случае самых разных волн, включая спиновые волны [30]. В
1987 году Яблонович [1] и Джон [2] использовали основные понятия зонной тео­
рии для анализа электромагнитных состояний в структурах с периодической
модуляцией диэлектрической проницаемости, которые (следуя термину из ста­
тьи Яблоновича и Гмиттера [31]) получили название «фотонные кристаллы».
Отметим, что ранее подобные идеи высказывались еще в 1972 году Быковым [4],
но его работы не вызвали существенный отклик. Взрывная реакция на статьи
Яблоновича [1] и Джона [2] связанна с прогрессом в развитии нанотехноло­
гий, который позволил к концу 1980-х создавать субмикронные периодические
структуры высокого качества.

Для анализа свойств фотонных кристаллов адаптировались теоретиче­
ские методы решения уравнения Шредингера к случаю векторных электромаг­
нитных полей. Впервые фотонная зонная диаграмма, т.е. зависимость частоты
электромагнитных колебаний от волнового вектора 𝜔(k), была вычислена ме­
тодом «плоских волн» в 1990 году в работе Хо, Чена и Сукулиса [32] для ряда
фотонных структур со сферическими рассеивателями. Далее последовал ряд
работ в которых предлагалось использовать разные подходы для улучшения
этого метода. Так, в работе Меаде и др. [33] вычисление зонных диаграмм мето­
дом плоских волн было предложено ускорить благодаря применению быстрого
преобразования Фурье, как это делалось ранее для электронных задач. Поми­
мо этого, для фотонных кристаллов был адаптирован достаточно сложный ме­
тод Корринги-Кона-Росстокера (метод ККР) [34], который дает существенный
выигрыш в скорости при расчете свойств периодических структур, состоящих
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из неперекрывающихся сферических рассеивателей. Также выходили работы
по адаптации более специфических методов, например, таких как метод при­
соединенных плоских волн [35], который, впрочем, не получил существенного
распространения.

Фактически сразу после появления статей [1; 2] усилия теоретиков и экс­
периментаторов были направлены на поиск структуры фотонного кристалла, в
котором существовала бы полная запрещенная зона в электромагнитном спек­
тре. Полная запрещенная зона получается в результате перекрытия брэгговских
стоп-зон по всем направлениям волнового вектора в зоне Бриллюэна [36]. Впер­
вые полная запрещенная зона была обнаружена в фотонном кристалле, пред­
ставляющем собой решетку алмаза, в узлах которой находятся сферические
частицы [32]. Дальнейший поиск выявил структуры с гранецентрированной ку­
бической (ГЦК) решеткой, получившие названия «яблоновит», «поленница»,
инвертированный опал, которые будут описаны в следующих разделах. Кроме
этого, отметим, что полную запрещенную зону можно получить благодаря ло­
кальным резонансам, определяющим эффективные материальные параметры
метаматериалов [37; 38]. В интервале отрицательных значений эффективной
диэлектрической проницаемости или магнитной восприимчивости свет не мо­
жет распространяться по структуре, что приводит к появлению запрещенных
зон в энергетических спектрах. Если метаматериал обладает периодической ре­
шеткой, то его свойства можно характеризовать при помощи зонных диаграмм,
также как и свойства фотонных кристаллов.

1.1.1 Метод плоских волн для расчета зонных диаграмм

Для расчета фотонных зонных диаграмм чаще всего используется метод
плоских волн [22; 32; 39], который основан на относительно простой теории.
Запишем динамические уравнения Максвелла с оператором ротор

∇× E = −𝜇0
𝜕B

𝜕𝑡
, (1.1)

∇×H = 𝜀0
𝜕D

𝜕𝑡
(1.2)
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в виде стационарных уравнений с фиксированной частотой при exp(−𝑖𝜔𝑡)

∇× E = 𝑖𝜔𝜇0H, (1.3)

∇×H = −𝑖𝜔𝜀𝜀0E. (1.4)

Здесь E и H – вектора электрического и магнитного поля соответственно. Мы
предполагаем, что среда не магнитная, т.е. 𝜇 = 1. Эти два уравнения можно
скомбинировать друг с другом в виде векторного уравнения Гельмгольца для
магнитного поля

∇× 1

𝜀
∇×H =

𝜔2

𝑐2
H. (1.5)

Уравнение представляет собой задачу на собственные числа с эрмитовым опе­
ратором ∇× 1

𝜀∇× (в случае постоянных по частоте вещественных значений ди­
электрической проницаемости). Трансляционная симметрия рассматриваемых
фотонных структур позволяет применить теорему Блоха для определения вида
собственных решений H = Hk(r) exp(𝑖kr). Подставляя такое решение в вектор­
ное уравнение Гельмгольца (1.5), получим задачу на собственные числа

(∇ + 𝑖k) × 1

𝜀
(∇ + 𝑖k) ×Hk =

𝜔2

𝑐2
Hk. (1.6)

для положительно-определенного эрмитова оператора в случае положительных
вещественных значений 𝜀. Введем обозначение 𝑀̂ для оператора в задаче на
собственные числа (1.6).

Для проведения численных вычислений дифференциальное уравнение
обычно преобразуют к алгебраическому виду. Для этого следует выбрать неко­
торый базис, в котором будем раскладывать поле Hk. Отметим, что умножать
на 𝜀 удобно в прямом пространстве, а вычислять производную удобно в обрат­
ном пространстве (базисе плоских волн).

Как было показано в работе [33], действие оператора 𝑀̂ на периодическую
векторную функцию удобно вычислять с помощью двух быстрых преобразова­
ний Фурье [40]. Первое выполняется перед умножением на диэлектрическую
проницаемость, а второе сразу после умножения на диэлектрическую проница­
емость. При этом следует отметить, что магнитное поле должно удовлетворять
условию поперечности электромагнитных волн. В базисе плоских волн это усло­
вие сводится к ортогональности фурье-компоненты Hk и вектора (g + k).

Ряд наименьших собственных частот, являющихся решением задачи (1.6),
вычисляется с помощью симметричной процедуры Ланцоша [41]. Для ускоре­
ния сходимости алгоритма, пробное подпространство расширялось с помощью
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переобуславливающего оператора, близкого к 𝑀̂−1. Кроме того, для уменьше­
ния числа плоских волн (т.е. числа векторов обратной решетки по которым
вычисляется разложение магнитного поля Hk) в наших расчетах применялся
метод эффективного тензора диэлектрической проницаемости [42]. Определе­
ние эффективного тензора диэлектрической проницаемости основано на вычис­
лении градиента диэлектрической проницаемости методом конечных разностей
на мелкой сетке вблизи точки, в которой требуется найти значение этого тен­
зора. В своих вычислениях мы применяли алгоритм в оригинальной реализа­
ции [М.В. Рыбин «Программа расчета фотонной зонной структуры периодиче­
ских полностью диэлектрических метаматериалов» Свидетельство о регистра­
ции программы ЭВМ и базы данных N2012618128 от 07.09.2012.]

1.1.2 Расчет характеристик фотонных кристаллов методом плоских
волн

В данном разделе будут приведены примеры использования описанного
выше метода плоских волн для расчета зонных диаграмм фотонных кристал­
лов в зависимости от их параметров. Начиная с 1987 года Яблонович занимался
поиском фотонного кристалла, обладающего полной запрещенной зоной. Уже в
первой работе [1] он указывал, что для перекрытия стоп-зон по всем направле­
ниям волновых векторов лучше всего использовать фотонный кристалл с ГЦК
решеткой. Зона Бриллюэна ГЦК решетки по форме является наиболее близкой
к гипотетической сферической зоне Бриллюэна, которая автоматически обеспе­
чивает условие полной запрещенной зоны. Соответственно, в кристалле с ГЦК
решеткой спектральное положение стоп-зон, зависящее от расстояния между
центром и границей зоны Бриллюэна, будет мало меняться от направления.
Мы расчитали параметры трехмерных фотонных кристаллов с гранецентриро­
ванной кубической решеткой: опал, яблоновит, поленница (см. рис. 3).
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(a)

(b)

(c)

Рисунок 3 — Изображения трехмерных фотонных кристаллов, обладающих гране­
центрированной кубической решеткой: (a) опалы, образованные плотной упаков­
кой сферических частиц; (b) яблоновит; (c) поленница. Изображения получены
методом сканирующей электронной микроскопии. Изображения перепечатаны из
статей [43] (a), [44] (b) и [45] (c).
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Плотно упакованные сферические частицы

Наиболее простой структурой с ГЦК решеткой (с точки зрения изготовле­
ния образцов) представлялась структура плотноупакованных сферических ча­
стиц или, соответственно, сферических пустот в диэлектрическом материале.
В 1989 году выходит статья [31], где приведены измеренные спектры пропус­
кания таких образцов, а также приводился расчет зонных диаграмм методом
плоских волн в приближении скалярных волн. Однако первая реализация ме­
тода электромагнитных плоских волн (учитывающая векторную природу све­
та) для фотонных кристаллов [32] показала, что для случая ГЦК решетки со
сферическими рассеивателями первая стоп-зона вырождается в точке 𝑊 зоны
Бриллюэна из-за векторной природы электромагнитного поля, т.е. полная за­
прещенная зона возникнуть не может.

Несмотря на отсутствие полной запрещенной зоны, ГЦК структуры с од­
ним сферическим рассеивателем на ячейку вызвали большой интерес после
выхода в 1995 году статьи [46], авторы которой показали, что синтетические
опалы, состоящие из плотноупакованных субмикронных сферических частиц
a-SiO2, представляют собой фотонные кристаллы для видимого спектрально­
го диапазона. Последующий теоретический анализ [47; 48] продемонстрировал,
что структуры инвертированных опалов могут обладать полной запрещенной
зоной в высокочастотной области (между 8-й и 9-й дисперсионными ветвями).

Используя разложение по 203 плоским волнам и дополнительное разбие­
ние каждого элемента структуры на 53 частей для определения эффективно­
го тензора диэлектрической проницаемости, мы вычислили зонные диаграммы
для прямого и инвертированного опала. На рисунках 4a и 4c показан пример
вычисленных фотонных зонных диаграмм для случая плотной упаковки сфер
при значении диэлектрической проницаемости материала 𝜀 = 13, соответству­
ющему кремнию в ближнем инфракрасном диапазоне. На рисунке видно, что
на зонной диаграмме прямого опала полная запрещенная зона отсутствует, по
крайней мере, до безразмерной частоты 𝑎/𝜆 = 1. На зонной диаграмме инверти­
рованного опала полная запрещенная зона наблюдается на частоте 𝑎/𝜆 ≈ 0.794.
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Рисунок 4 — Фотонные зонные диаграммы для структур: (a) прямой опал; (b)
прямой яблоновит; (c) инвертированный опал и (d) инвертированный яблоновит.
Расчеты проводились для материалов с диэлектрической проницаемостью 𝜀 = 13

в окружении воздуха 𝜀 = 1. Волновые векторы приведены для области непри­
водимой зоны Бриллюэна, которая включает в себя границу полной фотонной
запрещенной зоны обсуждаемых структур. Области полной фотонной запрещен­
ной зоны отмечены голубой заливкой. Рисунок воспроизводится по статье [49].
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Структура типа «яблоновит»

Как уже отмечалось, первая реализация метода плоских волн, учитываю­
щая векторную природу электромагнитного поля [32], показала, что для ГЦК
решетки с одиночным сферическим рассеивателем первая стоп-зона вырожда­
ется в точке 𝑊 из-за векторной природы электромагнитного поля. В резуль­
тате полная запрещенная фотонная зона не может возникнуть. Эта проблема
может быть решена за счет использования решетки алмаза, у которой рассеива­
тель (в пределах ячейки Вигнера-Зейца) состоит из двух сферических частиц
[32]. Однако существуют технологические сложности в изготовлении образцов
фотонных структур с решеткой алмаза. В работе [50] Яблонович предложил
новую структуру трехмерного фотонного кристалла, названную позднее в его
честь «яблоновитом» [36].

Экспериментальный образец яблоновита, изготовленный для микровол­
нового диапазона длин волн, представлял собой диэлектрическую пластинку,
просверленную в трех направлениях, совпадающих с тремя векторами прими­
тивной ячейки ГЦК решетки (рис. 5а). Так же как и фотонные кристаллы с
решеткой алмаза, яблоновит обладает ГЦК решеткой, хотя форма рассеивате­
ля далека от сферической. Методика изготовления оригинального яблоновита,
т.е. механическое сверление миллиметровых отверстий в диэлектрике, опреде­
ляет область взаимодействия электромагнитных волн с решеткой фотонного
кристалла, а именно микроволновый диапазон спектра. Согласно работе [50],
для показателя преломления 𝑛 = 3.6 (𝜀 = 13), соответствующему кремнию в
видимой и ближней инфракрасной области спектра, полная запрещенная фо­
тонная зона образуется между второй и третьей дисперсионными ветвями и
имеет ширину 20% от ее центральной частоты.

Методом плоских волн были вычислены фотонные зонные диаграммы яб­
лоновита для разных геометрических параметров и значений диэлектрической
проницаемости. Как и в случае опалов мы использовали разложение по 203

плоским волнам с дополнительным разбиением каждого элемента на 53 вспомо­
гательных элементов для вычисления эффективного тензора диэлектрической
проницаемости. Пример зонной диаграммы яблоновита представлен на рисун­
ке 4b для значения диэлектрической проницаемости 𝜀 = 13 и радиуса цилин­
дрических отверстий 𝑟/𝑎 = 0.2345. Из рисунка видно, что полная запрещенная
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зона ограничена состояниями в направлении Γ → 𝐿 (нижняя граница) и состо­
яниями в направлении Γ → 𝑊 (верхняя граница). Полная запрещенная зона
открывается в низкочастотной области спектра между второй и третей диспер­
сионными ветвями при 𝑎/𝜆 ≈ 0.543.

Кроме этого, были исследованы фотонные кристаллы со структурой ин­
вертированного яблоновита, которые были изготовлены методом двухфотон­
ной лазерной полимеризации [51—53]. На рис. 5b,c представлены изображе­
ния структуры инвертированного яблоновита размером 31х25х12 мкм, каркас
которой образован цилиндрами диаметром ≈ 740 нм. Изображения структу­
ры (рис. 5b,c) были получены методом сканирующей электронной микроско­
пии. Цилиндры направлены вдоль векторов примитивной ячейки ГЦК решетки
(x+y)a/2, (x+z)a/2 и (y+z)a/2, где 𝑎 = 2.5 мкм – постоянная кубической ре­
шетки. Такая структура в точности воспроизводит систему отверстий на рис. 5а,
т.е. представляет собой инвертированный яблоновит. Расчетный фактор запол­
нения полученной структуры составляет примерно 23%. Однако зонная диа­
грамма инвертированного яблоновита не демонстрирует появления полной за­
прещенной зоны в пределах безразмерной частоты 𝑎/𝜆 6 1.

Структура типа «поленница»

Рассмотрим структуру, получившую название «поленница» (в англ. лите­
ратуре “woodpile structure”). Фотонные кристаллы этого типа впервые рассмат­
ривались в работе [54], где было показано, что при диэлектрической проницае­
мости 𝜀 > 4.6 поленница обладает полной запрещенной фотонной зоной.

Структуру поленницы, представленную на рис. 6а, удобно описывать в
декартовой системе координат. Поленница характеризуется периодом 𝑎 вдоль
осей 𝑥, 𝑦 и периодом 𝑐 вдоль вертикальной оси 𝑧. Структурный элемент, об­
разующий поленницу, будем называть «бревном» с высотой по оси 𝑧, равной
𝑐/4. Под высотой бревна будем понимать расстояние от нижней до верхней (по
оси 𝑧) точки бревна. Пока мы не будем конкретизировать, что представляет
собой профиль сечения бревна, в общем случае это может быть круг, квадрат,
прямоугольник или другая фигура. В общем случае поленница имеет объемно­
центрированную тетрагональную (ОЦТ) решетку, однако при двух значениях
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Рисунок 5 — Структура яблоновита. (a) Метод изготовления прямого Яблоновита,
предложенный Яблоновичем. Рисунок перепечатан из [50]. (b) Структура инвер­
тированного Яблоновита, полученного методом двухфотонной полимеризации. (с)
Увеличенный фрагмент структуры инвертированного Яблоновита. Изображения
(b,c) получены методом сканирующей электронной микроскопии. Рисунок адап­
тирован из статьи [53].
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Рисунок 6 — (a) Схематическое изображение структуры поленницы с квадрат­
ными бревнами. Кружки обозначают узлы простой тетрагональной решетки, бе­
лые квадраты - центры элементарных ячеек, черные квадраты - центры граней.
Стрелками отмечены симметричные направления структуры. (b) Зона Бриллюэна
ОЦТ решетки. Неприводимая область зоны Бриллюэна для структуры поленни­
цы выделена насыщенным цветом. Двойными кружками выделены особые точки
на поверхности зоны Бриллюэна, определяющие направления в прямой решетке,
приведенные на панели (a). Рисунок воспроизводится по статье [55].
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постоянной 𝑐 симметрия поленницы становится кубической. При 𝑐 = 𝑎 решетка
ОЦТ переходит в объемно-центрированную кубическую (ОЦК), а при 𝑐 =

√
2𝑎

решетка ОЦТ переходит в ГЦК решетку. Отметим, что в ряде работ авторы
рассматривают поленницу, обладающую симметрией ГЦК [36], при этом они
определяют постоянную решетки 𝑎, которая соответствует постоянной 𝑐 в дан­
ном разделе.

Мы будем использовать два набора базисных векторов. Первый набор за­
дает элементарную тетрагональную ячейку, которую удобно использовать при
расчетах дифракционных картин, второй набор задает примитивную ячейку с
минимальным объемом для проведения численных расчетов фотонной зонной
структуры. Итак, для описания дифракционных картин вектора решетки име­
ют вид:

a1,conv = (𝑎,0,0), a2,conv = (0,𝑎,0), a3,conv = (0,0,𝑐), (1.7)

а вектора обратной решетки:

b1,conv =
2𝜋

𝑎
(1,0,0),b2,conv =

2𝜋

𝑎
(0,1,0),b1,conv =

2𝜋

𝑐
(0,0,1). (1.8)

При вычислении фотонной структуры будем рассматривать вектора при­
митивной ОЦТ решетки, которые выражаются следующим образом:

a1 = (−𝑎
2
,
𝑎

2
,
𝑐

2
), a2 = (

𝑎

2
,− 𝑎

2
,
𝑐

2
), a3 = (

𝑎

2
,
𝑎

2
,− 𝑐

2
), (1.9)

при этом вектора обратной решетки имеют вид:

b1 =
2𝜋

𝑎𝑐
(0,𝑐,𝑎) ,b2 =

2𝜋

𝑎𝑐
(𝑐,0,𝑎) ,b3 =

2𝜋

𝑎𝑐
(𝑐,𝑐,0) . (1.10)

В зависимости от соотношения параметров 𝑎 и 𝑐 зона Бриллюэна поленни­
цы принимает две различные формы. При 𝑐 > 𝑎 зона Бриллюэна соответствует
сжатой по оси 𝑧 зоне Бриллюэна ГЦК решетки, а при 𝑐 ≤ 𝑎 зона Бриллюэна
соответствует сжатой зоне Бриллюэна ОЦК решетки.

Далее будем рассматривать только случай 𝑐 > 𝑎. Отметим, что в лите­
ратуре не сложилось общепринятой системы обозначений особых точек на по­
верхности зоны Бриллюэна ОЦТ решетки. Используемая система обозначения
приведена на рис. 6b. Особые точки и их координаты приведены в Таблице 1.
В таблице используется параметр 𝑢 = 𝑐/𝑎, при этом вектора обратной решетки
можно переписать в виде:

b1 =
2𝜋

𝑎𝑢
(0,𝑢,1) ,b2 =

2𝜋

𝑎𝑢
(𝑢,0,1) ,b3 =

2𝜋

𝑎
(1,1,0) . (1.11)
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Теперь решетку поленницы можно описать в декартовой системе коорди­
нат. Структура поленницы строится послойно, четыре слоя составляют период
трансляции вдоль оси 𝑧, которая обладает самой высокой симметрией, являясь
инверсионной осью четвертого порядка. В первом слое брёвна расположены па­
раллельно друг другу с периодом 𝑎 вдоль оси 𝑥, центр первого бревна смещен
в точку (0,0,− 𝑐/8). Во втором слое такие же брёвна с тем же периодом 𝑎 рас­
положены параллельно друг другу вдоль оси 𝑦, при этом одно из бревен будет
содержать точку (0,0,𝑐/8). Следующие два слоя повторяют два нижних, одна­
ко расположены со смещением на половину периода 𝑎/2. Структура поленницы
обладает зеркальной симметрией относительно плоскостей 𝑥𝑜𝑧 и 𝑦𝑜𝑧, а также
осью второго порядка относительно диагональных осей кристалла. Симметрия
ячейки в обозначении символов Шёнфлиса - 𝐷2𝑑, пространственная группа 𝐼4̄𝑚2

(номенклатурный номер 119).
На рисунке 7 показаны изображения структур типа поленницы, изготов­

ленных методом двухфотонной лазерной литографии. Изображения получены
методом сканирующей электронной микроскопии. Кроме того, на рисунке при­
ведены результаты расчетов зонных диаграмм поленницы для разных значений
фактора заполнения. Как и в случаях яблоновита и опала, для расчетов зонных
диаграмм поленницы использовалось разложение по 203 плоским волнам с до­
полнительным разбиением каждого элемента на 53 вспомогательных элементов
для вычисления эффективного тензора диэлектрической проницаемости. Отме­
тим, что зонные диаграммы демонстрирую существенную зависимость ширины
полной запрещенной зоны (которая, как и у яблоновита, открывается между
точками 𝐿 и 𝑊 ) от фактора заполнения.

Отметим, что при изготовлении поленницы субмикронных размеров раз­
ными технологическими методами, в том числе при помощи двухфотонной ла­
зерной литографии, получить в точности прямоугольное сечение бревна, как
закладывается в модель расчетов на рис. 7e-7h, не представляется возможным.
Реальные объекты, создаваемые этим методом, образованы отдельными струк­
турными элементами, которые получили название «воксель». Если речь идет
о создании образцов субмикронных размеров, то эллипсоидальная форма вок­
селя неминуемо отразится на профиле бревна, которое будет иметь выпуклые
стенки и скругленные углы. Для оценки влияния профиля бревна на оптиче­
ские свойства был произведен расчет фотонных зонных диаграмм поленниц,
у которых сечение бревна определялось кривой Ламе |𝑥/𝑎|𝜂 + |𝑦/𝑏|𝜂 = 1. В
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Таблица 1 — Точки симметрии зоны Бриллюэна объемно центрированной
тетрагональной решетки для случая 𝑐 > 𝑎 (координаты особых точек приведены
в базисе (1.10) и в декартовых координатах). Таблица воспроизводится по статье
[55].
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Рисунок 7 — (a–d) Структура типа «поленница» с разным фактором заполнения,
изготовленная методом двухфотонной полимеризации (изображения получены ме­
тодом сканирующей электронной микроскопии), и фотонные зонные диаграммы
(e-h), рассчитанные для материала с диэлектрической проницаемостью 𝜀 = 6

в окружении воздуха. Волновой вектор изменяется по границам неприводимой
области зоны Бриллюэна, включающей края полной запрещенной зоны. Полная
запрещенная зона отмечена голубой штриховкой. Рисунок воспроизводится по
статье [49].
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Рисунок 8 — Низкочастотная область фотонной зонной структуры поленницы
(ГЦК решетка) для бревен с различным сечением. (a) Прямая структура с пря­
моугольными бревнами без скругления, 𝜂 → ∞. (b) прямая структура – бревна
с эллиптическим профилем, 𝜂 = 2. (c) инвертированная структура, воздушные
бревна с эллиптическим профилем, 𝜂 = 2. (d) инвертированная структура, воз­
душные бревна с ромбическим профилем, 𝜂 = 1. На вставках к каждому из рисун­
ков приведены схематические изображения соответствующих структур. Фотонная
запрещенная зона выделена серым цветом. Толщина бревен 𝑤 = 0.28𝑎 (𝑎 – посто­
янная решетки), диэлектрическая проницаемость 𝜀 = 13, окружающая среда -
воздух 𝜀air = 1. Волновые вектора приведены для неприводимой области зоны
Бриллюэна ОЦТ решетки. Рисунок воспроизводится по статье [55].
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случае очень больших значений параметра 𝜂 кривая Ламе представляет собой
прямоугольник, при 𝜂 = 2 – эллипс, а при 𝜂 = 1 – ромб. При возрастании
𝜂 от 2 до бесконечности получаются профили, близкие к прямоугольным, со
скругленными углами (фигура визуально близка к прямоугольнику уже при
𝜂 = 10).

Были проведены расчеты фотонной зонной структуры для прямой и ин­
вертированной поленницы с бревнами из кремния (𝜀 = 13 в инфракрасном
диапазоне) в зависимости от параметра Ламе 𝜂. Рассчитывались дисперсион­
ные зависимости частот собственных состояний для 10 низкочастотных фотон­
ных зон. Задача на собственные числа решалась с учетом 403 плоских волн,
для вычисления эффективного тензора диэлектрической проницаемости при­
митивная ячейка разбивалась на 2003 элементов (с помощью сетки 200 на 200
на 200). Примеры рассчитанных зонных структур при 𝜂 → ∞ (для прямой
структуры), 𝜂 = 2 (для прямой и инвертированной структуры) и 𝜂 = 1 (для
инвертированной структуры) представлены на рис. 8. Результаты вычислений
ширины полной запрещенной зоны поленницы в зависимости от параметра Ла­
ме 𝜂 приведены на рис. 9. Согласно расчетам для поленницы, образованной
прямоугольными бревнами, при 𝜀 = 13 максимальная ширина приведенной
полной запрещенной зоны составляет ∆𝜔/𝜔0 = 0.19 и достигается при тол­
щине бревен 𝑤 = 0.28𝑎. Ширина полной запрещенной зоны прямой поленницы
лишь незначительно уменьшается в диапазоне 2 6 𝜂 <∞, т.е. при переходе от
прямоугольного бревна к эллиптическому (рис. 9). В то же время ширина пол­
ной запрещенной зоны инвертированной поленницы быстро уменьшается при
уменьшении 𝜂.

1.1.3 Полная запрещенная зона

Расчеты зонных диаграмм периодических структур позволяют получать
обширную информацию для анализа их фотонных свойств. В следующих гла­
вах мы будем неоднократно обращаться к анализу зонных диаграмм. Чтобы
продемонстрировать общие закономерности возникновения и трансформации
полной запрещенной зоны, проанализируем её ширину для обсуждавшихся вы­
ше фотонных кристаллов. Зависимости относительной ширины полной фотон­
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Рисунок 9 — (a) Приведенная ширина полной запрещенной зоны ∆𝜔/𝜔0 для пря­
мой (черные квадраты) и инвертированной (белые кружки) поленницы в зависи­
мости от параметра Ламе 𝜂. Ширина бревен 𝑤 = 0.28𝑎 (𝑎 – постоянная решетки),
диэлектрическая проницаемость материала 𝜀 = 13, окружающая среда - воздух
𝜀air = 1. (b - f) Сечение кристалла плоскостью 𝑥𝑜𝑧 для разных профилей бревен
1 6 𝜂 6 5. Белый цвет соответствует бревнам, черный – окружающему простран­
ству. Рисунок воспроизводится по статье [55].
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Рисунок 10 — Изменение относительной ширины полной фотонной запрещенной
зоны ∆𝜔/𝜔0 в зависимости от: (a) радиуса воздушных сфер в инвертированных
опалах; (b) радиуса пустот цилиндрической формы, заполненных воздухом, в яб­
лоновите с 𝑤/𝑎 = 0.23; (c) ширины квадратных бревен в поленнице; (d-f) Рас­
считанная относительная ширина полной фотонной запрещенной зоны ∆𝜔/𝜔0 в
зависимости от диэлектрической проницаемости 𝜀 для инвертированных опалов,
яблоновита и поленницы. Радиус сфер, радиус цилиндров и ширина прямоуголь­
ных бревен измеряются в единицах постоянной ГЦК решетки 𝑎. Рисунок воспро­
изводится по статье [49].
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ной запрещенной зоны ∆𝜔/𝜔0 от структурных и диэлектрических параметров
для инвертированных опала, яблоновита и поленницы представлены на рис. 10.
Отметим, что для поленницы с прямоугольным профилем бревен не существу­
ет однозначного определения прямой и инвертированной структуры, поскольку
инвертирование структуры поленницы приводит к изменению фактора запол­
нения.

Из рисунка 10 видно, что полная запрещенная зона в поленнице в шка­
ле диэлектрической проницаемости появляется при 𝜀 > 4.6, в яблоновите при
𝜀 > 4.8, а в инвертированных опалах при 𝜀 > 8.7. Для всех структур увеличение
диэлектрической проницаемости 𝜀 сопровождается монотонным расширением
области существования полной запрещенной зоны (в исследуемом диапазоне
𝜀). Из данных, представленных на рис. 10 следует, что при каждом диэлек­
трическом контрасте существует оптимальный коэффициент заполнения, кото­
рый максимизирует полную ширину запрещенной зоны. Например, при 𝜀 = 15

(кремний в красной области видимого спектра) структурная конфигурация,
обеспечивающая наибольшую запрещенную зону, возникает, когда воздушные
сферы в инвертированных опалах имеют диаметр примерно 0.36𝑎, цилиндри­
ческие стержни в прямом яблоновите имеют диаметр около 0.23𝑎, а бревна в
структуре ГЦК поленницы ( 𝑐 =

√
2𝑎) имеют ширину 𝑤 ≈ 0.28𝑎. Отметим, что

оптимальное значение 𝑟 = 0.23𝑎 в структуре яблоновита соответствует коэффи­
циенту заполнения 𝑓 = 25% (т.е. 75% объема образца заполняется воздухом).
Такой фактор заполнения близок к случаю инвертированного опала с точеч­
ным касанием сфер, в котором воздушные пустоты занимают ≈ 74% объема
образца.

1.2 Метод обратной дисперсии для расчета комплексных зонных
диаграмм

До сих пор при вычислении фотонных зонных диаграмм мы пренебрегали
зависимостью диэлектрической проницаемости от частоты. В тоже время боль­
шинство материалов с высоким показателем преломления обладают существен­
ной частотной зависимостью диэлектрической проницаемости 𝜀(𝜔), и вычисли­
тельные методы должны учитывать это обстоятельство. Проблема заключается
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в том, что методы, адаптированные из теории твердого тела формулируются в
виде задачи на собственные числа для частоты по аналогии со стационарным
уравнением Шредингера, в котором энергия является собственным числом. При
этом математическая задача на собственные числа и собственные значения фор­
мулируется таким образом, что оператор (который в рассматриваемом случае
является функцией от 𝜀) не зависит от собственного числа. В ряде работ исполь­
зовалась классическая теория дисперсии диэлектрической проницаемости, т.е.
предполагалось что функция 𝜀(𝜔) является лоренцевой функцией с простым
полюсом [56—64]. Эти методы позволяют находить зонную диаграмму, исполь­
зуя следующие основные подходы: (i) удается получить обобщенную задачу на
собственные числа [57] в результате домножения обеих частей уравнения Гельм­
гольца на частоту; (ii) решается задача во временной области с учетом вектора
поляризации среды P [60]; (iii) помимо искомых переменных E и H (электри­
ческое и магнитное поле, соответственно) добавляются переменные, определя­
ющие механическое состояние заряженных частиц [64].

Однако в наиболее интересных на практике видимом и инфракрасном диа­
пазонах особенности диэлектрической проницаемости связаны с межзонными
электронными переходами, а не с локальными резонансными состояниями, что
не позволяет описать диэлектрическую проницаемость лоренцевской функци­
ей. Кроме того, упомянутые выше методы позволяют находить только распро­
страняющиеся волны, характеризующиеся вещественным волновым вектором
k. При этом эти методы не позволяют находить эванесцентные решения, т.е.
решения с комплексным волновым вектором, мнимая часть которого определя­
ется не столько поглощением материалов, сколько самой структурой. Как будет
ясно из дальнейшего изложения, анализ всех дисперсионных ветвей, соответ­
ствующих распространяющимся и эванесцентным волнам, оказывается очень
важным для определения природы возникновения той или иной фотонной стоп­
зоны. Например, возникает возможность ответить на вопрос, является ли некая
запрещенная зона брэгговской стоп-зоной или она связанна с возбуждением ло­
кального резонанса Ми в отдельных структурах элементах. Подробно эта зада­
ча будет рассматриваться в Главе 2.

В качестве альтернативного подхода к вычислению собственных частот
сформулируем обратную задачу. Вместо частоты как функции волнового век­
тора 𝜔(𝑘) будем искать волновые вектора 𝑘(𝜔), рассматривая частоту заданным
параметром. При этом может оказаться, что волновой вектор будет принимать
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комплексные значения. Отметим, что комплексные волновые вектора можно ис­
кать численно, например, решая трансцендентное уравнение ККР (уравнение
Корринги-Кона-Родстокера, которое фигурирует в методе функции Грина [34;
65; 66]) оставаясь «на поверхности» (англ. on-shell approach; термин, позаимство­
ванный из теории рассеяния, обозначает поиск решений на изоэнергетической
поверхности [67]). Также в литературе известен еще один метод, основанный на
разложении по функциям Ванье [68]. Такая постановка задачи (поиск комплекс­
ного волнового вектора) позволяет избежать ограничений семейства прямых
методов 𝜔(𝑘). Первое ограничение состоит в невозможности учета произволь­
ной частотной зависимости диэлектрической проницаемости 𝜀(𝜔). Хотя прямые
методы 𝜔(𝑘) и позволяют исключить частоту из оператора, но это возможно
только для ограниченного класса функций 𝜀(𝜔). Второе ограничение связано с
тем, что прямые методы 𝜔(𝑘) направлены на поиск распространяющихся мод.

Реализация обратного метода 𝑘(𝜔) направлена на исключение волнового
вектора 𝑘 из оператора. В большинстве случаев, имеющих практическое значе­
ние, это можно сделать, поскольку у большинства материалов, используемых
в фотонике, пространственная дисперсия диэлектрической проницаемости 𝜀(𝑘)

пренебрежимо мала, и мы не столкнемся с проблемой извлечения собственного
числа (в данном случае 𝑘) из функции диэлектрической проницаемости, кото­
рая, в свою очередь, входит в оператор. При этом как метод функции Грина [34;
65; 66], так и метод функций Ванье, позволяющие проводить вычисления ком­
плексных волновых векторов, подразумевают применение достаточно сложного
математического аппарата, и их численная реализация является сложной зада­
чей по сравнению с реализацией метода плоских волн. С другой стороны, суще­
ствуют методы, основанные на разложении поля по плоским волнам (так назы­
ваемое строгое разложение связанных волн, англ. rigorous coupled wave analysis),
которые широко используются для вычисления транспортных свойств световой
волны, проходящей через пластину, обладающую периодической структурой. В
этих методах фиксируется тангенциальная компонента волнового вектора и ча­
стота, после чего решается неоднородная задача о возбуждении внешней волной
[69—74], т.е. эти методы не приспособлены к нахождению собственных волновых
векторов.

В данном разделе приводится изложение нашего метода обратной дис­
персии для вычисления комплексных фотонных зонных диаграмм. Уравнения
Максвелла сводятся к линейной задаче на собственные числа для собственного
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значения 𝑘, в то время как частота 𝜔 входит в оператор в качестве веществен­
ного параметра. Данный метод называется методом обратной 𝑘(𝜔) дисперсии,
в противоположность прямым 𝜔(𝑘) методам. Метод обратной дисперсии мож­
но относительно легко реализовать численно как в базисе плоских волн, так
и в прямом пространстве. На первом этапе будем сравнивать зонные диаграм­
мы, вычисленные (i) при помощи пакета программ, разработанного в Масса­
чусетском технологическом институте [39], который реализует прямой метод;
(ii) при помощи метода обратной дисперсии для фиксированных значений ди­
электрической постоянной. После того, как мы убедимся, что оба подхода дают
согласующиеся результаты, проведем вычисления зонных диаграмм для струк­
тур с диэлектрической проницаемостью, обладающей частотной зависимостью,
приведенной в литературных источниках [42; 75—77]

1.2.1 Описание метода обратной дисперсии

Перепишем уравнения Максвелла в виде, удобном для решения задачи
обратной дисперсии. При отсутствии зарядов уравнения Максвелла можно за­
писать для частотных гармоник при exp(−𝑖𝜔𝑡) как

∇× E = 𝑖𝜔𝜇0𝜇(r)H, (1.12a)

∇×H = −𝑖𝜔𝜀0𝜀(r)E. (1.12b)

Здесь E и H вектора электрического и магнитного полей, 𝜀(r) и 𝜇(r) – ди­
электрическая проницаемость и магнитная восприимчивость. Для периодиче­
ской структуры решения можно представить в виде блоховских волн E(r) =

Ek(r)𝑒𝑖kr. Подставляя эти решения в уравнения (1.12), получаем обобщенную
задачу на собственные числа для собственных частот

(∇ + 𝑖k) ×

(︃
E

H

)︃
= 𝑖𝜔

(︃
0 𝜇0𝜇

−𝜀0𝜀 0

)︃(︃
E

H

)︃
. (1.13)

Прямой метод 𝜔(𝑘) состоит в домножении уравнения на обратную матрицу из
правой части и действия оператором из левой части еще раз на это уравнение.
Для записи основного уравнения метода обратной дисперсии 𝑘(𝜔) изолируем
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волновой вектор таким образом, чтобы получить обобщенную задачу на соб­
ственные числа для волнового вектора(︃

𝑖∇× 𝜔𝜇0𝜇

−𝜔𝜀0𝜀 𝑖∇×

)︃(︃
E

H

)︃
= 𝑘

(︃
n× 0

0 n×

)︃(︃
E

H

)︃
, (1.14)

где n – направление волнового вектора (k = 𝑘n).
Как известно, прямая задача во многом аналогична стационарному урав­

нению Шредингера [36]. Если потери отсутствуют, то соответствующий опера­
тор является эрмитовым, и все собственные частоты оказываются веществен­
ными. При этом вещественным спектром могут обладать не только эрмитовые
операторы. За последние 20 лет сформировалось новое направление, связанное с
изучением неэрмитовых операторов, обладающих 𝑃𝑇 -симметрией, т.е. симмет­
рией относительно одновременного преобразования инверсии 𝑃 и обращения
времени 𝑇 [78]. Важным свойством 𝑃𝑇 -симметричных операторов является пе­
реход между вещественным и комплексным спектром, который получил назва­
ние «спонтанное нарушение 𝑃𝑇 -симметрии». Такое нарушение 𝑃𝑇 -симметрии
связано со слиянием двух дисперсионных ветвей в точках ветвления, также
известных в математической теории линейных операторов как исключитель­
ные точки [79]. Если рассмотреть в конечномерном пространстве обобщенную
задачу на собственные числа вида (𝐿̂ + 𝜔𝑉 )𝜓 = 𝑘𝑀̂𝜓, то собственные числа
можно найти из характеристического уравнения, являющегося полиномом от­
носительно переменной 𝜔 или 𝑘. Однако вернемся к уравнению (1.14) и методу
обратной дисперсии. Если при решении прямой 𝜔(𝑘) задачи мы предполагаем,
что волновой вектор является заданным параметром, то теперь будем считать
параметром частоту 𝜔. При распространении света на частотах, соответствую­
щих разрешенным зонам, волновой вектор принимает вещественные значения, в
то время как на частотах, соответствующих запрещенным зонам, волновой век­
тор будет комплексным. Таким образом, можно рассматривать границы запре­
щенных зон, как точки ветвления, и можно проводить определенную аналогию
между зонной теорией и задачей о спонтанным нарушением 𝑃𝑇 -симметрии.

Рассмотрим комплексную зонную диаграмму, которая учитывает как рас­
пространяющиеся, так и затухающие электромагнитные состояния. Во-пер­
вых, опишем результаты, полученные в приближении пустой решетки, т.е. рас­
смотрим однородное пространство, которое формально обладает периодично­
стью структуры. Это позволит ввести обозначение для дисперсионных ветвей.
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Рисунок 11 — Комплексная фотонная зонная диаграмма, вычисленная в прибли­
жении пустой решетки. (a) Повторяющиеся световые конуса. Пересечения конусов
отмечены красными пунктирными линиями. Сечения конусов плоскостью скани­
рования Γ → 𝑋 в структуре с квадратной решеткой показаны черными пунктир­
ными линиями. (b) Комплексная зонная диаграмма для направления Γ → 𝑋 в
квадратной решетке (черные сплошные линии); Проекция мод на вещественную
плоскость (красные штриховые линии) и на мнимую плоскость (синие пунктирные
линии). Рисунок воспроизводится по статье [17].
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Для наглядности рассмотрим двумерное обратное пространство, соответству­
ющее квадратной решетке. В приближении пустой решетки существуют бло­
ховские моды с постоянными значениями E и H, образующие световой конус
𝜔2 = 𝜀𝜇|k|2/𝑐2. Трансляционная симметрия структуры приводит к повторе­
нию светового конуса в каждом узле обратной решетки 𝑔ℎ𝑙 (см. рис. 11a). Для
электромагнитных состояний удобно ввести номенклатуру (ℎ𝑙) по положению
вершины конуса. Отметим, что в местах пересечения конусов при учете диэлек­
трического контраста вырождение снимается из-за перемешивания состояний,
что проявляется как брэгговская дифракция. Для определенности рассмотрим
плоскость, заданную осью частот (вертикальная ось) и вектором Γ → X, т.е
высокосимметричными точками зоны Бриллюэна квадратной решетки. На низ­
ких частотах будут наблюдаться лишь сечения конусов (0𝑙), вершины которых
лежат в данной плоскости (рис. 11b). Соответствующую картину можно полу­
чить аналитически прямыми методами 𝜔(𝑘). Однако, используя метод обратной
дисперсии 𝑘(𝜔), мы находим эванесцентные моды (ℎ𝑙), т.к. даже конусы, лежа­
щие вне плоскости, имеют комплексные решения в данном сечении. Отметим,
что обычно эванесцентные моды не рассматриваются, хотя, например, в случае
запрещенных зон их учет важен для описания транспортных свойств [80]. Да­
лее рассмотрим случай двумерной структуры, однако отметим, что трехмерный
случай, являясь более громоздким, не привносит принципиальных сложностей.

ТЕ-поляризация

При рассмотрении ТЕ поляризации будем учитывать 𝑧-компоненту маг­
нитного блоховского вектора ℎ =

√
𝜇0H𝑧, а также тангенциальную 𝑒 =

√
𝜀0E𝜏

и нормальную 𝑓 =
√
𝜀0E𝑛 компоненты электрического блоховского вектора.

Уравнение (1.14) можно переписать как систему

−𝑖
(︂
𝑛𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝑒(r) −𝑖

(︂
𝑛𝑥

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑛𝑦

𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑓(r) +

+
𝜔

𝑐
𝜇(r)ℎ(r) = −𝑘𝑒(r), (1.15a)

𝑖

(︂
𝑛𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕

𝜕𝑦

)︂
ℎ(r) − 𝜔

𝑐
𝜀(r)𝑒(r) = 𝑘ℎ(r), (1.15b)
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𝑖

(︂
𝑛𝑥

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑛𝑦

𝜕

𝜕𝑥

)︂
ℎ(r) − 𝜔

𝑐
𝜀(r)𝑓(r) = 0. (1.15c)

Отметим, что ℎ, 𝑒 и 𝑓 являются периодическими функциями. Для численного
решения этих уравнений мы должны свести их к системе алгебраических линей­
ных уравнений, что можно сделать различными способами. Например, можно
представить оператор в базисе плоских волн или использовать вариант диф­
ференцирования по схеме с конечными разностями, оставаясь в прямом про­
странстве. Обсудим достоинства и недостатки обоих вариантов. Хотя второй
вариант проще в реализации, он дает результат, только если расстояние между
соседними узлами сетки разбиения намного меньше дины волны. Т.е. этот ва­
риант является исключительно численным методом. Напротив, базис плоских
волн позволяет вычислять моды уже в двухволновом приближении, если мо­
дуляция диэлектрической проницаемости не очень велика. С другой стороны,
если в структуре присутствуют металлические компоненты, то базис плоских
волн сходится достаточно плохо [70; 71], поскольку нулевое приближение (при­
ближение свободных фотонов) является очень плохим, так как свободный фо­
тон «чувствует» усредненную диэлектрическую проницаемость, которая в низ­
кочастотной области спектра окажется отрицательной. Т.е. в низкочастотной
области спектра распространение свободных фотонов запрещено, что не соот­
ветствует правильному решению. Таким образом, для расчета структур с метал­
лическими компонентами необходимо учитывать очень большое число плоских
волн и лучшую сходимость продемонстрирует метод, основанный на конечных
разностях. При расчетах диэлектрических структур с большим контрастом по­
казателя преломления также следует обратить особое внимание на проблемы
сходимости [81] и учитывать достаточное число плоских волн в разложении.
Для определения необходимого числа плоских волн мы провели исследования
сходимости обычного метода 𝜔(𝑘) плоских волн, который решает фактически
такую же задачу, и определили, что 625 (25 на 25) плоских волн оказывается
достаточным для получения достоверных результатов.

Поскольку функции ℎ, 𝑒 и 𝑓 пропорциональны блоховским амплитудам,
их можно представить в виде рядов Фурье. Разложим ℎ, 𝑒 и 𝑓 в правой части
уравнений (1.15), после чего вычислим коэффициенты Фурье от правой и левой
частей (1.15). В итоге можно записать эти уравнения в матричном виде

De + Lf +
𝜔

𝑐
Mh = −𝑘e, (1.16)
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−Dh− 𝜔

𝑐
Ee = 𝑘h, (1.17)

− Lh− 𝜔

𝑐
Ef = 0. (1.18)

Здесь D и L – диагональные матрицы с элементами 𝐷g,g = 𝑛𝑥𝑔𝑥 + 𝑛𝑦𝑔𝑦, 𝐿g,g =

𝑛𝑥𝑔𝑦 − 𝑛𝑦𝑔𝑥, а E и M – теплицевы матрицы с элементами 𝐸g,g′ = 𝜀g−g′, и
𝑀g,g′ = 𝜇g−g′, равными коэффициентам Фурье для 𝜀(r) и 𝜇(r), соответственно.
Избавляясь от компоненты f , находим окончательную задачу на собственные
числа

−

(︃
D

(︁
𝜔
𝑐M−

(︀
𝜔
𝑐

)︀−1
LE−1L

)︁
𝜔
𝑐E D

)︃(︃
e

h

)︃
= 𝑘

(︃
e

h

)︃
. (1.19)

TM-поляризация

Аналогичным образом можно написать задачу на собственные числа для
матриц, описывающих электромагнитное поле в ТМ-поляризации

−

(︃
D

(︁
−𝜔

𝑐E +
(︀
𝜔
𝑐

)︀−1
LM−1L

)︁
−𝜔

𝑐M D

)︃(︃
h

e

)︃
= 𝑘

(︃
h

e

)︃
. (1.20)

Здесь h и e задают тангенциальную компоненту магнитного поля и
𝑧-компоненту электрического поля. Матрицы E, M, D и L определены вы­
ше для случая ТЕ-поляризации. В большинстве задач материалы не обладают
магнитным откликом, поэтому матрица M равна единичной матрице. Тогда
уравнение (1.20) в определенном смысле проще уравнения (1.19), поскольку в
ТМ-поляризации отсутствует обратная матрица E.

1.2.2 Комплексные зонные диаграммы

В качестве примера использования метода обратной дисперсии рассмот­
рим три структуры с разными значениями диэлектрической проницаемости.
Рассмотрим систему цилиндров, расположенных в узлах квадратной решетки.
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Пространство между цилиндрами заполнено воздухом. Ось цилиндров парал­
лельна направлению 𝑧, радиус 𝑟 = 0.3𝑎, где 𝑎 - постоянная решетки. Проведем
вычисления для трех разных частотных зависимостей диэлектрической прони­
цаемости 𝜀(𝜔), соответствующих литературным данным по материалам a-C:H,
Si, и Ge2Sb2Te5. Чтобы проиллюстрировать метод обратной дисперсии рассмот­
рим структуру, образованную тремя различными материалами (a-C:H, Si, и
Ge2Sb2Te5).

Постоянная диэлектрическая проницаемость

Известно, что периодические диэлектрические фотонные структуры мо­
гут быть отнесены как к классу фотонных кристаллов с фундаментальной брэг­
говской стоп-зоной, так и к классу метаматериалов с фундаментальной запре­
щенной зоной Ми (подробнее этот вопрос обсуждается далее в Главе 2). Напом­
ним, что фундаментальной принято называть запрещенную зону, образованную
разрывом в энергетическом спектре между первой и второй фотонными ветвя­
ми [36]. В данном разделе мы рассматриваем двумерную квадратную решетку,
образованную параллельными диэлектрическими цилиндрами, ось которых на­
правлена вдоль 𝑧. Диэлектрическая проницаемость цилиндров 𝜀, цилиндры на­
ходятся в воздушном пространстве, постоянная квадратной решетки 𝑎, радиус
цилиндров 𝑟 = 0.3𝑎.

Для проверки результатов расчетов, выполненных методом обратной дис­
персии, были проведены вычисления фотонных зонных диаграмм обычным
𝜔(𝑘) методом в реализации [39], используя постоянные значения диэлектриче­
ской проницаемости 𝜀0a−C:H = 4, 𝜀0Si = 16 и 𝜀0GeSbTe = 30. После этого были по­
строены фотонные зонные диаграммы методом обратной дисперсии (рис. 12).
Отметим, что дисперсионные ветви, соответствующие распространяющимся со­
стояниям (с вещественным волновым вектором), полученные двумя методами
[прямым 𝜔(𝑘) и обратным 𝑘(𝜔)] полностью совпали. При этом методом обрат­
ной дисперсии были вычислены также эванесцентные состояния. Обсудим сна­
чала результаты для TE-поляризации.

Модуляция диэлектрической проницаемости в периодической структуре
𝜀(r) приводит к возмущению собственных состояний, вычисленных в прибли­
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Рисунок 12 — Комплексные фотонные зонные диаграммы для материалов с ве­
щественными диэлектрическими постоянными (a), (d) 𝜀 = 4, (b), (e) 𝜀 = 16 и
(c), (f) 𝜀 = 30 для (a) - (c) TE и (d) - (f) TM-поляризации. Ветви для комплекс­
ных значений волновых векторов показаны черными сплошными кривыми, проек­
ция на вещественную плоскость показана пунктирными кривыми (вещественные
волновые векторы – тонкие коричневые штрих-пунктирные кривые, комплексные
волновые векторы – толстые красные пунктирные кривые). Проекция волновых
векторов на мнимую плоскость представлена синими пунктирными кривыми. Точ­
ки ветвления отмечены зелеными кружками. Рисунок воспроизводится по статье
[17].
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жении пустой решетки. При небольшой модуляции можно сопоставить «воз­
мущенные» ветви с «невозмущенными» ветвями (00) и (01̄). Взаимодействие
этих двух ветвей приводит к появлению пары точек ветвления на границах за­
прещенной зоны (точки ветвления отмечены зелеными кружками на рис. 12a).
Рассмотрим поведение дисперсионных ветвей (00) и (01̄) при увеличении ча­
стоты. На низких частотах волновой вектор является вещественной величиной.
Далее в интервале частот 0.38 < 𝑎/𝜆 < 0.44, определяемом парой точек ветв­
ления, волновой вектор становится комплексным: вещественная часть остается
постоянной на всем интервале, а мнимая часть увеличивается по мере прибли­
жения к центру интервала так, что максимальное значение ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) близко
к 0.1. В результате ветви образуют узкую брэгговскую особенность, вытянутую
вдоль оси частот. Эта особенность соответствует брэгговской стоп-зоне. При
увеличении модуляции диэлектрической проницаемости, из-за сильного меж­
зонного взаимодействия, состояния в высокочастотной области спектра больше
не могут быть привязаны к определенным (ℎ𝑙) состояниям приближения пустой
решетки. В случае 𝜀 = 16, на комплексной диаграмме (рис. 12b) можно выде­
лить три брэгговских особенности: одну с центром [𝑎/𝜆 ≈ 0.3, Im(2𝜋𝑘/𝑎) = 0]
и пару брэгговских особенностей [𝑎/𝜆 ≈ 0.4, Im(2𝜋𝑘/𝑎) = ±0.5], которые не
пересекают вещественную плоскость Im(2𝜋𝑘/𝑎) = 0. При сильной модуляции
диэлектрической проницаемости 𝜀 = 30 (см. рис. 12c), помимо брэгговской осо­
бенности с центром [𝑎/𝜆 ≈ 0.45, Im(2𝜋𝑘/𝑎) = 0], наблюдаются две широкие осо­
бенности сложной формы, которые, как будет показано в дальнейшем, связаны
с запрещенными зонами Ми. Первая особенность Ми в спектральной области
0.22 < 𝑎/𝜆 < 0.34 имеет ширину ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 1.6, а вторая особенность Ми
располагается в области 0.37 < 𝑎/𝜆 < 0.49 при ширине ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 1.8. От­
метим, что все наблюдаемые на рис. 12a–12c брэгговские особенности и особен­
ности Ми возникают на границе зоны Бриллюэна (в точке 𝑋). Важно отметить
следующее: компоненты волнового вектора, соответствующие дисперсионным
ветвям, изменяются по отдельности: меняется либо только вещественная часть,
либо только мнимая часть, а точка ветвления переключает эти два режима.
Кроме того, брэгговские особенности оставляют ветви связанными, а особенно­
сти Ми разрывают связанность ветвей.

Рассмотрим теперь комплексные зонные диаграммы для случая TM-поля­
ризации. Пока модуляция диэлектрической проницаемости мала (рис. 12d),
зонная диаграмма похожа на случай TE-поляризации (рис. 12a). В диаграм­
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ме присутствует брэгговская особенность с параметрами 0.31 < 𝑎/𝜆 < 0.42 и
∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 0.15, что немного больше значений для случая TE-поляризации.
При больших значениях диэлектрической проницаемости 𝜀 = 16, зонная диа­
грамма в TM-поляризации существенно отличается от случая ТЕ-поляризации.
Как видно из рис. 12e, брэгговская особенность смещается в низкочастотную
область 0.17 < 𝑎/𝜆 < 0.28, и ее ширина увеличивается до ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 0.14,
при этом появляется особенность Ми с параметрами 0.35 < 𝑎/𝜆 < 0.5 и
∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 1.0. При дальнейшем увеличении диэлектрической проницаемо­
сти 𝜀 до 30 брэгговская особенность смещается еще ниже до 0.12 < 𝑎/𝜆 < 0.20

при ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 0.3 и не исчезает, как в случае ТЕ-поляризации, оставаясь
фундаментальной модой. Кроме этого, на рис. 12f появляется еще одна брэггов­
ская особенность (0.40 < 𝑎/𝜆 < 0.49, ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 0.5) и пара незначительно
перекрывающихся особенностей Ми (0.26 < 𝑎/𝜆 < 0.37, ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 1.07),
(0.36 < 𝑎/𝜆 < 0.53, ∆Im(2𝜋𝑘/𝑎) ≈ 1.08). Также как и в случае ТЕ-поляриза­
ции, брэгговские особенности оставляют ветви связанными, а особенности Ми
разрывают связанность ветвей.

Частотно зависимые значения диэлектрической проницаемости

Используя метод обратной дисперсии, можно построить фотонные зонные
диаграммы для трех исследуемых систем, используя экспериментально-изме­
ренные значения диэлектрической проницаемости реальных материалов, кото­
рые приведены в литературе [42; 75—77]. Соответствующие зависимости пред­
ставлены на рис. 13. Поскольку уравнения Максвелла нельзя масштабировать
при частотной зависимости диэлектрической проницаемости, нам необходимо
конкретизировать и геометрические размеры, и материалы фотонной струк­
туры. Выберем геометрические размеры таким образом, чтобы особенности в
зонных диаграммах попадали в интересующий нас спектральный диапазон:

(i) для a-C:H постоянная решетки 𝑎 = 400 нм, диэлектрическая проница­
емость для аморфной фазы используется по данным [76];

(ii) для кремния постоянная решетки 𝑎 = 200 нм, диэлектрическая прони­
цаемость для кристаллической фазы используется по данным [42; 75];
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Рисунок 13 — Диэлектрические проницаемости (a) a-C:H [76], (b) Si [42; 75] и
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шетки (a) 𝑎 = 400 нм, (b) 𝑎 = 200 нм и (c) 𝑎 = 900 нм. Вещественные части
диэлектрической проницаемости показаны сплошными кривыми, а мнимые части
– пунктирными. Рисунок воспроизводится по статье [17].
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Рисунок 14 — Комплексные фотонные зонные диаграммы для материалов с ча­
стотно зависимой диэлектрической проницаемостью, приведенной в литературе
(a,d) a-C:H [76], (b,e) Si [42; 75], (c,f) Ge2Sb2Te5 [77] для (a) - (c) TE и (d) - (f)
TM-поляризации. Ветви для комплексных значений волновых векторов показаны
черными сплошными кривыми, проекция на вещественную плоскость показана
красными пунктирными кривыми. Проекция волновых векторов на мнимую плос­
кость представлена синими пунктирными кривыми. Рисунок воспроизводится по
статье [17].
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(iii) для структуры из композита Ge-Sb-Te постоянная решетки 𝑎 = 900

нм, диэлектрическая проницаемость для кристаллической фазы используется
по данным [77].

Комплексные зонные диаграммы таких фотонных структур представлены
на рис. 14, который будем сравнивать с рис. 12. Видно, что появление мнимой
части диэлектрической проницаемости снимает вырождение состояний в точ­
ках ветвления, которые были отмечены зелеными кружками на рис. 12. Для
описания различий удобно ввести плотность фотонных состояний на интервал
действительной части волнового вектора 𝜌(𝑘′). В случае вещественной диэлек­
трической функции оба типа особенностей лежат на поверхности зоны Брил­
люэна [Re(k) = X], при этом плотность состояний 𝜌(𝑘′), является 𝛿-функцией
в точке 𝑋. По мере роста мнимой части диэлектрической функции 𝛿-функция
размывается в некоторую функцию с шириной отличной от нуля. При этом
исключительные точки вырождения ветвей пропадают.

Кроме того, существует отличие в поведении мод в особенностях двух ти­
пов, когда соответствующая зона становится фундаментальной. Отметим, что
на рис. 12 и 14 мы наблюдали фундаментальную зону с особенностью Ми толь­
ко в TE-поляризации. На рисунке 15 показаны запрещенные зоны, связанные
с брэгговскими особенностями и особенностями Ми в большом масштабе. Груп­
повая скорость 𝑉 = (𝑑Re(𝑘)/𝑑𝜔)−1 не меняет свой знак при прохождении ветви
через брэгговскую особенность, а при прохождении по особенности Ми груп­
повая скорость обращается в нуль и меняет направление на противоположное.
В тоже время, в случае вещественной диэлектрической функции существует
интервал нулевой групповой скорости, поэтому чтобы отличить тип фундамен­
тальной запрещенной зоны по такому качественном признаку диэлектрическая
функция должна обладать хотя бы небольшой мнимой частью.

Анализ комплексных зонных диаграмм

Итак, метод обратной дисперсии позволяет выполнить точный расчет фо­
тонной зонной диаграммы для периодических структур, состоящих из материа­
лов с произвольным диэлектрическим откликом, тогда как широко распростра­
ненные прямые методы не позволяют полностью описать фотонные состояния,
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Рисунок 15 — Сравнение брэгговской стоп-зоны (структура с цилиндрами из
a-C:H) и запрещенной зоны Ми (структура с цилиндрами из Ge2Sb2Te5) в TE-поля­
ризации. Зонные диаграммы представлены для (a) вещественной и (b) мнимой
частей волнового вектора для фотонного кристалла, а также для (c) веществен­
ной и (d) мнимой частей волнового вектора для диэлектрического метаматериала.
Зеленые стрелки демонстрируют поведение ветвей на границе зоны Бриллюэна,
отмеченной серыми пунктирными линиями. Рисунок воспроизводится по статье
[17].
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например, соответствующие эванесцентным волнам. Используя метод обратной
дисперсии, мы совершаем важный шаг вперед в понимании и описании процес­
сов распространения электромагнитных волн в периодических средах, включая
фотонные кристаллы и метаматериалы. Фотонная зонная диаграмма, вычислен­
ная прямым методом 𝜔(𝑘), «скрывает» точки ветвления на границах запрещен­
ных зон, где наблюдаются особенности в плотности состояний. В то же время,
математическая теория линейных операторов предсказывает появление сингу­
лярных свойств собственных мод вблизи точки ветвления [79].

В проекции зонной диаграммы на мнимую плоскость (т.е., на плоскость,
определяемую мнимой частью волнового вектора и частотой) особенность, ко­
торую мы в предыдущем разделе формально называли «брэгговской», можно
связать с реальным брэгговским резонансом, поскольку эта особенность наблю­
дается даже при очень малом диэлектрическом контрасте, и появляется на пе­
ресечении двух световых конусов (рис. 15b). Ниже, в Главе 2 будет показано,
что особенности, названные «особенностями Ми» связаны с резонансами Ми
на цилиндрах. Комплексная зонная диаграмма на рис. 15c демонстрирует, что
особенность Ми простирается от 𝑎/𝜆 = 0.22 до 0.35, что намного шире, чем
запрещенная зона Ми в интервале 0.22 6 𝑎/𝜆 6 0.26 (тонкие штрих-пунк­
тирные кривые на вещественной проекции). Анализ спектров рассеяния Ми на
частицах с высоким показателем преломления [82; 83] показывает, что нижняя
особенность Ми на рис. 12c связана с модой Ми TE01, в то время как вторая
особенность (с большими частотами) связана с модой TE11.

Обратимся теперь к уравнениям (1.19) и (1.20). Заметим, что это урав­
нения с неэрмитовыми операторами, у которых длина волнового вектора яв­
ляется собственным значением. Поэтому можно рассматривать эти операторы
как оператор волнового вектора для периодических сред. Имея ввиду резуль­
таты, полученные из теории неэрмитовых 𝑃𝑇 -симметричных гамильтонианов
[78], можно предположить, что оператор волнового вектора обладает некоторой
симметрией. Симметрия 𝑇 связана с симметрией обращения времени, тогда как
четность 𝑃 следует применять к полям, представленным в 𝑘-пространстве. В
самом деле, представление функций в прямом пространстве ничем не лучше,
чем их представление в 𝑘-пространстве. Важным следствием описания опера­
торов (1.19) и (1.20) как операторов с 𝑃𝑇 -симметрией является то, что не сле­
дует рассматривать работу с этими операторами всего лишь как математиче­
ский трюк, считая их лишенными физического смысла, поскольку они нару­
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шают квантовомеханическую аксиому эрмитовости для операторов. Наоборот,
эти операторы следует рассматривать как физические величины, связанные с
импульсом возбуждения, распространяющегося в периодической среде. В точ­
ке ветвления симметрия спонтанно нарушается, что делает такое возбуждение
запрещенным.

Кроме того, используя результаты метода обратной дисперсии, можно раз­
делить запрещенные зоны Брэгга и Ми, добавляя небольшие потери в структу­
ру. Ветви, образующие брэгговские стоп-зоны, не меняют свое направление,
тогда как ветви, формирующие запрещенные зоны Ми, демонстрируют растал­
кивание. Используя этот критерий, можно однозначно определить тип резонан­
са, отвечающего за формирование запрещенной зоны. Мы будем использовать
этот критерий далее в Главе 2.

1.3 Выводы по главе

В настоящей Главе были описаны методы построения фотонных зонных
диаграмм периодических структур. Приведенные результаты были получены
при помощи оригинального программного обеспечения, реализующего метод
разложения по плоским волнам. Были построены фотонные зонные диаграм­
мы для структур, обладающих ГЦК решеткой: опал, яблоновит, поленница. В
результате обработки зонных диаграмм в зависимости от геометрических пара­
метров, а также от диэлектрического контраста были найдены условия появле­
ния полной запрещенной зоны и определена ее относительная ширина.

В последнем разделе описан метод «обратной дисперсии» 𝑘(𝜔), который
позволяет строить комплексные зонные диаграммы, содержащие информацию
как о распространяющихся модах, которые можно найти обычными прямыми
методами 𝜔(𝑘), так и о эванесцентных волнах в периодических структурах.
Комплексная зонная диаграмма непоглощающих структур демонстрирует на­
личие так называемых исключительных точек (точек ветвления), в которых
происходит спонтанное нарушение 𝑃𝑇 -симметрии состояний. Такой подход поз­
воляет рассматривать уравнения на длину волнового вектора 𝑘, как уравнения,
определяющие оператор волнового вектора. Кроме этого, комплексные зонные
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диаграммы позволяют установить природу запрещенных зон, наблюдаемых в
энергетическом спектре фотонных структур.
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Глава 2. Фазовый переход и фазовая диаграмма “фотонный кристалл
– диэлектрический метаматериал”

В конце 1980-х годов Яблонович и Джон ввели в рассмотрение новый класс
структур – фотонные кристаллы – периодические среды, в которых диэлектри­
ческая проницаемость изменяется в пространстве с периодом порядка длины
электромагнитной волны [1; 2]. Соответственно, при изучении фотонных кри­
сталлов основное внимание уделяется эффектам взаимодействия периодической
структуры с электромагнитными волнами. Было продемонстрировано, что для
описания эффектов взаимодействия периодической структуры с электромагнит­
ными волнами можно использовать теоретические концепции и математический
аппарат, разработанные для описания распространения электронов и фононов
в твердом теле [23].

Еще одним новым классом физических объектов являются метаматериа­
лы, которые в литературе имеют целый ряд определений, иногда существенно
отличающихся друг от друга. Мы будем исходить из широко распространенного
определения, согласно которому метаматериалы – это искусственные структу­
ры, созданные из рукотворных атомов, взаимодействующих с электромагнит­
ной волной изначально заданным образом. Соответственно, основной чертой
метаматериалов является возможность получения физических свойств, которы­
ми не обладают природные объекты, образованные обычными атомами. Важной
особенностью метаматериалов является возможность их описания при помощи
материальных параметров: эффективных диэлектрической проницаемости и
магнитной восприимчивости. При этом большой интерес представляет созда­
ние структур с магнитной восприимчивостью, существенно отличающейся от
единицы, т.е. от величины магнитной восприимчивости обычных материалов
на оптических частотах.

Исторически сложилось, что метаматериалы и фотонные кристаллы про­
должительное время изучали по отдельности, что, в частности отразилось
на тематике международных конференций – существовали конференции, те­
матика которых связана, в первую очередь, с фотонными кристаллами (на­
пример, конференции серии PECS - International Symposium on Photonic and
Electromagnetic Crystal Structures) и конференции, тематика которых связа­
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на, в первую очередь, с метаматериалами (например, конференции серии
METANANO - International Conference on Metamaterials and Nanophotonics).

Однако целый ряд представителей этих двух классов рукотворных струк­
тур имеют много общего, это касается и структуры, и электромагнитных
свойств, и областей практического использования. Еще в 2002 г. О’Брайен и
Пендри теоретически показали, что метаматериалы с эффективной отрицатель­
ной магнитной восприимчивостью могут быть созданы на основе периодиче­
ской структуры, образованной элементами с положительной диэлектрической
проницаемостью [8]. Было установлено, что квадратная решетка цилиндров с
высоким значением диэлектрической проницаемости (𝜀 = 200) обладает отри­
цательной эффективной магнитной восприимчивостью 𝜇 < 0 в спектральной
области, соответствующей резонансу Ми. В тоже время аналогичная структура
цилиндров с малыми значениями диэлектрической проницаемости (𝜀 < 4) явля­
ется классическим фотонным кристаллом [36]. Таким образом, при изменении
величины диэлектрической проницаемости в такой фотонной структуре появ­
ляется отрицательная магнитная восприимчивость. Как известно, появление
новых физических свойств у материалов, в том числе особенности в воспри­
имчивостях, наблюдаемое при изменении каких-либо параметров, может быть
связано с фазовыми переходами [84]. Если с этих позиций интерпретировать
результат работы [8], то возникает фундаментальный вопрос о том, к какому
типу фазовых переходов можно отнести переход «фотонный кристалл – метама­
териал». Для ответа на этот вопрос необходимо рассмотреть историю изучения
и классификацию фазовых переходов.

2.1 Фазовые переходы: классификация

Когда говорят про фазовые переходы, то в первую очередь вспоминают о
термодинамических фазовых переходах и об их делении на переходы первого
или второго рода, т.е. тематику, которая активно развивалась в средине прошло­
го столетия. Однако за последние годы понятие фазового перехода претерпело
серьезные изменения.

Кратко напомним историю изучения фазовых переходов. Начало система­
тического подхода к изучению фазовых переходов можно отнести, по крайней
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мере, к 1822 году, когда Каньяр де Ла-Тур исследовал состояния смеси спир­
та, эфира, бензина и воды в зависимости от температуры, давления и объема.
Спустя полвека существенный вклад в теорию фазовых переходов вносят ра­
боты Гиббса. В серии работ, вышедших в свет в 1870-х годах, он предложил
использовать графические диаграммы для представления термодинамических
состояний веществ [85], а также ввел понятие фазы, чтобы различать однород­
ные части одного и того же вещества, между которыми существует граница
раздела, от однородных частей веществ с разным химическим составом [86].

В начале XX века проводились работы по исследованию переходов в фер­
ромагнетиках, связанных с макроскопической намагниченностью. В частности,
в двадцатых годах Ленцом и Изингом была предложена модель для описания
намагниченности [87]. Решение одномерной задачи не выявило фазовых пере­
ходов, вследствие чего Изинг сделал ошибочное обобщение этого результата на
двумерный и трехмерный случай. В 1932 году Кеезом обнаружил необычный
переход в жидком гелии, который не приводил к появлению видимой границы
между однородными фазами. При этом график зависимости теплоемкости от
температуры напоминает греческую букву 𝜆 [88].

В результате этих работ актуальным стал вопрос о классификации фа­
зовых переходов. В 1933 году Эренфест предложил классификацию фазовых
переходов, основанную на анализе непрерывности производных термодинами­
ческих потенциалов [89]. В классификации Эренфеста фазовые переходы перво­
го рода связаны со скачком первых производных, а фазовые переходы второго
рода связаны со скачком в величинах, выражающихся через вторые производ­
ные. Новый фазовый переход в жидком гелии был отнесен к фазовому переходу
второго рода. Классификация Эренфеста вызвала большой интерес в научном
сообществе. Так, явления сверхпроводимости и сверхтекучести были связаны с
фазовыми переходами второго рода.

Примерно в это же время Блох вводит новое понятие «параметр порядка»
[90]. В 1937 году появляется альтернатива теории Эренфеста. Ландау разраба­
тывает феноменологическую теорию фазовых переходов, разлагая потенциал
Гиббса в степенной ряд по параметру порядка [91; 92]. Отметим, что при таких
фазовых переходах мы не можем определять фазу вещества, как два разных
термодинамически устойчивых состояния, между которыми возникает грани­
ца раздела. Фазовый переход возникает при отклонении параметра порядка от
нуля. Однако теория Ландау оставалась мало известной западным ученым до
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перевода в 1970-х фундаментального курса теоретической физики Ландау и
Лившица на английский язык.

В 1936 году (уже после смерти Эренфеста) детальные эксперименты Кее­
зома [93] показали, что наиболее известный пример фазовых переходов нового
типа в жидком гелии не соответствует определению фазовых переходов второ­
го рода по классификации Эренфеста. Однако фазовые переходы второго рода
по определению Эренфеста продолжали рассматриваться как реальные фазо­
вые переходы. Так продолжалось до 1944 года, когда Онзагер сумел решить
задачу о двумерной модели Изинга [94], тем самым совершив прорыв в теорети­
ческом понимании фазовых переходов. Оказалось, что двумерная модель позво­
ляет описать фазовый переход, однако производная свободной энергии уходит в
бесконечность, вместо разрыва, который предполагала модель Эренфеста. Это
привело к расширению классификации Эренфеста учитывает расходимость. В
достаточно завершенном виде классификация фазовых переходов, основанная
на доработанной схеме Эренфеста, была сформирована к концу 1950-х годов
[95].

Однако изучение фазовых переходов активно продолжалось. В 1960 году
И.М. Лифшиц теоретически изучал фазовый переход нового типа, связанный
с изменением топологии поверхности Ферми при изменении давления [96]. При
таком переходе возникают аномалии плотности электронных состояний, что
приводит к появлению особенностей термодинамических и кинетических вели­
чин в металлах, которые могут наблюдаться при низких температурах и высо­
ких давлениях. Так, открытая поверхность Ферми может перейти в закрытую
путем разрыва перемычек, связывающих поверхность Ферми в разных зонах
Бриллюэна. При температуре 𝑇 = 0 изменение структуры электронного спек­
тра сопровождается изменением связанности поверхности Ферми и описывается
как фазовый переход рода «два с половиной» по классификации Эренфеста [97].

Другим примером фазовых переходов, не попадающих под разделение на
первый и второй род, являются размытые фазовые переходы в сегнетоэлектри­
ках [98]. С конца 1950-х годов при исследовании свойств поликристаллических
образцов твердых растворов Ba(Ti, Sn)O3 отмечалось сильное размытие макси­
мумов диэлектрической проницаемости в области фазовых переходов. Позднее
размытые фазовые переходы были обнаружены в других материалах, в том чис­
ле у ряда сложных перовскитов. Размытые фазовые переходы возникают из-за
наличия разного сорта ионов в одинаковом кристаллическом окружении. В ре­
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зультате возникают замороженные флуктуации состава, которые и приводят к
размытию сегнетоэлектрического фазового перехода, а также к релаксационно­
му характеру диэлектрической поляризации.

Важным этапом в развитии фазовых переходов стало появление кванто­
вых фазовых переходов [99], которые могут существовать даже при нулевой
температуре. В таких фазовых переходах квантовая флуктуация играет роль
аналогичную той, которая отведена термической флуктуации в обычных термо­
динамических фазовых переходах. Кроме этого, отметим появление топологи­
ческих фазовых переходов [100; 101], исследование которых было отмечено Но­
белевской премией по физике в 2016 году. Этот переход (переход Березинского­
Костерлица-Таулеса) связан с переходом из состояния связанных пар вихрь­
антивихрь в состояние с несвязанными вихрями-антивихрями при некоторой
температуре.

Таким образом, весьма разнообразные эффекты, происходящие в матери­
алах при изменении некоторого параметра, связывают с фазовыми переходами.
Более того, в литературе сообщается об обнаружении фазовых переходов новых
типов.

2.2 Фотонные фазовые переходы: постановка задачи

Следуя теории Ландау, можно провести разделение на фазовые перехо­
ды первого рода, связанные со сменой агрегатного состояния. При таких фазо­
вых переходах скачкообразные изменения происходят в расположении и взаи­
модействии атомов вещества. Остальные фазовые переходы относятся к непре­
рывным фазовым переходам. Они во многом связаны с изменениями в свой­
ствах электронной подсистемы, что позволяет наблюдать особенности в темпе­
ратурных зависимостях теплоемкости, изменение восприимчивостей и так да­
лее. Важно отметить, что изменение внешних параметров (температуры, давле­
ния и пр.) приводят к непрерывной трансформации взаимного расположения
атомов, что в свою очередь приводит к перестройке электронной подсистемы,
которая может быть описана при помощи электронных зонных диаграмм.

При создании фотонных кристаллов и метаматериалов используются ис­
кусственные атомы, которые размещаются в пространстве согласно выбранной
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архитектуре образца. Соответственно, в таких рукотворных структурах име­
ется возможность «вручную» менять расстояния между «атомами», а также
симметрию кристалла. Такая трансформация искусственных структур может
приводить к тем же эффектам, которые возникают при температурных или
барических изменениях межатомных расстояний, приводящим к фазовым пере­
ходам в обычных материалах. Отметим также, что вместо электронной подси­
стемы, которую во многих случаях изучают при фазовых переходах в обычных
материалах, в фотонных структурах мы рассматриваем фотонную подсистему.
Фотоны являются бозонами, и на них не распространяется запрет Паули зани­
мать одно и то же состояние разными частицами. Таким образом, в фотонных
структурах не существует такого понятия как энергия Ферми, хотя перестрое­
ние фотонной зонной структуры должно оказывать существенное влияние на
восприимчивости.

Перед обсуждением фазовых переходов между фотонными кристаллами
и метаматериалами приведем краткий анализ интересующих нас физических
свойств этих материалов. Начнем с фотонных кристаллов. Напомним, что в
периодической структуре собственные состояния электромагнитного поля мо­
гут быть найдены при помощи теоремы Блоха [23], которая задает их в виде
exp(𝑖kr) ·𝑋(r), где 𝑋(r) – периодическая функция, обладающая трансляцион­
ной симметрией кристаллической решетки, а k – квазиволновой вектор. Важ­
но отметить, что домножение функции 𝑋(r) на экспоненту exp(𝑖gr), где g –
некоторый вектор обратной решетки, не меняет трансляционную симметрию.
Поэтому в периодической структуре квазиволновой вектор определен с точно­
стью до произвольного вектора обратной решетки g. В случае небольшого ди­
электрического контраста в фотонном кристалле отклонение диэлектрической
проницаемости от среднего значения можно рассматривать как малое возмуще­
ние.

Как известно, фотонная зонная диаграмма для невозмущенной задачи
представляет собой световой конус 𝜔2 = 𝑐2 ·|k|2 ·𝜀−1, однако неоднозначность вы­
бора волнового вектора в периодической структуре приводит тому, что появля­
ется множество световых конусов с вершинами в узлах обратной решетки (рис.
11a). До тех пор, пока диэлектрический контраст отсутствует, световые конуса
не искажают друг друга, и можно учитывать только основной световой конус
с вершиной в нулевом векторе обратной решетки k = 0. Однако учет диэлек­
трического контраста как возмущения приводит к перемешиванию состояний,
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формирующих разные световые конуса в областях их пересечения. В результа­
те, на границе зоны Бриллюэна (области пространства уникальных волновых
векторов, заданных условием |k| ≤ |k−g|, т.е. вектора k, для которых нулевой
узел обратной решетки расположен ближе остальных узлов обратной решетки
g) появляются спектральные области – стоп-зоны, в которых отсутствуют соб­
ственные состояния с волновым вектором, имеющим соответствующее направ­
ление. Стоп-зоны возникают из-за брэгговского рассеяния света, вызванного
конструктивной интерференцией волн, рассеянных на соседних структурных
элементах фотонного кристалла.

Схематически формирование стоп-зон в результате смешивания состоя­
ний, соответствующих двум разным световым конусам, показано на рис. 16(a).
Невозмущенные световые конусы с вершинами в точках Γ и Γ′ пересекаются на
границе зоны Бриллюэна, например, в точке 𝑋, которая определяет самую низ­
кочастотную область пересечения. Модуляция диэлектрической проницаемости
перемешивает фотонные состояния, в результате чего фотонные моды демон­
стрируют антипересечение, приводящее к формированию брэгговских стоп-зон.
Ограничиваясь уникальной областью волновых векторов на отрезке Γ−𝑋 мож­
но описать зонную диаграмму следующим образом. Ветвь, соответствующая
световому конусу, выходит из точки Γ под некоторым углом, определяющим
эффективный показатель преломления и доходит до точки𝑋. При этом, вблизи
точки 𝑋 дисперсионная зависимость 𝜔(𝑘) низкочастотной ветви демонстриру­
ет отклонение от линейного закона в сторону низких частот. При больших ча­
стотах появляется «симметричная» (относительно точки 𝑋) высокочастотная
ветвь, идущая от точки𝑋 к точке Γ. Между высокочастотной и низкочастотной
ветвями наблюдается брэгговская стоп-зона.

Рассмотрим теперь, как формируется зонная диаграмма метаматериала.
Структурные элементы метаматериала обладают резонансами на некоторых ча­
стотах и связанны с локализованными состояниями. Из-за соотношения неопре­
деленности волновой вектор резонансных состояний является делокализован­
ным в обратном пространстве. При этом, будучи локализованными в прямом
пространстве, эти состояния имеют дискретную собственную частоту. На ри­
сунке 16(b) такие состояния представлены красной горизонтальной пунктирной
прямой (частота определена, а волновой вектор оказывается неопределенным).
Помимо этих состояний, отметим также собственные состояния свободных элек­
тромагнитных волн, которым соответствует световой конус (серые пунктирные
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Рисунок 16 — (a) Схема формирования брэгговской стоп-зоны, определяющей
свойства фотонных кристаллов. Пунктир – невозмущенные световые конусы.
Сплошные линии – собственные состояния фотонного кристалла. (b) Схема фор­
мирования запрещенной зоны, связанной с локальным резонансом в метаматери­
але. Серый пунктир – невозмущенный световой конус. Красный горизонтальный
пунктир – невозмущенное локальное состояние. Сплошные линии – собственные
фотонные состояния метаматериала.
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линии). В результате взаимодействия свободных состояний с локализованным
состоянием происходит смешивание мод, приводящее к антипересечению вет­
вей. Ветвь, выходящая из точки Γ на нулевой частоте, демонстрирует линей­
ную зависимость при малых частотах и отклонение от линейной зависимости
по мере приближения к собственной частоте локализованной моды вплоть до
превращения в горизонтальную линию, сливаясь с невозмущенным локальным
состоянием. При дальнейшем увеличении частоты из точки Γ выходит плос­
кая ветвь, которая по мере приближения к световому конусу переходит в него.
Между высокочастотной и низкочастотной ветвями возникает запрещенная зо­
на, связанная с локальным резонансом на структурном элементе. Отметим, что
спектральное положение брэгговской стоп-зоны связано с формой зоны Брил­
люэна и поэтому меняется в зависимости от направления в 𝑘-пространстве. В
то же время положение запрещенной зоны, связанной с локальным резонансом,
можно считать неизменным по всей зоне Бриллюэна. Более того, локальность
резонанса позволяет описывать структуру при помощи эффективных матери­
альных параметров 𝜀eff и 𝜇eff .

Сравнение характерных зонных диаграмм фотонного кристалла (рис. 16a)
и метаматериала (рис. 16b) позволяет ввести критерий появления метаматери­
альной фазы. Низкочастотная часть второй ветви в фазе фотонных кристаллов
появляется на границе зоны Бриллюэна, а в фазе метаматериала – из центра
зоны Бриллюэна в точке Γ. В нашей дальнейшей работе будем использовать
этот критерий для определения фазы фотонной структуры. Отметим, что такой
критерий имеет некоторое сходство с фазовым переходом в металлах, который
был описан Лившицем, возникающим при изменении связанности поверхности
Ферми [96].

Рассмотрим теперь вопрос о появлении метаматериальной фазы, которая
позволяет ввести локальные эффективные материальные параметры 𝜀eff и 𝜇eff .
Такое описание возможно в области частот ниже всех брэгговских стоп-зон. В
самом деле, брэгговский резонанс связан с делокализованной блоховской вол­
ной, и поэтому область стоп-зоны не может быть описана локальными матери­
альными параметрами. Электромагнитное поле «чувствует», что происходит с
электромагнитной волной в другой части кристалла. Это проявляется, напри­
мер, при резонансном пропускании света фотонным кристаллом с дефектом­
микрорезонатором [102].
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Сделаем еще одно замечание. Два световых конуса имеют полубесконеч­
ную область пересечения по частоте. Кривая пересечения двух световых кону­
сов соответствует параболе, у которой существует минимальное значение, опре­
деляющее брэгговскую частоту 𝜔𝐵𝑟. При этом существует минимальная часто­
та брэгговских стоп-зон 𝜔0

𝐵𝑟 в фотонной структуре. Эта частота соответствует
точке пересечения двух световых конусов, вершины которых соединяет самый
короткий вектор обратной решетки. Выше этой частоты локальные материаль­
ные параметры ввести затруднительно, поскольку на любой частоте 𝜔 > 𝜔0

𝐵𝑟

существуют брэгговские стоп-зоны для какого-то направления, однако при ча­
стотах 𝜔 < 𝜔0

𝐵𝑟 определению локальных 𝜀eff и 𝜇eff брэгговские стоп-зоны не
препятствуют. Отметим, что из-за случайного вырождения фотонных ветвей
в точке Γ формируется конус Дирака на частотах 𝜔 > 𝜔0

𝐵𝑟, благодаря чему
все-таки удается ввести локальное описание фотонной структуры при помощи
эффективных параметров 𝜀eff и 𝜇eff [103], но мы не будем рассматривать такую
возможность появления метаматериалов детально.

Таким образом, мы рассмотрели вопрос о возможности гомогенизации
структуры с микроскопической точки зрения. Если мода формируется нело­
кальная, то мы не можем ввести понятие эффективных локальных материаль­
ных параметров. Напротив, можно говорить про метаматериалы с определен­
ными 𝜀eff и 𝜇eff только, если формируются локальные резонансные состояния в
фотонной структуре. Обычно предполагают, что для введения 𝜀eff и 𝜇eff доста­
точно малости периода структуры по сравнению с длинной волны. При этом,
как показано в работах [104; 105] при некоторых параметрах образцов и длине
волны с процедурой гомогенизации возникают проблемы даже в случае, каза­
лось бы, хороших структур с субволновыми элементами. Также отметим, что
на языке макроскопической теории, нелокальность мод связывают с проявле­
нием пространственной дисперсии [106], которая при определенных условиях
наблюдается даже в обычных кристаллах. В данной работе не рассматривались
специальные ситуации, в которых могут проявляться эффекты нелокальности.
Целью является изучение эффектов, однозначно связанных с переходом фотон­
ный кристалл – метаматериал.

Далее будем использовать наглядный критерий для определения фазы фо­
тонной структуры, опираясь на поведение второй дисперсионной ветви, опреде­
ляющей ширину самой низкочастотной запрещенной зоны:
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(i) в фазе фотонного кристалла вторая ветвь имеет минимальную частоту
на границе зоны Бриллюэна (рис. 16a);

(ii) в фазе метаматериала вторая ветвь имеет минимальную частоту в
центре зоны Бриллюэна в точке Γ (рис. 16b).

Для применения этого критерия необходимо рассчитать фотонные зонные
диаграммы большого набора структур с изменяющимися геометрическими па­
раметрами и варьируемой величиной диэлектрической проницаемости. Будет
использоваться математический аппарат, описанный ранее в Главе 1.

2.3 Фотонные фазовые переходы в структурах с квадратной
решеткой: теоретическое исследование

В данном разделе будут представлены результаты теоретического иссле­
дования фазового переход «фотонный кристалл – метаматериал» в конкретной
структуре, образованной однородными диэлектрическими цилиндрами с круг­
лым профилем, расположенными в узлах квадратной решетки (рис. 17). Будет
проведен анализ для TE поляризации электромагнитного поля (волновой век­
тор направлен в плоскости, перпендикулярной оси цилиндров; магнитное поле
осциллирует в направлении оси цилиндров). Отметим, что в TM поляризации
также наблюдаются аналогичные эффекты, но они не обсуждаются в данной
работе.

Как известно, в фотонных кристаллах фундаментальным резонансом, т.е.
резонансом с самой низкой частотой, является брэгговский резонанс [36]. Поэто­
му необходимо определить, каким образом следует менять параметры структу­
ры, чтобы фундаментальным резонансом стал резонанс Ми. Рассмотрим два
возможных способа. Первый состоит в уменьшении постоянной решетки 𝑎 по
сравнению с фиксированными радиусом цилиндров 𝑟 при неизменной диэлек­
трической проницаемости 𝜀 (рис. 18a,b). Такое сжатие структуры приводит к
увеличению коэффициента заполнения 𝑟/𝑎 и при некоторых параметрах гомо­
генизация [107] периодической диэлектрической структуры становится возмож­
ной, а эффективная магнитная восприимчивость оказывается отрицательной
𝜇eff < 0 [8; 108—111]. Таким образом, мы получаем фотонную структуру с эф­
фективным материальным параметром 𝜇eff , существнно отличающемся от еди­
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Рисунок 17 — Схематическое изображение двумерной фотонной структуры с квад­
ратной решеткой в базисе. Рисунок воспроизведен из монографии [36].

aa

Metamaterial MetamaterialPhotonic crystal

λMie λMie λMie

λBr λBr λBr

λBr > λMie λBr < λMieλBr < λMie

ε ε’
ε

decreasing lattice constant  a ’<a increasing rod permittivity ε’>ε

a’
a b c

r /a - scenario ε - scenario

Рисунок 18 — Переход от фотонных кристаллов к метаматериалам. Схема иллю­
стрирует два способа перехода из фазы фотонного кристалла (b) к фазе мета­
материала (a,c) путем изменения соотношения между длинами волн протяжен­
ного по структуре брэгговского резонанса и локальных резонансов Ми. Чтобы
удовлетворить обычному условию гомогенизации в низкочастотном длинноволно­
вом пределе (𝜆Bragg < 𝜆Mie), можно уменьшить постоянную решетки и увеличить
коэффициент заполнения 𝑟/𝑎, либо увеличить диэлектрическую проницаемость
цилиндра 𝜀. Рисунок воспроизводится по статье [18].
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ницы, что не наблюдается в обычных диэлектрических материалах [112], т.е.
такая фотонная структура является метаматериалом.

Второй способ состоит в увеличении диэлектрической проницаемости ци­
линдров 𝜀 при фиксированной геометрии квадратной решетки (рис. 18b,c). Это
преобразование приводит к увеличению длины волны рассеяния Ми [113], что
также может обеспечить условия для применения гомогенизации и получения
отрицательных значений 𝜇eff . Отметим, что фотонные структуры с перемен­
ным 𝜀 изучались ранее теоретически [114; 115], однако переход между фазой
фотонного кристалла и метаматериала никогда не анализировался, и фазовые
диаграммы таких переходов ранее не обсуждались.

Для анализа фазового перехода фотонный кристалл – метаматериал были
исследованы электромагнитные свойства периодической фотонной структуры в
зависимости от диэлектрического контраста и коэффициента заполнения в TE
поляризации падающей волны. Были вычислены три ключевых набора спек­
троскопических данных, а именно:

(i) спектры рассеяния Ми на изолированном цилиндре;
(ii) фотонная зонная диаграмма бесконечной двумерной квадратной ре­

шетки, состоящей из однородных цилиндров;
(iii) спектры пропускания структуры, состоящей из десяти слоев цилин­

дров вдоль направления падающего света и бесконечной длинной всех слоев в
ортогональном направлении.

Все наборы данных были рассчитаны для широкого диапазона диэлектри­
ческой проницаемости цилиндров 1 6 𝜀 6 100 с шагом ∆𝜀 = 1 и в интерва­
ле коэффициента заполнения 0 6 𝑟/𝑎 6 0.5 с шагом 0.01. Отметим, что при
𝑟/𝑎 = 0.5 соседние цилиндры касаются друг друга, а при 𝑟/𝑎 > 0.5 цилиндры
проникают друг в друга, образуя инвертированную структуру, т.е. квадратную
решетку воздушных пор в диэлектрической матрице.

Сначала рассмотрим рассеяние Ми на изолированном стержне. В дальнем
поле рассеяние можно разложить на ортогональные электромагнитные диполь­
ные и высшие мультипольные цилиндрические гармоники 𝐻

(1)
𝑛 (𝑘𝑟) · exp(𝑖𝑛𝜃).

Здесь 𝐻(1)
𝑛 – функция Ханкеля порядка 𝑛; 𝑟 и 𝜃 полярные координаты. Ампли­

туда гармоник определяется резонансными цилиндрическими коэффициентами
Лоренца-Ми 𝑎𝑛 (TE-поляризация) и 𝑏𝑛 (TM-поляризация), которые соответству­
ют электрическим и магнитным моментам [113]. На рисунке 19 представлены
рассчитанные спектры эффективности рассеяния Ми для дипольной цилиндри­
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Рисунок 19 — Результаты численных вычислений. (a), (d), (g), (j), (m), (p) Рас­
считанные спектры рассеяния Ми 𝑄𝑠𝑐𝑎,𝑛 для изолированного диэлектрического
цилиндра для мод TE𝑛 (𝑛 > 0). (b), (e), (h), (k), (n), (q) зонная структура двумер­
ной квадратной решетки цилиндров 𝑟 = 0.25𝑎 в воздухе (𝜀air = 1) для поляри­
зации TE. Зонная диаграмма приведена в интервале между точкой Γ (волновой
вектор k = 0) и точкой 𝑋 (|k| = 𝜋/𝑎 вдоль направления оси 𝑥). (c), (f), (i), (l),
(o), (r) коэффициент пропускания, рассчитанный для 10 слоев структуры с квад­
ратной решеткой цилиндров в воздухе для поляризации TE. Частота и модуль
волнового вектора приведены в безразмерных единицах. Безразмерная частота
𝑎/𝜆, где 𝜆 – длина волны в вакууме, 𝑎 – постоянная решетки. (a) – (c) 𝜀 = 4, (d)
- (f) 𝜀 = 9, (g) - (i) 𝜀 = 12.8, (j) - (l) 𝜀 = 19.5, (m) - (o) 𝜀 = 25, (p) - (r) 𝜀 = 40.
Фоновая штриховка соответствует фазе структуры. Рисунок воспроизводится по
статье [18].
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ческой гармоники TE0 и высших мультиполей TE𝑛 (𝑛 > 1) в диапазоне безраз­
мерных частот 𝑎/𝜆 от 0 до 0.8. Каждая цилиндрическая гармоника состоит из
бесконечного множества квазиэквидистантных резонансов TE𝑛𝑘 [82] (подробно
см. далее в Главе 3). Моды Ми цилиндра обозначаются как TE𝑛𝑘, где 𝑛 - це­
лое число, связанное с симметрией моды, a 𝑘 > 1 определяет номер резонанса
для мод с фиксированной симметрией 𝑛. Расчет показывает сильное уменьше­
ние собственных частот и ширины резонансных полос рассеяния Ми при уве­
личении 𝜀, что хорошо видно на примере самого низкочастотного магнитного
резонанса TE01 (рис. 19).

Фотонные зонные диаграммы двумерной квадратной решетки цилиндров
вычислялись численно с использованием метода разложения по плоским вол­
нам (см. Главу 1). Квадратная двумерная решетка имеет квадратную зону Брил­
люэна с тремя точками высокой симметрии Γ,𝑋 и𝑀 , соответствующими k = 0,
k = 𝜋

𝑎 𝑥̂, а также k = 𝜋
𝑎 𝑥̂+ 𝜋

𝑎𝑦. Мы ограничились вычислением зонных диаграмм
для случая, когда волновой вектор k собственных мод ориентирован в направ­
лении Γ → 𝑋 первой зоны Бриллюэна. Именно в этом направлении брэгговский
резонанс имеет минимальную частоту по сравнению с другими направлениями,
включая направление Γ →𝑀 . При вычислении зонных диаграмм учитывалось
разложение по 16 384 плоскими волнами (по 128 точек вдоль каждой из осей 𝑥
и 𝑦). Результаты представлены на рис. 19.

Спектры пропускания были рассчитаны с использованием программно­
го обеспечения CST Microwave Studio для волнового вектора падающего луча,
параллельного направлению Γ → 𝑋. Мы изучали двумерные структуры с квад­
ратной решеткой при разных значениях числа слоев вдоль оси 𝑥. Оказалось,
что уже при толщине 10 слоев брэгговская запрещенная зона проявляется до­
статочно ярко (рис. 19), поэтому во всем комплексе расчетов мы ограничились
рассмотрением структур с 10 слоями.

Три набора данных, вычисленных независимыми методами, позволяет уве­
рено проанализировать эволюцию низкочастотной области фотонной зонной
диаграммы, образованной сложным переплетением дисперсионных кривых, воз­
никающих из-за локальных резонансов Ми и протяженных по структуре брэг­
говских резонансов. Поскольку наша цель состоит в обсуждении перехода фо­
тонный кристалл – метаматериал с резонансным магнитным откликом, скон­
центрируемся на поляризации TE. В этой поляризации самый низкий по часто­
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те магнитный дипольный резонанс TE01 приводит к появлению отрицательной
магнитной восприимчивости [8].

Выше мы сформулировали наглядный критерий для определения фа­
зы фотонной структуры, опираясь на поведение второй дисперсионной ветви
(рис. 16). Из рисунка 19 видно, что в нашем случае он выполняется. Действи­
тельно, вторая дисперсионная ветвь в фазе фотонного кристалла имеет мини­
мальную частоту на границе зоны Бриллюэна, рис. 19b, 19e и 19h, при 𝜀 = 19.5

она становится плоской рис. 19k, а при дальнейшем увеличении 𝜀 вторая ветвь
имеет минимальную частоту уже в центре зоны Бриллюэна в точке Γ, что со­
ответствует фазе метаматериала, рис. 19n и 19q .

Физика, лежащая в основе фазового перехода «фотонный кристалл – ме­
таматериал», становится понятной благодаря анализу карты запрещенных зон
(рис. 20), которая демонстрирует взаимное расположение зон, связанных с про­
тяженным брэгговским резонансом и локальными резонансами Ми. Резонансы
Ми образуют бездисперсионные плоские ветви на зонной диаграмме, а также
запрещенные зоны Ми в энергетическом спектре (рис. 19 и 20). Карта отражает
зависимость положения и ширины запрещенных зон от диэлектрической про­
ницаемости цилиндров 𝜀 при заданной геометрии структуры 𝑟/𝑎 = 0.25. Для
низкоконтрастных фотонных структур (фотонных кристаллов) все резонансы
Ми расположены в диапазоне частот выше самой низкочастотной брэгговской
стоп-зоны. Хорошо видно, что при увеличении 𝜀 наблюдается сильное умень­
шение резонансных частот Ми, в результате чего зоны Ми пересекают фун­
даментальную брэгговскую стоп-зону. При этом самой низкочастотной (фун­
даментальной) зоной становится зона Ми TE01. Появление фундаментальной
запрещенной зоны Ми, определяющей искусственный магнетизм 𝜇eff < 0, хоро­
шо видно как на зонных диаграммах, так и в спектрах пропускания (рис. 19
и 20).

2.4 Экспериментальное наблюдение фотонного фазового перехода

Целью наших экспериментальных исследований было проведение двух се­
рий экспериментов: исследование спектров пропускания при изменении в широ­
ком диапазоне диэлектрической проницаемости цилиндров 𝜀 и параметра 𝑟/𝑎.
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Рисунок 20 — Карта фотонных запрещенных зон для двумерной квадратной ре­
шетки цилиндров. (a) Карта фотонных запрещенных зон, полученная в результате
обработки зонных диаграмм для значений диэлектрической проницаемости в ин­
тервале 1 6 𝜀 6 60 с шагом ∆𝜀 = 1. Цилиндры окружены воздухом, 𝑟/𝑎 = 0.25,
поляризация TE. Запрещенные зоны, связанные с резонансами Брэгга и Ми, по­
лученные из зонных диаграмм, отмечены темно-зеленым цветом. Дополнительно
на карту нанесена зависимость положения низкочастотных мод Ми. (b, c) Фотон­
ная зонная диаграмма для двумерной квадратной решетки цилиндров с 𝜀 = 60

для поляризации TE и TM, и волновых векторов в направлении Γ → 𝑋 . Рисунок
воспроизводится по статье [18].
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Рисунок 21 — Диэлектрическая проницаемость воды в зависимости от частоты
для разных значений температуры в диапазоне от 0 до 100∘C. Сплошные кривые
– вещественная часть диэлектрической проницаемости, пунктир – мнимая часть.
Рисунок воспроизводится по статье [116].
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Как видно из рис. 19, нас интересовала область высоких значений диэлектриче­
ской проницаемости, по крайней мере 𝜀 > 20. Подобрать материал с такими пе­
рестраиваемыми параметрами в оптическом диапазоне и реализовать весь экс­
перимент чрезвычайно сложно. Поэтому был предложен оригинальный подход,
основанный на высоких и притом перестраиваемых значениях диэлектрической
проницаемости воды. В микроволновом диапазоне частот от 1 до 6 ГГц [116; 117]
вода имеет сильную температурную зависимость диэлектрической проницаемо­
сти, которая характеризуется более высокими значениями при низкой темпера­
туре (𝜀 = 80 при 20∘C) и более низкими значениями при высокой температуре
(𝜀 = 50 при 90∘C) (рис. 21).

Таким образом, наш образец должен иметь параметр решетки, соответ­
ствующий микроволновому диапазону, т.е. перестраиваться в диапазоне еди­
ниц-десятков сантиметров. Основываясь на результатах расчетов, мы создали
образец фотонной структуры для микроволнового диапазона – «метакристалл»
(рис. 22). Метакристалл состоит из пластиковых круглых трубок, заполнен­
ных водой, образующих двумерную квадратную решетку. Конструкция мета­
кристалла позволяла вручную менять расстояния между слоями трубок одно­
временно по осям 𝑥 и 𝑦, т.е. варьировать постоянную кристаллической решетки
𝑎, сохраняя квадратную симметрию базиса. На основе численного расчета мы
выбрали геометрические параметры метакристалла, которые позволили выпол­
нить эксперименты в интервалах, представляющих наибольший интерес для
каждого способа перехода в фазу метаматериала, а именно 60 6 𝜀 6 80 в ин­
тервале 0.7 6 𝑟/𝑎 6 0.8 для изменения 𝜀 и 0.65 6 𝑟/𝑎 6 1.9 при 𝜀 = 60 для
варьирования параметра 𝑟/𝑎.

Спектры пропускания метакристалла, установленного в безэховой каме­
ре, измерялись в диапазоне 1-3 ГГц. Для генерации падающей плоской волны
использовалась прямоугольная рупорная антенна (TRIM 0.75-18 ГГц, DR), под­
ключенная к передающему порту анализатора векторного электромагнитного
поля Agilent E8362C. Аналогичная рупорная антенна использовалась в каче­
стве приемника. Как известно, для электромагнитной волны, падающей пер­
пендикулярно осям цилиндров 𝑧, две поперечные поляризации оказываются
независимыми, и математическая векторная задача может быть описана двумя
скалярными уравнениями. Таким образом, моды двумерной фотонной структу­
ры могут быть классифицированы как TE-моды (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐻𝑧) с электрическим
полем направленным в плоскости 𝑥− 𝑦, и магнитным полем, поляризованным
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Рисунок 22 — Экспериментальная установка. Безэховая камера с образцом фотон­
ной структуры, состоящим из 50 пластиковых трубок (10 в длину вдоль оси 𝑥 и 5
в ширину вдоль оси 𝑦). Каждая трубка имеет длину 1 м (вдоль оси 𝑧), внешний
радиус 2 см и внутренний радиус 1.7 см. Все трубки соединены вместе в после­
довательно замкнутую гидравлическую систему, включающую водонагреватель
и температурный стабилизатор. Вставка: схематическое изображение трансфор­
мации двумерной квадратной решетки с сохранением квадратной симметрии. Ва­
рьируемый параметр – постоянная решетки 𝑎. Цилиндры диэлектрической про­
ницаемостью 𝜀 и радиусом 𝑟 окружены воздухом. Структура однородна вдоль
направления 𝑧 и обладает трансляционной симметрией вдоль 𝑥 и 𝑦. Рисунок вос­
производится по статье [18].
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вдоль осей цилиндров (рис. 22) или как TM-моды (𝐻𝑥, 𝐻𝑦, 𝐸𝑧), для которых
магнитное поле ориентировано перпендикулярно оси 𝑧. Поскольку магнитный
отклик в таких структурах наблюдался для TE поляризации [118], в дальней­
шем все результаты относятся именно к TE поляризации.

На рисунке 23 приведены экспериментально измеренные и рассчитанные
спектры пропускания метакристалла как для зависимостей от параметра 𝑟/𝑎,
так и от 𝜀. В процессе эксперимента для измерения зависимости от 𝑟/𝑎 мы на­
чали с фазы фотонного кристалла (𝑟/𝑎 = 0.08) и, далее, уменьшая расстояния
между цилиндрами синхронно по осям 𝑥 и 𝑦 сжимали метакристалл, уменьшая
постоянную решетки 𝑎 (рис. 23a). При этом наименьшая по частоте фундамен­
тальная брэгговская стоп-зона демонстрирует существенный сдвиг в область
высоких частот и, по мере приближения к запрещенной зоне Ми TE01 с низко­
частотной стороны, почти исчезает при 𝑟/𝑎 ≈ 0.09. При дальнейшем умень­
шении параметра 𝑎 брэгговская стоп-зона снова появляется в спектрах при
𝑟/𝑎 ≈ 0.095, однако уже со стороны высоких частот относительно зоны Ми.
В результате брэгговская стоп-зона и зона Ми TE01 меняют свое положение
друг относительно друга в шкале частот, и зона Ми TE01 становится фундамен­
тальной запрещенной зоной структуры, в этой спектральной области возможна
гомогенизация метакристалла, произошел переход в фазу метаматериала.

Рассмотрим теперь случай варьирования диэлектрической проницаемости
𝜀. Положение брэгговской стоп-зоны почти не изменяется, в отличие от сильного
сдвига положения запрещенной зоны Ми TE01, что в конечном итоге приводит
к изменению взаимного расположения брэгговской стоп-зоны и запрещенной
зоны Ми (рис. 23d, 23e), т.е. к переходу от фазы фотонного кристалла к фазе
метаматериала.

Отдельно отметим полное согласие между рассчитанными спектрами про­
пускания и спектрами, измеренными на образце метакристалла метровых разме­
ров в сложном эксперименте, как для зависимостей 𝑟/𝑎, так и от 𝜀. О сложности
проведенного эксперимента говорит тот факт, что общая длина гидравлической
системы (50 метровых трубок, соединенных последовательно, плюс подводящие
шланги, которые соединяют метакристалл, находящийся в безэховой камере, с
нагревателем воды, находящемся в соседнем помещении) составляет порядка
100 метров. При этом эксперименты проводились с водой, нагреваемой до 90∘C.
Точность стабилизации составляла не хуже 1∘C и контролировалась двумя из­
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Рисунок 23 — Спектры пропускания двумерной фотонной структуры с квадрат­
ной решеткой, образованной диэлектрическими цилиндрами. (a-c) Изменение па­
раметра 𝑟/𝑎 при фиксированном 𝜀 = 62. (а) Схема трансформации низкочастот­
ных зон Ми и Брэгга. Рассчитанные (b) и экспериментально измеренные (c) спек­
тры пропускания в зависимости от параметра 𝑟/𝑎. Вычисленные спектры пока­
заны в диапазоне 0.05 6 𝑟/𝑎 6 0.21, экспериментальные спектры приведены в
диапазоне 0.08 6 𝑟/𝑎 6 0.19. (d-f) Изменение диэлектрической проницаемости
𝜀 при фиксированном параметре 𝑟/𝑎 = 0.08. (d) Схема трансформации низкоча­
стотных зон Ми и Брэгга. Вычисленные (e) и экспериментально измеренные (f)
спектры пропускания в зависимости от диэлектрической проницаемости. Вычис­
ленные спектры показаны в диапазоне 30 6 𝜀 6 94, экспериментальные спектры
показаны в диапазоне 62 6 𝜀 6 94. Спектры сдвинуты по вертикали на постоян­
ное значение. Представленные данные соответствуют TE-поляризации. Рисунок
воспроизводится по статье [18].
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мерителями температуры, расположенными на входном и выходном шлангах
метакристалла.

Также отметим, что мы оценили погрешность, которую могут вносить в
экспериментальные данные пластиковые трубки. Расчет выполнялся при по­
мощи программного обеспечения численного моделирования CST Microwave
Studio. Из рисунка 24 видно, что погрешность минимальна и никак не влия­
ет на наши выводы.

2.5 Построение фазовой диаграммы для структур с квадратной
решеткой

На рисунке 25 представлена фазовая диаграмма «фотонный кристалл –
метаматериал» для двумерной квадратной решетки диэлектрических цилин­
дров. Диаграмма построена в осях диэлектрическая проницаемость 𝜀 и коэффи­
циент заполнения 𝑟/𝑎. Фазовая диаграмма была получена на основе анализа 50
карт запрещенных зон (пример карты для 𝑟/𝑎 = 0.25 показан на 20), вычислен­
ных для интервала диэлектрической проницаемости цилиндров 1 6 𝜀 6 100,
с шагом ∆𝜀 = 1 и в интервале 0.01 6 𝑟/𝑎 6 0.5 с шагом 0.01. Диаграмма
содержит две области, которые представляют фазы фотонного кристалла и ме­
таматериала. Граница между фазами задается критическими точками, которые
определяются парами значений диэлектрической проницаемости 𝜀 и коэффици­
ентом заполнения 𝑟/𝑎. Это происходит, когда кривизна второй дисперсионной
ветви вблизи точки Γ уменьшается и, наконец, становится совершенно плос­
кой вдоль направления Γ − 𝑋 (при 𝜀 = 19.5, 𝑟/𝑎 = 0.25, см. рис. 19k). При
дальнейшем увеличении 𝜀 или изменении 𝑟/𝑎, запрещенная зона Ми TE01 пол­
ностью отщепляется от брэгговской стоп-зоны. В результате, запрещенная зона
Ми становящейся фундаментальной запрещенной зоной в спектре, и структура
переходит в фазу метаматериала. В спектральной области, соответствующей
фундаментальной зоне Ми TE01 эффективная магнитная восприимчивость фо­
тонный структуры, состоящей из диэлектрических цилиндров, принимает от­
рицательные значения. Поскольку все брэгговские стоп-зоны расположены на
более высоких частотах, любые потери, связанные с брэгговской дифракцией, в
окрестности резонанса Ми отсутствуют. Таким образом, переход от фазы фотон­
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Рисунок 25 — Фазовая диаграмма «фотонный кристалл – метаматериал» для
двумерных структур с квадратной решеткой, образованной диэлектрическими ци­
линдрами. Синие кружки указывают точки, где запрещенная зона Ми TE01 от­
щепляется от брэгговской стоп-зоны, становясь самой низкой запрещенной зоной
в спектре (рис. 20). Экспериментально исследованные области отмечены крас­
ным. Значения диэлектрической проницаемости 𝜀 ряда материалов обозначены
горизонтальными линиями. Области существования прямой и инвертированной
решетки разделены вертикальной чертой при 𝑟/𝑎 = 0.5. Рисунок воспроизводит­
ся по статье [18].
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ный кристалл к фазе метаматериал начиная с определенного значения диэлек­
трической проницаемости совершен, и такая среда является метаматериалом
с резонансными особенностями 𝜇, включая отрицательные значения 𝜇 < 0 на
частотах запрещенной зоны Ми.

Теперь рассмотрим некоторые особенности фазовой диаграммы «фотон­
ный кристалл – метаматериал». При малых значениях параметра 𝑟/𝑎 < 0.05

концентрация диэлектрических цилиндров в решетке слишком мала для до­
стижения отрицательной эффективной магнитной восприимчивости при разум­
ных значениях 𝜀. Напротив, когда расстояние между цилиндрами становится
очень маленьким (𝑟/𝑎 > 0.45), взаимодействие между цилиндрами становится
сильным и появляется прыжковая проводимость фотонов от одного цилиндра
к другому [80]. Это означает, что резонансы Ми уже не локализованы, и они
превращаются в распространяющиеся блоховские волны. При этом, условия по­
явления фазы метаматериала становятся более жесткими, и фаза фотонного
кристалла расширяется до очень высоких значений 𝜀.

Мы нанесли на фазовую диаграмму (рис. 25) характерные значения ди­
электрической проницаемости ряда материалов с высоким значением 𝜀. Помимо
воды (55 6 𝜀 6 87 [117]), отметим еще несколько материалов, на основе которых
можно создать фотонную структуру с квадратной решеткой, обладающую фа­
зой метаматериала. Это халькогенидные композиты на основе германия, сурь­
мы и теллура, например, Ge2Sb2Te5 [119; 120], а также собственно теллур в
инфракрасном диапазоне [76]. К сожалению, на основе двумерных фотонных
структур с квадратной решеткой из германия (𝜀 ≈ 16) или кремния (𝜀 ≈ 13)
[76] создать метаматериал с отрицательными значениями 𝜇 < 0 невозможно.

2.6 Фазовая диаграмма фотонной структуры с простой треугольной
решеткой

В данном параграфе представлены результаты расчетов фазовой диаграм­
мы «фотонный кристалл – метаматериал» для двумерной фотонной структуры,
состоящей из диэлектрических цилиндров с круглым профилем, образующих в
базисе 𝑥−𝑦 простую треугольную решетку (вставка на рис. 26). Мотивация этой
работы состоит в следующем. Как было показано в предыдущем параграфе, од­
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ним из ключевых параметров, определяющих переход в фазу метаматериала,
является коэффициент заполнения решетки 𝑟/𝑎. Этот параметр можно рас­
сматривать как аналогию давлению в обычных термодинамических фазовых
переходах. Экспериментируя с квадратной решеткой, мы добивались перехода
путем ее механического сжатия, меняя параметр 𝑎. Однако можно пойти другим
путем: рассмотреть фазовый переход в решетке, которая исходно более плотно
упакована диэлектрическими цилиндрами по сравнению с квадратной. Хоро­
шо известно, что наиболее плотной упаковкой на плоскости является простая
треугольная решетка.

Для структуры с простой треугольной решеткой был выполнен весь
цикл вычислений, проведенных для случая квадратной решетки. Неприводи­
мая часть зоны Бриллюэна треугольной решетки ограничена треугольником
Γ−𝑀 −𝐾, причем самый короткий вектор обратной решетки лежит в направ­
лении Γ −𝑀 , где и наблюдается самая низкочастотная брэгговская стоп-зона.
Были вычислены более 6000 фотонных зонных диаграмм при варьировании па­
раметров 𝜀 в интервале от 1 до 100 с шагом 1 и 𝑟/𝑎 в интервале от 0.01 до 0.60
с шагом 0.01. Согласно процедуре, описанной для случая квадратной решетки,
мы нашли зависимость 𝜀𝑐(𝑟/𝑎), которая определяет границу между фазами фо­
тонного кристалла и метаматериала. Соответствующая фазовая диаграмма для
фотонных структур с простой треугольной решеткой представлена на рис. 26.
Качественно фазовые диаграммы для квадратной и простой треугольной ре­
шетки выглядят одинаково (ср. рис. 25 и рис. 26). Однако, как и ожидалось, в
случае простой треугольной решетки минимальное значение диэлектрической
проницаемости, при котором фотонная структура переходит в фазу метама­
териала, оказывается существенно ниже: в структуре с квадратной решеткой
переход происходит при 𝜀min ≈ 20, а а в структуре с треугольной решеткой при
𝜀min ≈ 14, что очень важно для создания диэлектрических метматериалов для
оптического диапазона длин волн.
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Рисунок 26 — Фазовая диаграмма «фотонный кристалл – метаматериал» для фо­
тонной структуры, представляющей собой простую треугольную решетку диэлек­
трических цилиндров с круглым профилем (проекция структуры на плоскость
𝑥− 𝑦 изображена красными кружками). Фазовая диаграмма построена в осях ди­
электрическая проницаемость 𝜀 коэффициент заполнения решетки 𝑟/𝑎. Значение
диэлектрической проницаемости кремния в ближнем инфракрасном диапазоне
отмечена горизонтальной чертой. Области существования прямой и инвертиро­
ванной решетки разделены вертикальной чертой при 𝑟/𝑎 = 0.5.
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2.7 Фазовые диаграммы для периодических структур на основе
кремния

На сегодняшний день кремний является одним из наиболее востребован­
ных материалов для изготовления фотонных структур [121]. Хотя диэлектри­
ческая проницаемость кремния относительно большая (𝜀 ≈ 13 в инфракрасном
диапазоне частот), этого оказывается недостаточно для создания объемных ме­
таматериалов, где необходимо иметь 𝜀 > 14 в случае наиболее плотных струк­
тур с простой треугольной решеткой. Отметим, что это жесткое ограничение не
относится к случаю кремниевых метаповерхностей [122—124], поскольку усло­
вие для возникновения метаматериальных свойств на поверхности значительно
слабее из-за того, что волновой вектор световой волны направлен под малыми
углами к нормали [125]. В то же время, разработка объемных метаматериалов
на основе кремния является важной задачей, которая помимо фундаментально­
го интереса, имеет также и прикладное значение, например, для применения в
устройствах, требующих почти нулевого показателя преломления [126].

В этом разделе покажем, что учет сильной частотной зависимости диэлек­
трической проницаемости кремния позволяет создавать объемные метаматериа­
лы. Будем рассматривать структуры с простой треугольной решеткой, которая
обладает самым плотным расположением цилиндров. Кремний является полу­
проводником с непрямыми переходами при 𝜆 < 1130 нм и прямыми переходами
при 𝜆 < 365 нм [127]. В области непрямых переходов 600 < 𝜆 < 1000 нм веще­
ственная часть диэлектрической проницаемости растет, а потери остаются отно­
сительно слабыми [128]. Зависящая от частоты комплексная диэлектрическая
проницаемость кремния не позволяет применять обычные зонные диаграммы
для анализа фотонного фазового перехода, как мы это делали в предыдущих
разделах (см. рис. 16). Вместо этого будем использовать метод обратной дис­
персии (описанный в Главе 1) для расчета комплексных зонных диаграмм, кото­
рый позволяет ввести альтернативный критерий определения фазы фотонной
структуры.

Как обсуждалось в Главе 1, в основе наиболее распространенных методов
расчета зонных диаграмм лежит рассмотрение векторного уравнения Гельм­
гольца, как задачи на собственные числа для квадрата частоты 𝜔2, который
обычно нормируется квадратом скорости света 𝑐2 [36]. Такой подход достаточ­
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Рисунок 27 — Два критерия для определения фазы фотонной структуры. (a, b)
Зонные диаграммы структур с квадратной решеткой, соотношением 𝑟/𝑎 = 0.3,
вещественной диэлектрической проницаемости 𝜀 = 4 (фаза фотонного кристал­
ла) и 𝜀 = 30 (фаза метаматериала). Данные, полученные прямым 𝜔(𝑘) методом,
показаны черными сплошными кривыми. Результаты расчетов методом обратной
дисперсии 𝑘(𝜔) показаны голубыми кружками. (c, d) Зонные диаграммы, рассчи­
танные методом обратной дисперсии для таких же структур, как на (a, b), но с
диэлектрической проницаемостью цилиндров, имеющей мнимую часть 𝜀′′ = 0.01𝜀′

(голубые кривые). Для сравнения результаты, полученные для структур без по­
терь, приведены черными пунктирными кривыми.
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но привлекателен из-за близкой аналогии с уравнением Шредингера в кван­
товой механике, для решения которого на сегодняшней день существует мно­
жество хорошо разработанных аналитических и численных подходов. Однако
недостатком этих методов является следующее обстоятельство. Когда фотон­
ные структуры образованы из материалов, имеющих частотную зависимость
диэлектрической проницаемости 𝜀(𝜔), задача существенно усложняется, так
как оператор в (1.6) становится зависимым от собственного значения 𝜔. Кро­
ме того, методы, развитые для эрмитовых задач квантовой механики, теряют
свою привлекательность в случае, когда диэлектрическая проницаемость имеет
мнимую часть, поскольку оператор перестает быть эрмитовым. Мы указывали
в Главе 1, что существует несколько альтернативных методов, позволяющих
разрешить эти проблемы.

В этой главе мы используем реализацию прямого метода 𝜔(𝑘) [39; 129],
описанного в Главе 1, которая позволяет быстро вычислять зонные диаграммы
для большого числа плоских волн. Для анализа фазы фотонной структуры на
основе комплексных зонных диаграмм нам требуется ввести новый критерий
(по сравнению с критерием, показанным на рис. 16) не связанный со второй
дисперсионной ветвью, поскольку в комплексных диаграммах структур с погло­
щением ветви переходят друг в друга и не очевидно какая из ветвей является
второй. В Главе 1 был описан критерий пересечение-антипересечение ветвей в
запрещенной зоны. Однако связь этих двух критериев ранее не обсуждалась.

Сравним результаты, полученные при помощи прямого 𝜔(𝑘) и обратного
𝑘(𝜔) методов. Мы рассматриваем фотонные структуры, которые представляют
собой квадратную решетку диэлектрических цилиндров с радиусом, нормиро­
ванным на постоянную решетки 𝑟/𝑎 = 0.3, диэлектрическая проницаемость
цилиндров считается постоянной, а реальные части диэлектрической проницае­
мости равны 4 и 30 для фотонного кристалла и метаматериала, соответственно.
Используя прямой метод и метод обратной дисперсии, мы вычисляли зонные
диаграммы для волнового вектора в направлении Γ−𝑋, соответствующего ниж­
ней брэгговской запрещенной зоне. В расчетах мы использовали разложение на
16384 (128 × 128) плоские волны для прямого метода и на 625 (25 × 25) плос­
кие волны для метода обратной дисперсии. Зонная диаграмма для структур
с низким значением диэлектрической проницаемости (рис. 27a) демонстрирует
типичное поведение ветвей для фазы фотонного кристалла с брэгговской стоп­
зоной 0.43 < 𝑎/𝜆 < 0.48 (сравнить с рис. 16a). На зонной диаграмме структуры
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Рисунок 28 — Фазовая диаграмма «фотонный кристалл – метаматериал». Гра­
ницы фаз для структур с простой треугольной решеткой отмечены красной ли­
нией (определено прямым методом) и кружками (определено методом обратной
дисперсии). Граница фаз для структур с квадратной решеткой показана черной
пунктирной кривой.
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с высоким диэлектрическим индексом мы наблюдаем типичную поляритонную
зависимость (см. рис. 27b и сравнить с рис. 16b). Световой конус пересекает
плоскую ветвь Ми 𝑎/𝜆 ≈ 0.225, образуя область антипересечения. Из-за анало­
гичного антипересечения для отрицательных волновых векторов ветвь в точке
Γ не начинается с 𝑎/𝜆 ≈ 0.225. В результате в спектре появляется запрещен­
ная зона Ми между 𝑎/𝜆 ≈ 0.225 и 𝑎/𝜆 ≈ 0.270. Отметим превосходное согласие
между данными, полученными прямым методом и методом обратной дисперсии
(соответственно, черные и голубые линии на рис. 27a, 27b).

Большинство материалов с высоким значением диэлектрической прони­
цаемости имеют сильную частотно-зависимую комплексную диэлектрическую
проницаемость, приводящую к необходимости построения комплексных зонных
диаграммам. В Главе 1 было показано, что анализ комплексных зонных диа­
грамм позволяет различать фазы метаматериала и фотонного кристалла. В
выражении для диэлектрической проницаемости добавим небольшую мнимую
часть 𝜖′′, которая связана с вещественной частью 𝜖′ посредством 𝜖′′ = 𝛼𝜖′, где
параметр 𝛼 – малое вещественное число. Зонные диаграммы в узких спектраль­
ных интервалах показаны голубыми линиями для 𝛼 = 0.01 на рис. 27c и 27d. На
этих же рисунках для сравнения черными пунктирными кривыми приведены
ветви для случая 𝛼 = 0. Отметим, что для наших целей достаточно проана­
лизировать дисперсию вещественной части волнового вектора, хотя он имеет
комплексные значения. Начнем обсуждение результатов со случая фотонного
кристалла, рис. 27c. Две нижние ветви более не демонстрируют возникновения
стоп-зоны, как на рис. 27a. Вместо этого ветви пересекаются на поверхности
зоны Бриллюэна (то есть в 𝑋 точке) вблизи частоты 𝑎/𝜆 = 0.46. Для мета­
материалов ситуация качественно отличается. С увеличением частоты ветви
стремятся к точке 𝑋 примерно до значения 𝑎/𝜆 ≈ 0.225, однако границы зо­
ны Бриллюэна не достигают. Начиная с частоты 𝑎/𝜆 ≈ 0.230 ветви расходятся
в противоположных направлениях к точкам Γ и Γ′. В отличие от фотонных
кристаллов, в фазе метаматериала, после расталкивания ветви имеют большие
мнимые части. Будем использовать этот критерий для анализа зонных диа­
грамм фотонных структур с комплексной диэлектрической проницаемостью,
чтобы отличить фазу фотонного кристалла от фазы метаматериала.

Таким образом, у нас появился инструмент для построения фазовых диа­
грамм «фотонный кристалл – метаматериал» в случае структур с комплексной
частотно зависимой диэлектрической проницаемостью. Это позволит нам пока­
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зать, что оба критерия, представленные на рис. 27, согласуются между собой.
Кроме этого, далее будем рассматривать простую треугольную решетку, кото­
рая имеет самую плотную упаковку в двух измерениях и соответственно режим
метаматериала возникает при меньших значениях диэлектрической проницае­
мости. Граница фаз, вычисленная прямым методом для гексагональной решет­
ки, обозначена красной линией на рис. 28. Граница фаз, полученная методом
обратной дисперсии для той же структуры, показана кружками. Рисунок 28 де­
монстрирует, что оба критерия находятся в хорошем согласии. Этот результат
представляется важным, поскольку теперь мы можем уверенно строить фазо­
вые диаграммы фотонных структур, обладающих существенными материаль­
ными потерями. Рассмотрим роль параметра 𝛼, определяющего величину мни­
мой части диэлектрической проницаемости, которую вводим для построения
фазовой диаграммы при помощи метода обратной дисперсии. С увеличением
𝛼 разница в положении границы фаз увеличивается по сравнению со случаем
𝛼 = 0. В частности, при 𝛼 = 3.5 это отклонение составляет около 5%.

Теперь перейдем к основному результату раздела. Кремний, как и многие
другие высокоиндексные материалы, имеет частотно-зависимую диэлектриче­
скую проницаемость, которая равна 12 почти во всем инфракрасном диапазоне
и начинает расти при 𝜆 < 1000 нм. В частности, вещественная часть диэлек­
трической проницаемости кремния составляет 𝜀′ = 19 на длине волны 490 нм,
что позволяет наблюдать режим метаматериала даже в квадратной решетке.
Однако при этом также растет мнимая часть, описывающая поглощение (коэф­
фициент 𝛼 ≈ 0.1 на длине волны 400 нм).

Рассмотрим двумерную фотонную структуру, состоящую из кремниевых
цилиндров, образующих в плоскости 𝑥− 𝑦 простую треугольную решетку. Для
расчета фазовых диаграмм мы использовали значение диэлектрической прони­
цаемости, приведенное в работе [128]. В случае частотно-зависимой диэлектри­
ческой проницаемости мы больше не можем использовать масштабируемость
уравнений Максвелла. Однако монотонная зависимость диэлектрической про­
ницаемости позволяет установить однозначную связь между 𝜀 и 𝜆, и мы можем
использовать 𝜆 вместо 𝜀. Фазовая диаграмма фотонных структур на основе
кремния в осях 𝜆 – 𝑟/𝑎 представлена на рис. 29a. Поскольку более длинные
волны соответствуют более высоким значениям диэлектрической проницаемо­
сти кремния, диаграмма переворачивается (относительно диаграммы, приведен­
ной на рис. 28) и имеет форму колокола. С уменьшением 𝜆 вещественная часть
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Рисунок 29 — Фазовый переход между метаматериалом и фотонным кристал­
лом для кремниевой фотонной структуры с двумерной треугольной решеткой.
Красные кружки показывают фазовую границу, сплошная линия проведена для
удобства зрительного восприятия. Граница фаз для случая квадратной решетки
показана черной пунктирной линией. Фазовые диаграммы построены в осях: (a)
отношение 𝑟/𝑎 – длина волны 𝜆; (b) постоянная решетки 𝑎 – длина волны 𝜆; (c)
радиус цилиндра 𝑟 – длина волны 𝜆.
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диэлектрической проницаемости для кремния демонстрирует рост до 42 (см.
рис. 13), поэтому можно получить фазу метаматериала даже в случае квадрат­
ной решетки в спектральном диапазоне до длины волны 530 нм (черная пунк­
тирная кривая на рис. 29a). Однако значительные потери на коротких длинах
волн затрудняют разработку кремниевого метаматериала с квадратной решет­
кой. Зато для кремниевой структуры с гексагональной решеткой фаза метамате­
риала достижима вплоть до 850 нм. Отметим, что низкие потери в кремнии при
длине волны более 600 нм позволяют использовать кремний в качестве материа­
ла для фотоники [121]. Так, кремний имеет небольшое отношение вещественной
и мнимой частей диэлектрической проницаемости 𝛼 = Im(𝜀)/Re(𝜀) = 0.012 при
600 нм.

Для удобства мы построили фазовую диаграмму кремниевых фотонных
структур в осях длина волны – радиус цилиндра (рис. 29b), а также длина
волны – постоянная решетки (рис. 29c). Представление фазовой диаграммы в
таких осях полезно для разработки фотонных структур. Например, фаза мета­
материала достижима для решетки кремниевых цилиндров с периодом от 150
до 270 нм при длине волны около 600 нм. На рисунке 29b показано, что фа­
за метаматериала в кремниевых структурах с простой треугольной решеткой
имеет граничное значение для постоянной решетки 𝑎 порядка 300 нм.

Теперь обсудим фазовую диаграмму на рис. 29c с узкой полосой, которая
соответствует фазе метаматериала в осях 𝑟–𝜆. Узость полосы обусловлена тем,
что фаза метаматериала возникает благодаря резонансу Ми, который зависит
от радиуса цилиндра. Рисунок 29c показывает, что можно изменять радиус ци­
линдра в пределе 10 нм. Также интересно проанализировать слабый изгиб, т.е.
отклонение от линейной зависимости 𝜆(𝑟) полосы при больших длинах волн.
Этот изгиб является следствием частотной зависимости диэлектрической про­
ницаемости кремния, которая подстраивает положение резонанса Ми, как ранее
отмечалось для одиночных кремниевых наносфер в работе [130].
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Рисунок 30 — (Левая колонка) Рассчитанные спектры рассеяния Ми 𝑄𝑠𝑐𝑎,𝑛 на изо­
лированном диэлектрическом цилиндре. Показаны моды TE𝑛𝑘. (вторая колонка)
Фотонные зонные диаграммы структуры с решеткой графена при 𝑟/𝑎 = 0.2 в
поляризации TE. (третья колонка) Спектры пропускания десяти слоев фотонной
структуры с решеткой графена для поляризации TE. На трех левых колонках по
оси ординат приведена безразмерная величина 𝑎/𝜆. (Правая колонка) Результаты
численного расчета магнитного поля 𝐻𝑧 для волны с поляризацией TE. Расчет
приведен для частот, отмеченных красным кружком на второй колонке. (a-d)
𝜀 = 5, (e-h) 𝜀 = 10, (i-l) 𝜀 = 20, (m-p) 𝜀 = 25, (q-t) 𝜀 = 30, (u-x) 𝜀 = 50. Рисунок
воспроизводится по статье [131].
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2.8 Исследование фотонных фазовых переходов в структурах с
решеткой графена

Следующим шагом в исследовании фотонных фазовых переходов было
изучение структур с другим типом кристаллической решетки [131]. В дан­
ном разделе будут описаны результаты исследования двумерной периодической
структуры, которая в базисной плоскости имеет решетку «фотонного графе­
на», т.е. структуру, обладающую треугольной решеткой с двумя однородными
диэлектрическими цилиндрами в примитивной ячейке. Результаты детального
анализа такой структуры представлены на рис. 30, на котором представлены:

(i) спектры рассеяния Ми 𝑄𝑠𝑐𝑎 на одиночном диэлектрическом цилиндре.
Как и ранее, спектры рассеяния Ми рассчитывались численно при помощи фор­
мулы 𝑄𝑠𝑐𝑎,𝑛 = 2

𝑥 |𝑎𝑛|
2 для дипольного момента TE0𝑘 и высших мультипольных

мод TE𝑛𝑘 (𝑛 > 1, 𝑘 > 1) в интервале безразмерных частот 𝑎/𝜆 от 0 до 0.8.
(ii) Фотонные зонные диаграммы для волновых векторов, лежащих на

границе неприводимой части зоны Бриллюэна Γ −𝑀 − 𝐾. Фотонные зонные
диаграммы рассчитывались при помощи метода плоских волн, описанного в
Главе 1.

(iii) Спектры пропускания фотонной структурой с решеткой графена, ко­
торая ограничена 10 слоями в направлении Γ −𝑀 и имеет бесконечное число
периодов в перпендикулярном направлении (Γ−𝐾). Спектры вычислялись при
помощи программного обеспечения CST Microwave Studio.

(iv) Распределение магнитного поля (H) внутри и вокруг пластины фо­
тонной структуры, обладающей решеткой графена, на которую падает электро­
магнитная волна с поляризацией TE, распространяющаяся от точечного источ­
ника.

Весь набор данных вычислялся для фиксированного значения парамет­
ра 𝑟/𝑎 = 0.2 в широком интервале значений диэлектрической проницаемости
1 6 𝜀 6 50 с шагом ∆𝜀 = 1. Отметим, что при 𝑟/𝑎 = 1/(2

√
3) ≈ 0.289 сосед­

ние цилиндры касаются друг друга и при 𝑟/𝑎 > 1/(2
√

3) цилиндры проникают
друг в друга, формируя инвертированную структуру с воздушными порами.
Полученные данные позволили детально изучить перестроение фотонной зон­
ной диаграммы в низкочастотной области, которая формируется в результате
взаимодействия резонансов Ми и Брэгга. При малых значениях диэлектриче­
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ской проницаемости все резонансы Ми находятся в частотной области выше
низкочастотных брэгговских стоп-зон (см. рис. 30a-30h). С увеличением диэлек­
трической проницаемости цилиндров 𝜀 резонансы Ми, соответствующие запре­
щенным зонам Ми в зонных диаграммах и в спектрах пропускания, демонстри­
руют смещение частот от высоких к низким, пересекая брэгговскую стоп-зону
в направлении Γ −𝑀 . При значении диэлектрической проницаемости 𝜀 = 25

самый низкочастотный резонанс Ми TE01 полностью отщепляется от брэггов­
ской стоп-зоны и образует фундаментальную запрещенную зону. Это хорошо
демонстрирует рис. 30о, на котором видно, что от широкой брэгговской зона
отщеплена узкая линия, помеченная звездочкой и совпадающая по частоте с ре­
зонансом Ми TE01 на рис. 30m. В результате зонная диаграмма преобразуется к
виду, соответствующему фазе метаматериала (рис. 30m-30o). Следовательно, в
двумерных диэлектрических структурах с решеткой графена наблюдается пере­
ход «фотонный кристалл – метаматериал», по своему механизму аналогичный
описанному выше переходу в структурах с квадратной решеткой.

Правая колонка на рис. 30 демонстрирует распределение магнитного по­
ля. Синий и красный цвет показывают амплитуду поля для отрицательных и
положительных значений проекции 𝐻𝑧, соответственно. Источником волн яв­
ляется точечный диполь внизу структуры, который излучает цилиндрические
воны на частоте, отмеченной красными кружками на левой колонке рис. 30. Вы­
раженные волны, связанные с брэгговской дифракцией на объеме структуры,
четко видны на частотах, соответствующих брэгговским стоп-зонам (рис. 30h,
30l). Совершенно противоположная картина поля соответствует запрещенным
зонам Ми TE01 (см. рис. 30p). Хотя пропускание затухает экспоненциально,
локализованные резонансные максимумы в цилиндрах демонстрируют одно­
родную среду без появления следов брэгговского рассеяния. Таким образом,
такая структура может быть описана как однородная среда, что является необ­
ходимым условием для формирования фазы метаматериала [107]. Кроме этого,
структура также является однородной в зоне второго резонанса Ми TE11, когда
он опускается ниже брэгговской стоп-зоны (рис. 30x).
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2.9 Выводы по главе

В данной главе был теоретически и экспериментально исследован фазо­
вый переход нового типа «фотонный кристалл – метаматериал», который при­
водит к появлению отрицательной магнитной восприимчивости в диэлектри­
ческой фотонной структуре. Такой фазовый переход происходит, когда резо­
нанс Ми становится фундаментальным резонансом в фотонной структуре, т.е.
выполняется следующее условие: все брэгговские стоп-зоны имеют большую ча­
стоту, чем резонанс Ми. Запрещенная фотонная зона Ми обусловлена возникно­
вением спектрального интервала, в котором структура обладает отрицательной
магнитной восприимчивостью. При этом волновой вектор оказывается мнимой
величиной, и распространение электромагнитных волн по структуре запреще­
но. Микроволновый прототип фотонной структуры позволил по спектрам про­
пускания экспериментально наблюдать теоретически предсказанный фазовый
переход. При изменении параметров структуры (𝑟/𝑎 или 𝜀) происходит роки­
ровка относительного положения самой низкочастотной брэгговской стоп-зоны
{10}, которая является фундаментальным колебанием в фазе фотонного кри­
сталла, и запрещенной зоны Ми TE01, которая становится фундаментальным
колебанием в фазе метаматериала.

Благодаря обработке большого массива данных удалось построить фазо­
вые диаграммы для структур, состоящих из диэлектрических цилиндров, рас­
положенных в узлах квадратной и простой треугольной решеток. Фазовые диа­
граммы представлены в осях коэффициента заполнения решетки 𝑟/𝑎 – диэлек­
трическая проницаемость материала 𝜀. Оригинальный метод расчета комплекс­
ных зонных диаграмм для структур, сделанных из материалов с частотно за­
висимой комплексной диэлектрической проницаемостью, позволяет определить
фазу фотонной структуры с цилиндрами из кремния. С помощью этого метода
были построены фазовые диаграммы, определяющие геометрические парамет­
ры и рабочие длины волн объемных кремниевых метаматериалов.
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Глава 3. Электромагнитные резонансы в фотонных диэлектрических
структурах

3.1 Обзор литературы

Резонансные электромагнитные явления окружают нас повсюду в повсе­
дневной жизни. Практически все приборы, связанные с генерацией, передачей,
регистрацией и обработкой электромагнитных волн основаны на резонансных
эффектах. Одним из удивительных и в тоже время широко распространенных
резонансов является резонанс Фано. «Fano still resonating» - так называется
редакционная публикация в Nature Photonics [132], которая анонсирует наш
обзор «Fano resonance in photonics» [16]. Действительно, основополагающая ра­
бота Фано «Effects of configuration interaction on intensities and phase shifts» [133],
опубликованная в 1961, стала одной из самых цитируемых оригинальных статей
в физике твердого тела. Стоит отметить, что основная идея о спектроскопиче­
ском результате интерференции узкого и широкого контура была опубликована
Фано еще в 1935 году в итальянском журнале Nuovo Cimento [134]. Эта рабо­
та была мотивирована его научным руководителем Энрико Ферми, который
предложил Фано интерпретировать серию асимметричных линий в спектрах
неупругого рассеяния электронов на атомах гелия. Однако эта оригинальная
статья не получила широкой известности скорее всего потому, что была опуб­
ликована на итальянском языке. Спустя 26 лет Фано публикует англоязычную
версию, существенно доработанную по сравнению со статьей 1935 года, которая
и получила широчайшее признание.

В настоящее время можно с уверенностью сказать, что в спектроскопии
наблюдаются два фундаментальных контура линий - симметричный контур Ло­
ренца и асимметричный контур Фано.

Симметричный контур (рис. 32a) описывается функцией Лоренца

𝜎(Ω) = |𝐴|2 1

1 + Ω2
, (3.1)

где Ω = 2(𝐸 − 𝐸0)/Γ – безразмерная энергия; параметры Γ и 𝐸0 – величина
затухания и энергия дискретного состояния, соответственно, а 𝐴 – амплитуда
состояния.
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Рисунок 31 — Уго Фано (Ugo Fano, 1912–2001). Фотография перепечатана из ста­
тьи [132].
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Асимметричный контур Фано возникает в результате взаимодействия уз­
кого резонанса с широким контуром и описывается формулой

𝜎(Ω) = 𝐷2 (𝑞 + Ω)2

1 + Ω2
, (3.2)

где 𝑞 = cot 𝛿 – параметр Фано, 𝛿 – разность фаз между дискретным состоянием
и состоянием в континууме, а 𝐷2 = 4 sin2 𝛿 (см. работу [135]). Как оказалось,
формула (3.2) позволяет описать не только спектры автоионизации, но также
спектры рассеяния, отражения, пропускания, поглощения и др. в самых разных
физических системах. В частности, характерный профиль наблюдался при изу­
чении полупроводников [136; 137], сверхпроводников [138; 139], магнитных эф­
фектов [140], поляризации электронов [141]. В последние годы резонансы Фано
активно исследуются в нанофотонике, что связано с наличием большого числа
собственных резонансов в изучаемых объектах. Интерес к изучению резонанса
Фано заметно возрастает, о чем свидетельствует, в частности, появление ряда
фундаментальных обзоров в ведущих физических журналах [14—16; 142]. При
этом в роли дискретного состояния могут выступать высокодобротные резонан­
сы с узким спектральным профилем, а в роли сплошного спектра состояний –
низкодобротные резонансы.

В атомной спектроскопии минимум функции (3.2) часто называют «резо­
нансным окном прозрачности», отличая этот эффект от минимумов в спектрах
поглощения другой природы [135; 143]. Отметим, что в фотонике окна про­
зрачности в спектрах пропускания или поглощения также наблюдаются при
исследовании других явлений, например, эффекта Бормана [144—146] или эф­
фекта электромагнитно индуцированной прозрачности (ЭИП) [123; 147—150].
При этом в литературе для одного и того же явления иногда приводятся раз­
личные интерпретации, что связано с общей резонансной природой целого ря­
да фотонных эффектов. В данном разделе будет представлена общая картина
различных резонансных эффектов (резонанс Фано, эффекты Керкера, Борма­
на, ЭИП), которая позволяет корректно интерпретировать экспериментальные
результаты, сопоставляя их с определенным резонансным эффектом. А.Н. Под­
дубный (ФТИ им. А.Ф. Иоффе) предложил рассмотреть весь круг этих явлений
в единой модели двух связанных осцилляторов [123; 151—154]. Для этого можно
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Рисунок 32 — (a) Профиль функции Лоренца, соответствующий обычной симмет­
ричной резонансной линии. (b) Профиль резонанса Фано.
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записать матричное уравнение(︃
𝜔1 − 𝜔 − 𝑖𝛾1 𝑔

𝑔 𝜔2 − 𝜔 − 𝑖𝛾2

)︃(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
= 𝑖

(︃
𝑓1

𝑓2

)︃
. (3.3)

Здесь 𝑥1 и 𝑥2 - амплитуды осцилляторов, 𝜔1 и 𝜔2 резонансные частоты, 𝛾1
и 𝛾2 величины затухания осцилляторов и 𝑓1, 𝑓2 - внешние силы, приводящие
систему к вынужденным колебаниям на частоте 𝜔. Кроме этого, постоянная
связи 𝑔 описывает скорость обмена энергией между осцилляторами.

Используя эту модель, проанализируем системы с разными значениями
затухания осцилляторов 𝛾1 и 𝛾2 при помощи диаграммы, представленной на
рис. 1, а также таблицы, приведенной на рис. 33. На диаграмме приведены
значения параметров затухания, нормированные на величину коэффициента
связи 𝑔. Мы не конкретизируем физические причины затухания, которые мо­
гут иметь самую разную природу, например, омические потери в металличе­
ских наночастицах или радиационные потери, связанные с утеканием элек­
тромагнитного поля в волноводные моды или окружающее пространство. Вы­
делим режим слабой связи, который определяется тем, что постоянная свя­
зи оказывается меньше значения затухания хотя бы одного из осцилляторов
|𝑔| ≪ |𝛾1 или |𝑔| ≪ |𝛾2 [155]. В этом случае взаимодействие между осцилля­
торами может незначительно изменить их комплексные собственные частоты
𝜔′
1 ≈ 𝜔1 − 𝑖𝛾1 + ∆𝜔1 – собственная частота первого осциллятора, измененная

на комплексную величину ∆𝜔1 благодаря взаимодействию со вторым осцил­
лятором. В случае, когда первый осциллятор играет роль излучающей систе­
мы, а второй – ее окружения, мнимая часть ∆𝜔1 описывает эффект Парсел­
ла [156], т.е. изменение скорости излучения связанное с окружением. Веществен­
ная часть ∆𝜔1 составляет поправку к частоте излучения, являясь аналогом
лэмбовского сдвига [157].

Резонанс Фано

Резонансы Фано в модели связанных осцилляторов соответствуют режи­
му слабой связи, когда один из осцилляторов с большими потерями приводится
в движение вынуждающей силой (𝑓1 ̸= 0, 𝑓2 = 0; см также вставку на рис. 1,
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демонстрирующую механическою аналогию). Эти условия соответствуют двум
секторам (отмечены красным цветом) в первом квадранте диаграммы на рис. 1.
Амплитуда вынужденных колебаний моды 1 в спектральной окрестности часто­
ты моды 2 может быть представлена в виде [16]

|𝑥1(Ω)|2 ≈ |𝑓 21 |
𝛾21

(𝜔1 − 𝜔2)2 + 𝛾21

(Ω + 𝑞)2

(Ω2 + 1)
, (3.4)

где

Ω =

[︂
𝜔 − 𝜔2 +

(︂
𝑔2

𝛾1

)︂
(𝜔1 − 𝜔2)

1 + 𝑞2

]︂
𝛾1(1 + 𝑞2)

𝑔2
(3.5)

является безразмерной частотой. Параметр Фано 𝑞, зависящий от расстройки
мод 𝜔2−𝜔1 , задает форму резонансной линии. Как и в уравнении (1), 𝑞 = ctg𝛿,
где 𝛿 - фаза функции отклика (𝜔2 − 𝜔1 + 𝑖𝛾1)

−1 затухающей моды 2, которая
выступает в роли континуума для резонансной моды 1. Резонанс Фано про­
является в спектре пропускания в виде функции ∝ |𝛾1𝑥1(Ω)|2 (см. рис. b на
схеме 33). Более детально резонанс Фано будет обсуждаться в последующих
разделах данной Главы, а также в Главах 4 и 5.

Электромагнитно индуцированная прозрачность

Изначально ЭИП рассматривался как квантовый когерентный эффект, со­
стоящей в появлении узкого окна прозрачности в полосе поглощения. Окно про­
зрачности, связанное с интерференционным гашением рассеянных волн, может
приводить к «медленному свету» [158; 159]. Отметим, что недавно обнаружен­
ную ЭИП в фотонных системах [123; 147—150; 152; 160] можно рассматривать
как частный случай резонанса Фано, когда частоты моды с сильным затухани­
ем и моды со слабым затуханием совпадают, 𝜔1 = 𝜔2, при этом 𝑞 = 0 (см. также
схему 33).
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Ðåæèì ñëàáîé ñâÿçè:

Ðåæèì ñèëüíîé ñâÿçè:

g|<<|γ1| или |g|<<|γ2|

g|>>|γ1| и |g|>>|γ2|
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p�ƒ%…=…“ t=…%. p�ƒ%…=…“ t=…% "%ƒ…,*=�2 C!, "ƒ=,)%*�L“2",, 
*"3. )%*, ƒ=23.=…,� *%2%!/. “3?�“2"�……% %22,3=�2“  *!35 %2 
*!35=. l%*/ “%%2"�2“2"372 8,!%*%L , 3ƒ*%L “C�*2!=29…/) 
2,…, ). o!, .2%) C%“2% ……=  “" ƒ, g )�…98� …=,K%298�5% 
,ƒ ƒ=23.=…,L γ. t=ƒ= )%*/ “ …,ƒ*,), C%2�! ), C!, 
C!%.%›*�…,, !�ƒ%…=……%L 3=“2%2/ ,ƒ)�… �2“  …= π (4-’ , 4+4 …= 
!,“. a), " 2% "!�)  *=* -=ƒ= "2%!%L )%*/ ,ƒ)�… �2“  “2=K% 
(C=!= 4+’ , 4+’). p�ƒ3292,!37?,L “C�*2! (!,“. b, C�!�C�3=2=… 
,ƒ !=K%2/ [133]) *�)%…“2!,!3�2 .=!=*2�!…37 =“,))�2!,7 “ 
!�ƒ*,) C�!�C=*%) )�›*3 ),…,)3)%) , )=*“,)3)%). t%!)= 
2,…,, ƒ=",“,2 %2 !=ƒ…%“2, -=ƒ δ )�›*3 )%*=),. b “"%7 
%3�!�*9 -=ƒ= “" ƒ=…= “ C=!=)�2!%) q.

}--�*2 a%!)=…=. }2%2 .--�*2  "2 �2“  C!%“2!=…“2"�……/) 
…=2%5%) }ho *2  “2!3*23! “ C�!,%*,3�“*,) !=“C!�*�2�…,�) 
C%52%?�…, . m= *!=7 “2%C-ƒ%…, )=*“,)3)/ .2�*2!,3�“*%5% 
C%2  K2%.%"“*%L "%2…/ “%%2"�2“2"372 C!%ƒ!=3…%)3 
)=2�!,=23 (*!=“…/� %K2=“2, …= !,“. e), = ),…,)3)/ 
C!,.%* 2“  …= %K2=“2, “ C%52%?�…,�) (“,…,L I"�2). b 
!�ƒ3292=2�, C%2�!, %*=ƒ/"=72“  C%*="2�……/),, , " “C�*2!� 
C% "2 �2“  %*…% C!%ƒ!=3…%“2,. }*“C�!,)�…2=29…/� 
(*!=“…/� 2%3*,) , 2�%!�2,3�“*,� (3�!…=  “C2%8…= ) *!,"/� 
C!�*“2="2�…/ …= !,“. f, =*=C2,!%"=……%) ,ƒ !=K%2/ [161].

}*�*2!%)=+…,2…% ,…-3/,!%"=……=  C!%ƒ!=3…%“24. }ho )%›…% 
!=““)=2!,"=29, *=* 3=“2…/L “233=L !�ƒ%…=…“= t=…% C!, 

ω1=ω2 , q=0. b “C�*2!=. C!%C3“*=…,  )%*= “ K%298,) 
ƒ=23.=…,�) …=K27*=�2“  *=* 8,!%*=  “2%C-ƒ%…=. n*…=*% 
C!%C3“*=…,� )%›�2 K/29 "%““2=…%"2�…% ƒ= “3�2 
,…2�!-�!�…I,, “ 3ƒ*%L )%*%L, ,)�7?�L “ 
C!%2,"%C%2%›…37 -=ƒ3 (!,“. c).  }2% C!,"%*,2 * C% "2�…,7 
3ƒ*%5% %*…= C!%ƒ!=3…%“2,, C%*=ƒ=……%5% …= !,“. d (!,“3…%* 
"%“C!%,ƒ"�*�… ,ƒ !=K%2/ [147]).

q,))�2!,  3�2…%“24-"!�) . q,))�2!,7 3�2…%“29-"!�)  
)%›…% !=““)=2!,"=29 *=* =…=2%5 !�›,)= “,29…%L “" ƒ, *2  
“,“2�), %K2=*=7?,. “,))�2!,�L *=* %2…%“,2�29…% 
,…"�!“,,, 2=* , C% %K!=?�…,7 "!�)�…,, 2.�. …=*=3*= 
3!="…%"�8,"=�2 C%2�!, (γ1=-γ2; ω1=ω2). m�“)%2!  …= 
…�.!),2%"%“29 ƒ=*=3,, “C�*2! 3=“2%2 %*=ƒ/"=�2“  
"�?�“2"�……/), , 3=“2%2/ !=“?�C2 72“  *%5*= “" ƒ9 

C!�"/8=�2 “*%!%“29 …=*=3*,/C%2�!9 (g>|γ|; !,“. k). o!, 
“2=K%L “" ƒ,, “,))�2!,  3�2…%“29-"!�) , *=* 5%"%!,2“ , 
…=!38=�2“ , , “C�*2! “2=…%",2“  *%)C2�*“…/). b 3=“2…%“2,, 
“,“2�)/ “ “,))�2!,�L 3�2…%“29-"!�)  C%ƒ"%2 72 “%ƒ*="=29 
%*…%)%*%"/� 2=ƒ�!/. Š%29*% *2  )%*/ “%%2"�2“2"37?�L 
!=“C!�*�2�…,7 %K2=“2�L …=*=3*, , C%2�!9 (*=* " .--�*2� 
a%!)=…=) *%“2,5=�2“  C!�"/8�…,� C%!%5= …=*=3*, (!,“. l 
=*=C2,!%"=… ,ƒ !=K%2/ [172]).

p=“?�C*�…,� p=K, ,*, .--�*2 `32*�!=-Š=3…“=. }2%2 .--�*2 
…=K27*=�2“  " !�›,)� “,29…%L “" ƒ,, *%5*= )%*/ 
%K)�…,"=72“  .…�!5,�L …=)…%5% K/“2!��, 3�) .…�!5,  
32�*=�2 ,ƒ .2,. )%*. b !�ƒ3292=2� %K!=ƒ372“  *"� 5,K!,*…/� 
)%*/, 3=“2%2/ *%2%!/. %2?�C2 72“  %2 3=“2%2/ 
…�"ƒ=,)%*�L“2"37?,. )%* (!,“. i). o%2%“= C!%C3“*=…,  
)�›*3 )%*=), (!,“. j, C�!�C�3=2=… ,ƒ !=K%2/ [147]) 
…=C%),…=�2 C%2%“3 %*…= C!%ƒ!=3…%“2, }ho (!,“. d), %*…=*% 
%…= …� “" ƒ=…= “ *�“2!3*2,"…%L ,…2�!-�!�…I,�L )%*, *=* " 
“233=� }ho.

}--�*2 j�!*�!=. }2%2 .--�*2 %22,3=�2“  %2 !�ƒ%…=…“= t=…%, 
2.*. …� 2!�K3�2 …�C%“!�*“2"�……%5% "ƒ=,)%*�L“2",  )�›*3 
*"3)  )%*=),. b)�“2% .2%5% " .--�*2� ƒ=*�L“2"%"=…% 
%22,3,� " C!%“2!=…“2"�……%L “,))�2!,, )%*. }2�*2!,3�“*,� 
(ED) , )=5…,2…/� (MD) *,C%29…/� )%*/ …�3�2…/� (3�2…/�) 
C% %2…%8�…,7 * ,…"�!“,, (!,“. g). }2% C%ƒ"%2 �2 C%*=",29 
!=““� …,� ,2, "C�!�* (C�!"%� 3“2%",� j�!*�!=), ,2, …=ƒ=* 
("2%!%� 3“2%",� j�!*�!=) C!, ,ƒ)�…�…,, %2…%“,2�29…%L 
-=ƒ/ …= π C!, C!%.%›*�…,, !�ƒ%…=…“=. d,=5!=))/ 
…=C!="2�……%“2, C%*=ƒ=…/ …= !,“. h ("%“C!%,ƒ"�*�…% ,ƒ 
!=K%2/ [166]).

|

|

Рисунок 33 — Сводная таблица основных резонансных явлений в фотонике.
Таблица перепечатана из статьи [16]
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Эффект Бормана

Эффект Бормана состоит в появлении аномально больших значениях про­
пускания электромагнитных волн через кристалл с поглощающими атомами
или структурными элементами на частотах брэгговской дифракции [144—146;
161; 162]. Этот эффект напоминает ЭИП, однако для описания эффекта Борма­
на следует рассматривать пространственные координаты вместо времени, т.е.
частоты должны быть заменены пространственной частотой, т.е. волновым чис­
лом 𝜔 → 𝑘. В этом случае 𝑥1 и 𝑥2 являются амплитудами волн, распространяю­
щихся во встречных направлениях, а 𝜔1 = −𝜔2 соответствуют квазиволновому
вектору блоховской волны на границе зоны Бриллюэна. Коэффициент связи 𝑔
соответствует фурье-компоненте диэлектрической проницаемости. Постоянные
затухания 𝛾1 = −𝛾2 описывают затухание, связанное с поглощением, и имеют
противоположный знак, так как волны двигаются навстречу друг другу. Таким
образом, эффект Бормана соответствует линии 𝛾1 = −𝛾2 на диаграмме рис. 1.

Эффект Бормана можно объяснять следующим образом. На определен­
ной длине волны минимумы электрического поля блоховской волны соответ­
ствуют областям с поглощением, что приводит к уменьшению поглощения (см.
схему 33e). Математически это соответствует тому, что недиагональные эле­
менты матрицы (3.3) зануляют друг друга, делая систему прозрачной |𝑡| ≈ 1,
напоминая случай ЭИП.

Эффект Керкера

Интересные эффекты могут наблюдаться даже при отсутствии прямого
взаимодействия между двумя модами. Взаимодействие может возникать по­
средством интерференции расходящихся волн в дальней волновой зоне. Среди
таких эффектов широкую известность приобрел эффект Керкера, т.е. подавле­
ние амплитуды рассеяния на частице из-за интерференции волны, рассеянных
посредством возбуждения электрического и магнитного диполей [163—166]. В
модельном уравнении (3.3) эффект Керкера соответствует пренебрежимо мало­
му значению параметра связи 𝑔 ≈ 0 и сравнимым амплитудам вынуждающих
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сил 𝑓1 ≈ 𝑓2. Отличие эффекта Керкера от резонанса Фано и ЭИП состоит в
том, что обе моды взаимодействуют с вынуждающей силой. Кроме этого, со­
отношение затуханий может быть произвольным. Таким образом, эффект Кер­
кера может наблюдаться во всем диапазоне значений 𝛾1,𝛾2 ≫ 𝑔 (фиолетовый
цвет на рис. 1). В литературе принято выделять так называемые условия Кер­
кера, соответствующие подавлению рассеяния назад (первое условие Керкера)
и подавлению рассеяния вперед (второе условие Керкера), возникающие при
𝑥1 = 𝑥2 и 𝑥1 = 𝑥*2, соответственно (см. схему 33g и 33h).

Отметим, что области наблюдения эффекта Керкера в случае малости
одного из параметров затухания совпадает с областями для резонанса Фано
и электромагнитно индуцированной прозрачности (рис. 1). Подобная ситуация
будет обсуждаться ниже при анализе диаграммы направленности антенн Яги­
Уда.

Режим сильной связи

Режим сильной возникает, когда скорость затухания обеих мод гораздо
меньше скорости обмена энергией между ними 𝛾1,𝛾2 ≪ 𝑔. Таким образом, в
отличие от рассмотренных ранее резонансов Фано, ЭИП и эффекта Керкера,
режим сильной связи соответствует центральной области первого квадранта
диаграммы на рис. 1. В режиме сильной связи вещественные части собствен­
ных частот системы с двумя связанными модами расщепляются на величину
удвоенного параметра связи |𝜔+ − 𝜔−| ≈ 2𝑔 в точке вырождения частот 𝜔1 и
𝜔2, которая возникает в системе без учета взаимодействия. Проводя аналогию
с квантовой оптикой, такое расщепление называют расщеплением Раби [155;
167; 168], а также иногда эффектом Аутлера-Таунса [147]. Отметим, что хотя
вещественные части частот 𝜔+ и 𝜔− расщепляются уже при 𝑔 = |𝜔+−𝜔−|/2 (см.
схему 33i), это расщепление можно наблюдать в спектрах только при условии,
что расщепление превосходит ширину спектральных линий, т.е. при условии
𝑔 ≫ 𝛾1,𝛾2, которое и принято считать критерием режима сильной связи.

В системе двух связанных кольцевых резонаторов, взаимодействующих с
волноводами, пропускание подавляется на частотах 𝜔+ и 𝜔− и восстанавлива­
ется до единицы между ними (см. схему 33j). В случае, когда ширина линий
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сравнима с параметром связи спектры пропускания в режиме сильной связи
можно ошибочно спутать со спектрами ЭИП (сравнить на схеме 33d и 33j).
Однако для этих двух эффектов физическая природа максимума между дву­
мя минимумами в спектрах пропускания различная. В режиме сильной связи
моды не возбуждаются на частоте пропускания, в то время как в ЭИП централь­
ная частота соответствует деструктивной интерференции двух осциллирующих
мод. Специфический признак режима сильной связи состоит в наблюдении рас­
талкивания резонансных линий в спектрах при изменении частот двух мод в
изучаемой системе [147; 155].

Симметрия четность-время

В неэрмитовых системах со сбалансированным соотношением накачки и
потерь (𝜔1 = 𝜔2 при 𝛾1 = −𝛾2) возможно наблюдать состояния, симметричные
по отношению к преобразованию четность-время [169—172]. Такие режимы, со­
ответствуют диагональной линии, пересекающей второй и четвертый квадран­
ты диаграммы на рис. 1. При |𝛾| < 𝑔 (мы опускаем индекс у затухания, т.к.
|𝛾1| = |𝛾2|) обе собственные частоты 𝜔+ и 𝜔− являются вещественными, несмот­
ря на наличие накачки и потерь (см. схему 33k). Однако при слабой связи
|𝛾| > 𝑔 симметрия четность-время собственных мод нарушается, и собственные
частоты становятся комплексными с мнимыми частями с противоположным
знаком. Отметим, что можно проследить определенную аналогию между режи­
мами с симметрией четность-время и нарушением симметрии четность-время с
одной стороны и режимами сильной и слабой связи с другой.

Системы со сбалансированными потерями и накачкой позволяют полу­
чить одномодовую лазерную генерацию кольцевого резонатора. Только одна
пара мод с заданным азимутальным числом соответствует режиму нарушения
симметрии четность-время. Соответственно мода с положительной мнимой ча­
стотой достигает порога лазерной генерации [172]. Принцип работы такого ла­
зера напоминает эффект Бормана, обсуждавшийся выше. Такое соответствие
четко прослеживается на диаграмме на рис. 1. Отметим, что такая аналогия
была обнаружена относительно недавно при изучении топологических краевых
состояний [173; 174]. Также, важно отметить, что в линейном режиме системы
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с симметрией четность-время остаются взаимными, т.е. коэффициент пропус­
кания структуры в одном направлении равен коэффициенту пропускания в об­
ратном направлении [175]. Невзаимные эффекты можно наблюдать только в
нелинейном режиме [171; 176].

Подводя итоги рассмотрения приведенной классификации резонансных
фотонных эффектов отметим, что для описания всего разнообразия систем бу­
дет необходимо выйти за рамки модели взаимодействия двух мод и уравнения
(3.3). Например, рассеяние на диэлектрических олигомерах [177] с выраженным
резонансом Фано удобно анализировать как интерференцию коллективных соб­
ственных мод всех частиц, вместо рассмотрения связанных дипольных мод,
возбуждающихся на каждом структурном элементе. Такая интерференция воз­
никает в силу неэрмитовости открытой системы, что приводит к появлению
асимметричных профилей резонанса Фано [177].

3.1.1 Анализ резонансов Фано

Прямой способ проверить наличие резонанса Фано в исследуемой фотон­
ной структуре состоит в разработке и исследовании теоретической модели, кото­
рая описывает основные спектральные особенности [21; 83; 178—181]. В экспери­
менте такая проверка состоит в аппроксимации спектральных линий формулой
Фано (3.2) при изменении различных параметров как самой структуры, так
и экспериментальной установки (например, изменение длины волны возбужда­
ющего лазера). Ниже мы проиллюстрируем оба этих подхода на нескольких
примерах наблюдения резонансов Фано в диэлектрических фотонных струк­
турах. Особое внимание уделим нахождению параметра Фано, определяющего
характерный асимметричный профиль спектрального отклика (34) и отвечаю­
щего за степень взаимодействия между эффективным дискретным состоянием
и континуумом.

Параметр Фано 𝑞, который равняется котангенсу разности фаз 𝛿 между
двумя модами, зависит от материалов, геометрии структуры, условий экспери­
мента. При этом не существует общего правила, определяющего какие именно
параметры следует менять, чтобы получить желаемую форму контура в спек­
тре, т.е. желаемое значение параметра Фано. В тоже время для большинства
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Рисунок 34 — Параметр Фано в зависимости от разности фаз 𝛿. Параметр Фано
𝑞(𝛿) является функцией с периодом 𝜋. Вставки демонстрируют спектральный
профиль резонанса Фано 𝜎(𝜔), вычисленный по формуле (3.2) для характерных
значений 𝑞(𝛿). Формула (3.2) сводится к формуле Лоренца (3.1) в случаях: 𝛿 → 𝑛𝜋

(для целых 𝑛), который соответствует 𝑞 → +∞, и 𝑞 → −∞. Кроме этого, при
𝛿 = (𝑛 + 1/2)𝜋, 𝑞 = 0 резонанс Фано имеет симметричный квазилоренцевский
спектральный профиль (окно прозрачности). Рисунок воспроизводится по статье
[16].
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конкретных систем можно предложить специальную процедуру изменения па­
раметров, приводящую к тому, что параметр Фано будет принимать желаемое
значение.

Как было показано в работе [182], если внешняя сила не взаимодействует с
континуумом (𝑞 → ±∞), контур резонанса имеет вид обычного симметричного
контура Лоренца (см. рис. 34). Если континуум состояний не взаимодейству­
ет с дискретным состоянием, резонанс Фано проявляется как симметричный
квази-лоренцевский антирезонанс на фоне широкого спектра (𝑞 = 0), который
обращается в минимуме в нуль по амплитуде. Однако в экспериментах этот
минимум часто отличается от нуля из-за наличия нескольких широких спек­
тральных контуров, образующих наблюдаемый спектр. Фоновую компоненту,
не участвующую в интерференции с узкой модой, можно учесть при помощи
коэффициента взаимодействия 𝜂 ∈ [0..1] [166]

𝜎(Ω) = 𝐷2

[︂
(𝑞 + Ω)2

1 + Ω2
𝜂 + (1 − 𝜂)

]︂
. (3.6)

Ниже кратко проиллюстрируем анализ параметра Фано на примере структур
разной размерности: от точечных систем нулевой размерности (0D) до трехмер­
ных (3D) объектов.

0D системы: сферические частицы и цилиндры

В 1908 году Густав Ми опубликовал статью, в которой представил анали­
тическое решение уравнений Максвелла для случая рассеяния плоской волны
на сферической частице [183]. Ровно через 100 лет в 2008 году авторы работы
[184] обратили внимание на сходство формы спектров в оптической задаче о
рассеянии Ми и квантовомеханической задаче о резонансах Фано. В 2013 году
в результате численных экспериментов мы показали, что хорошо известное ре­
зонансное рассеяние Ми на частицах с высоким показателем диэлектрической
проницаемости если ни что иное, как каскады резонансов Фано в спектрах рас­
сеяния [82]. Этот вывод был сделан для случая диэлектрических цилиндров
[82; 83], а в последствии, со ссылками на наши работы аналогичный резуль­
тат был получен для диэлектрических сфер [180; 181] и сферических частиц
типа ядро в оболочке [185]. Было продемонстрировано, что каждая парциаль­
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ная волна может быть представлена двумя интерферирующими компонентами.
Первая – нерезонансное фоновое рассеяние, а вторая компонента связана с резо­
нансной модой Ми. Их интерференция приводит к типичному асимметричному
профилю резонанса Фано [82]. Рассчитанные значения параметра Фано 𝑞 для
рассеяния на цилиндрах демонстрируют периодическую котангенциальную за­
висимость (см. рис. 35d). Для сферических частиц наличие резонанса Фано
было установлено аналитически [180; 181; 185] (см. рис. 35b). Подробнее эти
результаты будут описаны в следующем разделе настоящей Главы.

1D системы: структуры с беспорядком

При обсуждении резонансов Фано обычно говорят о когерентном рассея­
нии на упорядоченной структуре, поскольку это интерференционный эффект.
Однако как экспериментальные, так и теоретические результаты демонстриру­
ют, что резонансы Фано могут возникать в неупорядоченных структурах, на­
пример в 1D фотонной структуре, состоящей из чередующихся слоев 𝐴 и 𝐵

[179; 189], а также в апериодических фотонных структурах, например, в квази­
кристаллах [190]. Если в 1D структуре, состоящей из слоев 𝐴 и 𝐵, все слои 𝐴
одинаковы, а в слоях 𝐵 диэлектрическая проницаемость флуктуирует [179; 189]
(рис. 35e), то возникает резонанс Фано, связанный с интерференцией неском­
пенсированной компоненты рассеяния Фабри-Перо на слоях B с брэгговской
компонентой рассеяния на кристаллической ячейке 𝐴𝐵. Этот пример будет де­
тально описан в Главе 4.

2D системы: микрорезонаторы и волноводы

Одна из наиболее известных фотонных систем, в которой возникает ре­
зонанс Фано, может быть реализована следующим образом. В волноводе фор­
мируется низкодобротный резонатор Фабри-Перо благодаря внедрению двух
отражающих элементов. Конструктивно формируется связь между низкодоб­
ротным резонатором Фабри-Перо и высокодобротным микрорезонатором [191;
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Рисунок 35 — Фотонные объекты и соответствующие им параметры Фано 𝑞. a
Диэлектрическая однородная сфера. b 𝑞 для диэлектрической сферы в зависимо­
сти от параметра 𝑥 = 2𝜋𝑟/𝜆. c Диэлектрический однородный цилиндр. d 𝑞 для
мод с разным азимутальным числом TE0𝑘 (красный), TE1𝑘 (зеленый) и TE2𝑘 (си­
ний), возбуждающихся в цилиндре с диэлектрической проницаемостью 𝜀1 = 50

в воздухе. e 1D структура, состоящая из чередующихся слоев A и B со случай­
ной величиной диэлектрической проницаемости в слоях B. f 𝑞 для брэгговской
зоны третьего порядка. Кривые и значки соответствуют параметру 𝑞 рассчитан­
ному аналитически (кривые линии) и полученному из спектров аппроксимаци­
ей (кружки). g Волновод с высокодобротным резонатором и парой отражателей,
формирующих низкодобротный резонатор Фабри-Перо. h 𝑞, вычисленный для от­
ражателей с 𝑟2 = 0.1 (пунктир), 𝑟2 = 0.3 (точки) и 𝑟2 = 0.5 (сплошная линия).
Кружки – значения, полученные в результате аппроксимации спектров, рассчи­
танных непосредственно для фотонно-кристаллической структуры. i Изображе­
ние опала, полученное методом сканирующей электронной микроскопии (СЭМ). j
𝑞 в зависимости от диэлектрической проницаемости жидкого заполнителя опало­
вой матрицы 𝜀𝑓 , определенный из экспериментальных спектров для трех образцов
разной толщины. Сплошная кривая – вспомогательная линия, показывающая об­
щую тенденцию. k СЭМ изображение неупорядоченного опала с 50% концентра­
цией вакансий. l 𝑞 в зависимости от концентрации вакансий для разного числа
слоев от одного до более чем тридцати. Рисунки перепечатаны из статей: b [180],
d [82], f [179], g, h [21], i [186], j [187], k,l [188].
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192]. Для такой системы (рис. 35g), можно получить формулу Фано аналити­
чески [21]. При этом система устроена таким образом, что при изменении пле­
ча резонатора Фабри-Перо разность фаз между резонаторами изменяется не
монотонно. В результате параметр Фано 𝑞 при изменении расстояния между
рассеивателями демонстрирует не котангенциальную, а скорее синусоидальную
зависимость, представленную на рис. 35h. Подробнее эта система будет описана
в Главе 6.

3D системы: опалы

Синтетические опалы можно рассматривать как классический пример
3D фотонных структур для видимого диапазона электромагнитных волн. Опа­
лы образованы субмикронными сферическими частицами аморфного диоксида
кремния a-SiO2 (рис. 35i). Флуктуация диэлектрической проницаемости опало­
вых частиц приводит к возникновению индуцированной беспорядком фоновой
компоненты рассеяния, соответствующей рассеянию Ми на сферических части­
цах a-SiO2. Относительно узкая полоса брэгговского рассеяния взаимодействует
с этим рассеянием Ми посредством конструктивной или деструктивной интер­
ференции, приводя к появлению резонанса Фано [187]. Подробнее эти результа­
ты описаны в Главе 4.

Сильно неупорядоченные фотонные кристаллы со случайным расположе­
нием рассеивателей [188] могут быть сформированы благодаря технологии быст­
рого формирования опаловой структуры (см. рис. 35k) [193]. Степень беспоряд­
ка можно охарактеризовать процентом недостающих сферических частиц от­
носительно идеальной гранецентрированной кубической решетки опалов. Было
показано, что число вакансий приводит к изменению не только интенсивности,
но и собственно механизма рассеяния света на такой структуре. Фоновое излу­
чение, индуцированное беспорядком, интерферирует с узкими брэгговскими по­
лосами, приводя к возникновению резонанса Фано. При изменении числа вакан­
сий спектры рассеяния света демонстрируют трансформацию, напоминающую
трансформацию спектров синтетических опалов [187]. Обычный пик брэгговско­
го отражения становится провалом, который можно описать параметром Фано
𝑞 = 0. При достижении концентрации дефектов определенного порога параметр
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Фано изменяет свой знак (рис. 35l), указывая на смену режима рассеяния от
рассеяния на монокристалле к рассеянию на мозаике отдельных микрокристал­
литов. Область перехода соответствует максимальному рассеянию, после чего
система возвращается к состоянию со слабым рассеянием и обычной брэггов­
ской дифракцией [188].

3.2 Резонансное рассеяние Ми как каскады резонансов Фано

Рассеяние Ми [113; 194; 195] малыми частицами является фундаменталь­
ным оптическим явлением, которое сопровождает нас в повседневной жизни, а
также определяет физические свойства различных структур и элементов совре­
менных приборов. В частности, голубым цветом нашего неба мы обязаны рас­
сеянию Ми, которое также играет ключевую роль в формировании фотонных
стоп-зон в целом ряде периодических структур [189], определяет транспортные
и оптические свойства фотонных стекол [189; 193; 196], случайных лазеров
(random lasers) [197; 198], метаматериалов [8; 111; 199; 200], наноантенн [201—
203].

Аналитическое решение задачи о рассеянии электромагнитной волны на
однородной сфере произвольного радиуса и с произвольной диэлектрической
проницаемостью было получено независимо в ряде работ, основными из кото­
рых являются работы Лоренца [204], Лава [205], Ми [183] и Дебая [206]. В настоя­
щее время теорию, которая описывает это рассеяние, принять называть теорией
Лоренца-Ми. Эта теория позволяет найти точное аналитическое решение для
задачи рассеяния плоской электромагнитной волны на однородном изотропном
шаре радиуса 𝑟 с известным относительным комплексным показателем прелом­
ления 𝑛 в виде бесконечных рядов для компонент внутреннего и рассеянного
полей. Первоначально под рассеянием Ми подразумевалось рассеяние электро­
магнитных волн на однородной сфере в 3D пространстве, однако в настоящее
время круг рассеивающих объектов расширен и в него обычно включают раз­
личные тела вращения, в том числе эллипсоиды и цилиндры [113]. В последнем
случае речь идет о рассеянии в 2D плоскости, перпендикулярной оси цилиндра.

Характерной особенностью рассеяния Ми является его резонансный харак­
тер в определенной области спектра, когда целое число длин волн совпадает с



117

оптической «толщиной» 𝑛𝑟 рассеивающей частицы. Резонансы наблюдаются,
когда частота падающей волны 𝜔 совпадает с одной из собственных частот
частицы 𝜔0 (имеются ввиду частоты, соответствующие квази-стационарным со­
стояниям [207]). Это приводит к излучению частицей электромагнитных волн
на той же частоте 𝜔0 и к интерференции между резонансными колебаниями,
излученными частицей и нерезонансным рассеянием на частице. Возникает во­
прос, какие интерференционные эффекты могут при этом наблюдаться?

Обсуждая резонансное рассеяние Ми следует отметить, что для этого ти­
па рассеяния резонанс Фано уже рассматривался в литературе. В частности, в
рамках модели Фано рассматривалась интерференция между различными Ми
модами [208; 209]. В то же время наиболее очевидный случай интерференции,
а именно – интерференция между нерезонансным рассеянием на частице и вол­
ной, переизлученной на частоте резонанса Ми, в литературе, насколько нам
известно, до публикации наших работ не рассматривался.

В данном разделе представим детальный анализ задачи об интерференции
нерезонансной волны с каскадом переизлученных волн, обусловленных резонан­
сами Ми различного порядка и различной симметрии. В качестве рассеивающей
частицы мы выбрали бесконечный однородный цилиндр. Такой выбор обуслов­
лен рядом причин. Во-первых, цилиндры являются структурными элементами
2D фотонных кристаллов, которые используются на практике. Во-вторых, за­
дачу о рассеянии света на цилиндре можно свести к 2D случаю, если рассмат­
ривать падающий луч в плоскости, перпендикулярной его оси. При этом вид
уравнений заметно упрощается, причем основные выводы имеют общих харак­
тер и применимы к любому телу вращения, включая сферу. Основной вывод
раздела состоит в том, что резонансное рассеяние Ми в пространстве, окру­
жающем рассеивающую частицу, представляет собой каскад резонансов Фано,
причем каждая полоса, соответствующая определенному резонансу, описывает­
ся по классической формуле Фано.

3.2.1 Обобщенная формула Фано

Начнем изложение результатов с обобщения классической формулы Фано
[133; 135] на случай многокомпонентного фонового рассеяния. Как было про­
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демонстрировано в различных оптических экспериментах [138; 139; 187; 210],
фоновое рассеяние, наблюдаемое в области узкой полосы, может состоять из
нескольких компонент, как минимум из двух, что обусловлено наличием раз­
ных механизмов рассеяния - фононный, электронный, плазмонный, рассеяние
на дефектах и прочее. Одна из компонент когерентна узкой полосе, интерфери­
рует с ней и определяет форму ее контура. Остальные компоненты имеют дру­
гую природу, не интерферируют с узкой полосой, однако должны учитываться
в формулах, описывающих рассеяние света в системе с резонансом Фано.

Рассмотрим задачу об интерференции двух волн, одна из которых соответ­
ствует спектрально широкой полосе, а вторая – резонансной спектрально узкой
полосе с амплитудой, пропорциональной функции Лоренца

𝐿(𝜔) =
Γ

𝜔 − 𝜔0 + 𝑖Γ
, (3.7)

где 𝜔0 и Γ – положение и ширина резонанса соответственно. Введем безразмер­
ную частоту Ω = (𝜔 − 𝜔0)/Γ и запишем выражение (3.7) в виде

𝐿(𝜔) =
1

Ω + 𝑖
. (3.8)

Итак, мы рассматриваем две волны, одна из которых имеет вид𝐴(𝜔)𝑒𝑖𝜙𝐴(𝜔)𝐿(𝜔),
а другая - 𝐵(𝜔)𝑒𝑖𝜙𝐵(𝜔). Будем считать, что 𝐴(𝜔), 𝐵(𝜔), 𝜙𝐴(𝜔) и 𝜙𝐵(𝜔) являются
вещественными функциями с частотной зависимостью, которой можно прене­
бречь по сравнению с частотной зависимостью функции Лоренца 𝐿(𝜔). Нас
интересует результирующая волна, интенсивность которой имеет вид

𝐼(𝜔) =

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑒𝑖Δ +𝐵(Ω + 𝑖)

Ω + 𝑖

⃒⃒⃒⃒2
, (3.9)

здесь ∆(𝜔) = 𝜙𝐴(𝜔) − 𝜙𝐵(𝜔) - разность фаз двух волн на частоте 𝜔. Запи­
шем формулу, описывающую интерференцию Фано с учетом дополнительного
фонового невзаимодействующего рассеяния в виде

𝐼(𝜔) =

(︂
(𝑞 + Ω)2

1 + Ω2
𝜂 + (1 − 𝜂)

)︂
𝐼𝑏𝑔, (3.10)

где 𝑞 - параметр Фано [133], 𝐼𝑏𝑔 - полная интенсивность фонового рассея­
ния, невзаимодействующая компонента которого описывается коэффициентом
𝜂 ∈ [0..1]. Приравняв выражения (3.9) и (3.10) для интенсивности 𝐼(𝜔), можно
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выразить 𝑞, 𝜂 и 𝐼𝑏𝑔 через параметры 𝐹 = 𝐴/𝐵, 𝐵 и ∆:

𝑞 =
𝐹 + 2 sin ∆ +

√
𝐹 2 + 4𝐹 sin ∆ + 4

2 cos ∆
, (3.11a)

𝜂 =
2𝐹 cos2 ∆

𝐹 + 2 sin ∆ +
√
𝐹 2 + 4𝐹 sin ∆ + 4

, (3.11b)

𝐼𝑏𝑔 = 𝐵2. (3.11c)

При 𝜂 = 1 (невзаимодействующее фоновое рассеяние отсутствует) и 𝐴 =

1 получаем классическую формулу Фано [133; 135] для интенсивности узкой
линии в единицах сечения рассеяния фоновой компоненты:

𝐼(𝜔) =
(𝑞 + Ω)2

1 + Ω2
sin2 ∆, (3.12)

при этом выполняются следующие соотношения:

𝑞 = cot ∆, 𝐵 = sin ∆. (3.13)

Формулу Фано часто приводят в виде выражения (3.12), деленного на коэффи­
циент

(︀
𝑞2 + 1

)︀
, который нормирует резонансную часть амплитуды рассеяния к

сечению рассеяния фоновой компоненты:

𝐼(𝜔) =
1

𝑞2 + 1

(𝑞 + Ω)2

1 + Ω2
(3.14)

Выражение (3.14), описывающее интерференцию Фано, позволяет легко про­
анализировать форму узкой резонансной линии. В зависимости от знака и
величины параметра 𝑞 контур узкой линии принимает четыре характеристи­
ческие формы (см. рис. 34). Две из них соответствуют симметричной линии
Лоренца: при 𝑞 → ±∞ имеем обращенную вверх в шкале интенсивности ли­
нию 𝐼(𝜔) = 1/(1 + Ω2) (пик на фоновой компоненте), а при 𝑞 = 0 линия
𝐼(𝜔) = Ω2/(1 + Ω2) обращена вниз, т.е. в спектре фонового рассеяния наблюда­
ется провал. Отметим, что при 𝑞 = 0 на резонансной частоте 𝜔 = 𝜔0 получаем
Ω = 0 и, соответственно, 𝐼(𝜔) = 0. Следовательно, в отсутствие невзаимодей­
ствующей компоненты (𝜂 = 1) интенсивность рассеяния на частоте 𝜔0 обраща­
ется в ноль. При промежуточных значениях параметра Фано −∞ < 𝑞 < 0 и
0 < 𝑞 < +∞ узкая линия имеет асимметричную форму, которая меняет свою
асимметрию на зеркальную при прохождении параметра Фано через особые
точки 𝑞 = 0 и 𝑞 → ±∞.
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Следует также отметить, что абсолютная величина параметра Фано 𝑞

определяет относительную величину интенсивностей резонансной и нерезонанс­
ной компонент: отношение вероятности рассеяния по резонансному и нерезо­
нансному каналу составляет (𝜋/2)𝑞2 [133].

3.2.2 Рассеяние Ми на бесконечном цилиндре

Аналитическая теория Ми и обобщенная теория Лоренца-Ми, в которой
рассматривается дифракция произвольного векторного пучка на рассеивающей
частице, позволяют найти строгое решение для задачи рассеяния плоской моно­
хроматической электромагнитной волны на бесконечном изотропном цилиндре
радиуса 𝑟 с вещественной диэлектрической проницаемостью 𝜀1. Будем считать,
что цилиндр находится в воздушной среде с 𝜀2 = 1. Решения получаются в
виде бесконечных рядов для компонент рассеянного поля и поля внутри цилин­
дра и описываются цилиндрическими коэффициентами Лоренца-Ми 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛,
соответствующими электрическому и магнитному моменту [113].

В данном разделе в качестве примера рассмотрим TE-поляризацию, в ко­
торой вектор электрического поля E перпендикулярен оси цилиндра 𝑧 и от ну­
ля отличны компоненты электромагнитного поля (𝐸𝑥, 𝐻𝑦, 𝐻𝑧). Из дальнейших
рассуждений станет ясно, что выбор определенного рассеивателя (цилиндра) и
определенной поляризации (TE) не накладывает никаких ограничений на наши
выводы, справедливые для рассеяния Ми на любом теле вращения и в любой по­
ляризации. В поляризации TE рассеяние определяется одним цилиндрическим
коэффициентом Лоренца-Ми 𝑎𝑛 (𝑏𝑛 = 0).

Коэффициенты Лоренца-Ми находятся из условий непрерывности танген­
циальных составляющих поля (векторов E и H) на границе раздела между
цилиндром и окружающей средой. После определения коэффициентов Лоренца­
Ми электромагнитное поле может быть вычислено в любой точке пространства.
Условия непрерывности для TE поляризации и тангенциальных составляющих
компонент поля E и H имеют следующий вид:

𝑐𝐸𝑛𝐽𝑛(𝑥
√
𝜀2) + 𝐴𝑛𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2) = 𝐷𝑛𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1), (3.15a)

𝜀1𝐸𝑛
𝜕

𝜕𝑟
𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀2) + 𝜀1𝐴𝑛

𝜕

𝜕𝑟
𝐻(1)

𝑛 (𝑥
√
𝜀2) = 𝜀2𝐷𝑛

𝜕

𝜕𝑟
𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1). (3.15b)
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В этих выражениях справа стоит член, определяющий поле внутри ци­
линдра, а слева два члена, один из которых задает компоненту нерезонансно­
го рассеяния на цилиндре, а второй - резонансного рассеяния Ми. Параметр
𝑥 = 𝑟𝜔/𝑐 = 2𝜋 𝑟/𝜆 определяет безразмерную частоту, параметры 𝐸𝑛, 𝐴𝑛 и 𝐷𝑛 –
задают цилиндрические гармоники амплитуд падающего, рассеянного и внутри­
цилиндрового магнитного поля, соответственно. В выражения входят функции
Бесселя 𝐽𝑛(𝜁) и Ханкеля 𝐻

(1)
𝑛 (𝜁). Коэффициент Лоренца-Ми для рассеянно­

го магнитного поля определяется как 𝑎𝑛 = 𝐴𝑛/𝐸𝑛. Дополнительно к канони­
ческому коэффициенту 𝑎𝑛 мы используем коэффициент «типа Лоренца-Ми»
𝑑𝑛 = 𝐷𝑛/𝐸𝑛, характеризующий поле внутри цилиндра.

Используя систему уравнений (3.15) определяем коэффициенты Лоренца­
Ми 𝑎𝑛 и 𝑑𝑛:

𝑎𝑛 =
𝜀2𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀2)

𝜕
𝜕𝑟𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1) − 𝜀1

𝜕
𝜕𝑟𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀2)𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1)

𝜀1
𝜕
𝜕𝑟𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2)𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1) − 𝜀2𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2)

𝜕
𝜕𝑟𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1)

, (3.16a)

𝑑𝑛 =
𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀2)

𝜕
𝜕𝑟𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2) −𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2)

𝜕
𝜕𝑟𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀2)

𝐽𝑛(𝑥
√
𝜀1)

𝜕
𝜕𝑟𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2) − 𝜀2

𝜀1
𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2)

𝜕
𝜕𝑟𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1)

. (3.16b)

Резонансные моды цилиндра, возбуждаемые в поляризации TE, будем
обозначать как TE𝑛𝑘. Индекс 𝑛 = 0,1,2 . . . соответствует порядку мультиполя
(𝑛 = 0 - диполь, 𝑛 = 1 – квадруполь и т.д.), а индекс 𝑘 = 1,2,3 . . . определяет по­
рядок резонанса для каждого 𝑛. В качестве интегральной характеристики рас­
сеяния рассматривают величину 𝑄𝑠𝑐𝑎 = 2

𝑥

∑︀+∞
𝑛=−∞ |𝑎𝑛|2 [113]. Таким образом, эф­

фективность рассеяния на собственной моде цилиндра, соответствующей опре­
деленному значению 𝑛, определяется как 𝑄𝑠𝑐𝑎,0 = 2

𝑥 |𝑎0|
2 и 𝑄𝑠𝑐𝑎,𝑛 = 4

𝑥 |𝑎𝑛|
2 при

𝑛 ̸= 0. На рис. 36 представлены спектральные зависимости 2
𝑥 |𝑎0|

2 и 2
𝑥 |𝑑0|

2, кото­
рые определяют рассеянное и внутреннее поле для собственной моды цилиндра
с симметрией диполя (𝑛 = 0), т.е. для резонансов Ми симметрии TE0𝑘. Расчет
выполнен с использованием уравнений (3.16) для случая высокого контраста
(𝜀1 = 50), когда резонансы становятся достаточно узкими. Как видно из рисун­
ка, спектральные зависимости коэффициентов 𝑎𝑛 и 𝑑𝑛 существенно разнятся. В
частности, коэффициент |𝑑0|2, описывающий поле внутри цилиндра, имеет клас­
сический резонансный характер с симметричными лоренцевскими полосами,
соответствующими резонансам Ми TE0𝑘. Квазипериодический характер функ­
ций Бесселя и Ханкеля определяет квазипериодическую последовательность
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Рисунок 36 — Спектральная зависимость квадратов модулей коэффициентов
Лоренца-Ми |𝑎0|2 (пунктирная кривая) и |𝑑0|2 (сплошная кривая), нормирован­
ных на множитель 2/𝑥. Расчет проведен с параметрами 𝜀1 = 50 и 𝜀2 = 1.
𝑥 = 𝑟𝜔/𝑐 = 2𝜋 𝑟/𝜆. Рисунок воспроизводится по статье [211].
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резонансов Ми в частотной шкале. В отличие от спектральной зависимости
|𝑑0|2, спектр рассеянного цилиндром поля |𝑎0|2 характеризуется последователь­
ностью асимметричных контуров, расположенных на тех же частотах 𝑥, что и
Ми моды цилиндра TE0𝑘.
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Рисунок 37 — Спектры интегрального сечения 𝑄𝑠𝑐𝑎 в TE поляризации при рассея­
нии Ми на бесконечном однородном цилиндре с диэлектрической проницаемостью
𝜀1 = 10, 20, 30, 40, 50, диэлектрическая проницаемость окружающей среды 𝜀2 = 1.
Спектры сдвинуты по вертикали на величину, приведенную в скобках под соот­
ветствующей кривой. Резонансы Ми TE𝑛𝑘 классифицированы для спектров при
𝜀1 = 10 и 𝜀1 = 50. Рисунок воспроизводится по статье [211].

На рис. 37 представлена спектральная зависимость коэффициентов Ло­
ренца-Ми в низкочастотной области спектра, где наблюдаются компоненты
TE𝑛𝑘 до мультиполей шестого порядка. Видно, что в исследованном диапазоне
мультипольные моды порядка 𝑛 > 2 имеют очень малую ширину. Расчетные
спектры приведены для пяти значений диэлектрической проницаемости цилин­
дра 𝜀1 = 10, 20, 30, 40 и 50. Видно, что с увеличением 𝜀1 резонансы существенно
сужаются и смещаются в низкочастотную область спектра. Приступим теперь к
изложению основного результата данного раздела, а именно, продемонстрируем
интерференционную природу классического рассеяния Ми, которая описывает­
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ся в рамках резонанса Фано. С этой целью запишем совместно два соотноше­
ния: (3.17а) - выражение для рассеянного цилиндром электромагнитного поля,
которое определяется коэффициентом Лоренца-Ми 𝑎𝑛; (3.17b) - аналитическое
выражение, описывающее возникновение резонанса Фано при интерференции
узкой полосы (симметричный лоренциан) и медленно меняющегося фонового
рассеяния (плоская волна):

𝜀1𝑎𝑛
𝜕

𝜕𝑟
𝐻(1)

𝑛 (𝑥
√
𝜀2) = 𝜀2𝑑𝑛

𝜕

𝜕𝑟
𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1) +

[︂
−𝜀1𝐸𝑛

𝜕

𝜕𝑟
𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀2)

]︂
, (3.17a)

(𝑞 + Ω)2

1 + Ω2
sin2 ∆ = 𝐴(𝜔)𝑒𝑖𝜙𝐴(𝜔)

1

Ω + 𝑖
+𝐵(𝜔)𝑒𝑖𝜙𝐵(𝜔). (3.17b)

Из соотношений (3.17) следует прямая аналогия между рассеянием Ми и ре­
зонансом Фано. Действительно, анализируя правую часть соотношения (3.17а)
мы можем идентифицировать два члена, один из которых описывает узкие по­
лосы резонансов Ми 𝜀2𝑑𝑛

𝜕
𝜕𝑟𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀1) с формой линий, соответствующих сим­

метричному лоренциану (рис. 1), а второй член
[︀
−𝜀1𝐸𝑛

𝜕
𝜕𝑟𝐽𝑛(𝑥

√
𝜀2)
]︀

изменя­
ется существенно медленнее по сравнению с первым при выполнении соотно­
шения

√
𝜀1 ≫ √

𝜀2. Таким образом, рассеяние Ми, определяемое компонентой
𝜀1𝑎𝑛

𝜕
𝜕𝑟𝐻

(1)
𝑛 (𝑥

√
𝜀2), является результатом интерференции Фано между широко­

полосной волной и узкими линиями, которые излучает цилиндр на резонансных
частотах.

Чтобы проверить этот вывод, мы, во-первых, произвели аппроксимацию
контуров резонансных линий TE𝑛𝑘 формулой (3.12), чтобы удостовериться в
том, что спектр функции |𝑎0|2 действительно состоит из каскада резонансов
Фано. Во-вторых, для каждого обработанного контура был определен параметр
Фано 𝑞, благодаря чему была построена результирующая спектральная зависи­
мость 𝑞(𝑥).

Задача аппроксимации спектральных зависимостей |𝑎0|2 была решена сле­
дующим образом. Наш оригинальный подход основан на том, что при интерфе­
ренции узкого резонанса 𝐿(𝜔) с плоской волной 𝐵𝑒𝑖𝜙(𝜔) не происходит измене­
ния собственной резонансной частоты 𝜔0 и ширины линии Г. При интерферен­
ции меняется лишь форма линии, которая характеризуется параметром Фано 𝑞
и амплитудой линии в спектре. Используя этот факт, мы провели расчет элек­
тромагнитного поля внутри цилиндра |𝑑0|2 и определили точные значения 𝜔0

и Г для лоренцевских контуров и, затем, используя эти параметры, произвели
аппроксимацию спектра |𝑎0|2 для определения параметра 𝑞. На рис. 38 представ­
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значения параметра Фано 𝑞 указаны над рисунком. Рисунок воспроизводится по
статье [211].
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лены результаты аппроксимации спектра TE0𝑘 при значении диэлектрической
проницаемости цилиндра 𝜀1 = 50. Были обработаны все линии, а на рисунке
представлены наиболее характерные примеры. Видно, что спектры |𝑎0|2 демон­
стрируют все характерные черты резонанса Фано, включая трансформацию
резонансной полосы Ми от симметричного пика к симметричному провалу, а
также наличие зеркальной симметрии контуров Ми относительно особых точек
𝑞 = 0 и 𝑞 → ±∞. В частности, для цилиндра с высокой диэлектрической прони­
цаемостью (𝜀1 = 50) на малых частотах 𝑥 < 1 первый резонанс Ми TE01 имеет
профиль, близкий к симметричному Лоренцу (𝑞 → ∞). С увеличением 𝑥 резо­
нансный профиль сначала становится асимметричным (𝑞0,2 = 2.82 для TE0,2), а
затем переворачивается (TE0,5, 𝑞0,5 = 0.08). При дальнейшем увеличении 𝑥 резо­
нансная линия демонстрирует зеркальную асимметрию (𝑞0,7 = −0.95 для TE0,7),
а затем вновь приобретает форму симметричного пика (TE0,9,𝑞0,9 = 18.63). От­
метим, что все контуры линий Фано касаются нуля, что свидетельствует о том,
что невзаимодействующая компонента фонового рассеяния отсутствует 𝜂 = 0.

Результаты расчета спектральной зависимости параметра Фано 𝑞 для ре­
зонансных линий, соответствующих дипольной моде TE0𝑘 и квадрупольной мо­
де TE1𝑘 однородного бесконечного диэлектрического цилиндра представлены
на рис. 39. При расчетах использовались профили большого числа резонансов
(1 6 𝑘 6 9) в широком диапазоне диэлектрической проницаемости цилиндров
𝜀1 = 1 ÷ 100. Благодаря этому были получены наборы расчетных значений 𝑞,
которые фактически образуют непрерывные кривые и дают полное представ­
ление о поведении резонансов Ми. Зависимость 𝑞(𝑥)∼− cot(𝑥), установленная
для дипольной моды TE0𝑘 во всем диапазоне частот и, начиная с некоторых
значений частоты – для мультипольной моды TE1𝑘 напоминает классическую
зависимость параметра Фано от разности фаз 𝑞(∆) = − cot ∆ [135]. Эта зави­
симость демонстрирует связь формы узкого резонанса с разностью фаз между
резонансной модой и фоном для определенной частоты 𝜔. Аналогичная котан­
генциальная зависимость параметра Фано 𝑞 получена при изучении рассеяния
Фабри-Перо на 1D фотонной структуре, состоящей из последовательности пло­
скопараллельных пластин с неупорядоченностью по диэлектрической проница­
емости 𝜀 [179] и будет обсуждаться в Главе 4.

Обсудим теперь различие в поведении параметра Фано 𝑞(𝑥), которое на­
блюдается для дипольной моды TE0𝑘 и квадруполной моды TE1𝑘 при малых
значениях безразмерной частоты 𝑥 < 1 (рис. 39). Отметим, что с возрастанием
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моды TE2𝑘 (синие кружки). Рисунок воспроизводится по статье [211].
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𝑥 зависимости 𝑞(𝑥) для дипольной и квадрупольной моды совпадают. Причина
различия кроется в поведении функций Бесселя 𝐽𝑛(𝑥) для 𝑛 = 0 и 𝑛 ̸= 0 при ма­
лых значениях параметра 𝑥. Из рис. 39 видно, что различие в поведении 𝐽0(𝑥)

и 𝐽1(𝑥) прямо коррелирует с различием в поведении 𝑞(𝑥) (функции Бесселя
высших порядков также равны нулю в начале координат). При этом основная
зависимость, характеризующая резонанс Фано, 𝑞(∆) = − cot ∆ выполняется
при всех значениях 𝑥 и для всех мод TE𝑛𝑘.

В этом разделе мы рассмотрели резонансное рассеяние электромагнитных
волн на однородном бесконечном диэлектрическом цилиндре. Интенсивность
рассеянного света определяется разложением в бесконечный ряд по цилиндри­
ческим гармоникам и описывается коэффициентами Лоренца-Ми. При анализе
спектральной зависимости коэффициента Лоренца-Ми 𝑎0 обращает на себя вни­
мание необычная форма резонансных линий, которая, в общем случае, не имеет
ничего общего с симметричными лоренцевскими линиями, соответствующими
собственным модам Ми внутри цилиндра.

Проведенный анализ показал, что такая форма линий связана с интерфе­
ренцией нерезонансно рассеянной волны с волнами, переизлученными цилин­
дром на частотах собственных мод Ми. Волны когерентны, а их природа тако­
ва, что полуширины существенно разнятся. В результате возникают условия,
необходимые и достаточные для того, чтобы интерференция соответствовала
модели резонанса Фано. Следует отметить, что эти выводы не ограничивают­
ся рассеянием электромагнитных волн на цилиндре. Они основаны на прямой
аналогии между механизмом рассеяния Ми и механизмом возникновения резо­
нанса Фано. Таким образом, выводы справедливы для любой поляризации и
любого тела вращения, поддерживающего резонансы Ми.

Отметим, что после публикации наших работ с численным доказатель­
ством наличия резонанса Фано в рассеянии Ми [82] появилась работа [180], в
которой представлена строгая аналитическая теория рассеяния Ми на диэлек­
трических сферах и цилиндрах. Результатом работы является демонстрация
резонанса Фано в спектрах рассеяния. Авторы статьи [180] ссылаются на наши
работы и признают наш приоритет.
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3.3 Резонансы Фано и диаграмма направленности наноантенн

Телекоммуникационные потоки формируют мир, окружающий нас, и од­
ним из ключевых элементов современных сетей являются антенные устройства,
эффективно преобразующие сигналы, локализованные вблизи источников или
приемников, в распространяющиеся волны. С тех пор как Генри Герц продемон­
стрировал первую антенну в 1886 году, размеры, формы и материалы антенн
изменялись в соответствии с техническими потребностями, а также с появлени­
ем новых технологий (рис. 40). Вместе с развитием технологий, на протяжении
XX века развивалась теория антенн для радиодиапазона электромагнитного
спектра [218; 219]. Благодаря развитию нанотехнологий за последние 30 лет по­
явилась возможность уменьшить самые разные устройства до субмикронных
размеров, открывая новые перспективы их применения. В данном разделе бу­
дем рассматривать оптические наноантенны – устройства, преобразующие элек­
тромагнитную энергию, локализованную в ближнем поле, в распространяющи­
еся волны и наоборот. Такие устройства открывают уникальные возможности
для управления электромагнитными волнами на наномастштабах [220]. Наноан­
тенны вероятно станут ключевым элементом различных наноустройств с широ­
ким диапазоном применений [11; 217; 221—227]. Кроме этого, некоторые живые
организмы используют природные оптические антенны для эффективного по­
глощения солнечного света и запасания энергии [228; 229].

Современные эффективные радиоантенны работают благодаря резонанс­
ным явлениям, которые могут иметь самую разную природу, включая брэггов­
ский резонанс, связанный с периодическим расположением конструкционных
элементов [189]. Однако для работы с одиночными квантовыми источниками
света более перспективным представляется использовать антенны с понижен­
ной симметрией за счет добавления нескольких резонансных элементов. В ра­
диодиапазоне концепция таких антенн была предложена японским ученым Яги,
который добавил в схему антенны резонансный элемент (так называемая антен­
на Яги-Удо). Этот элемент в зависимости от резонансной частоты служит либо
‘рефлектором’, формирующим диаграмму направленности в противоположен­
ном направлении (относительно этого элемента), либо ‘директором’, формиру­
ющим диаграмму направленности в направлении вперед [212; 219]. Отметим,
что оптические наноантенны Яги-Уда на основе металлических стержней изу­
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Рисунок 40 — Мир антенн. Примеры различных устройств, имеющих в своей кон­
струкции антенны, а также отдельные антенны в координатах «размер антенны -
рабочая частота». Область «типичный размер - рабочая частота» выделена жел­
тым цветом. Кружки соответствуют экспериментальным результатам по изуче­
нию радио- и нано- антенн Яги-Уда [201; 212—217]. Красный кружок соответствует
экспериментальным данным, полученным в работе [166]. Рисунок воспроизводит­
ся по статье [166].
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чались в работах [11; 214—217; 230—232]. Кроме этого, сферические металличе­
ские наночастицы и разомкнутые кольцевые резонаторы также использовались
в качестве элементов оптических антенн Яги-Удо.

В данном разделе резонансные процессы, лежащие в основе работы ан­
тенн Яги-Удо, будут описаны на языке резонансов Фано [133]. Рассмотрим два
канала рассеяния, которые связанны со сферическими волнами, исходящими
от источников, имеющих разные координаты. В такой системе разность фаз в
дальней зоне будет зависеть от направления излучения. В случае резонансных
каналов рассеяния можно ожидать наблюдения пространственного резонанса
Фано.

Еще раз рассмотрим резонанс Фано как проявление интерференции двух
волн. Первая пропорциональна 𝐴𝑒𝑖𝛿𝐴(𝜀+𝑖)−1 (функции Лоренца) а вторая опре­
деляется медленно изменяющимся (по сравнению с шириной линии) фоновым
излучением 𝐵𝑒𝑖𝛿𝐵 . Здесь 𝐴, 𝐵, и 𝛿𝐴,𝐵 вещественные величины, изменением кото­
рых в интересующем нас интервале частот можно пренебречь. Интерференция
этих двух волн описывается обобщенной формулой Фано (3.6). При этом можно
выразить параметр 𝜂 в виде

𝜂 =
2𝐹 cos2 𝛿

𝐹 + 2 sin 𝛿 +
√
𝐹 2 + 4𝐹 sin 𝛿 + 4

, (3.18)

где 𝐹 = 𝐴/𝐵 и 𝛿 = 𝛿𝐴 − 𝛿𝐵 относительная интенсивность и фазовый сдвиг,
соответственно. В свою очередь, параметр Фано имеет вид

𝑞 = cos 𝛿 𝐹/𝜂. (3.19)

Покажем, что резонансный отклик дополнительного элемента Яги-Удо
приводит к возможности управления диаграммой направленности антенны. В
случае, если резонансный и нерезонансный источник волн имеют разное поло­
жение относительно центра антенны, то резонанс Фано приводит к подавлению
излучения в одних направлениях и усилению в других направлениях. В ре­
зультате, антенны с резонансным элементом позволяют переключать основной
лепесток между направлениями вперед и назад. В данном разделе рассмотрим
случай проявления резонанса Фано при изменении диаграммы направленности
в трехмерном пространстве, в отличие от анализа резонанса Фано в спектрах,
рассматриваемого ранее [14; 15; 142; 233]. Для антенн параметр Фано 𝑞, опре­
деляющий спектральную форму резонансной линии, как будет показано, имеет
зависимость от направления излучения.
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3.3.1 Общий подход, основанный на модели резонанса Фано

В общем случае отклик элемента антенны описывается суперпозицией
мультипольных моментов. Однако во многих важных случаях отклик доста­
точно рассмотреть отклик только в дипольном приближении. Из-за принципа
взаимности, задачи о принимающих и передающих антеннах имеют много обще­
го. Для определенности мы будем рассматривать задачу о передающей антенне.
В антеннах электромагнитная волна претерпевает акты многократного рассея­
ния на конструктивных элементах, что приводит к необходимости решать са­
мосогласованную задачу на определение дипольных моментов, формирующих
убегающую волну. При этом, в настоящем разделе мы не будем учитывать кван­
товые эффекты, такие как, например, эффект Парселла, приводящий к изме­
нению вероятности испускания фотона. Вместо этого нас будет интересовать
формирование диаграммы направленности. Таким образом, без потери общно­
сти, можно считать дипольный момент источника равным единице на всех ча­
стотах, поскольку при вычислении диаграммы направленности можно все поля
перенормировать на произвольную величину.

Рассмотрим антенну, состоящую одного элемента, который будет управ­
лять диаграммой направленности дипольного источника. Волна может дости­
гать точки наблюдения в дальней волновой зоне посредством двух каналов.
Первая волна будет исходить непосредственно от источника, причем в силу
нормировки интенсивность этой волны будет постоянной. Вторая волна – это
рассеянная волна на элементе антенны, который обычно имеет резонансный от­
клик, изменяющий фазу на 𝜋 при прохождении через резонанс. Если резонанс­
ный отклик можно аппроксимировать функцией Лоренца, то интерференцию
этих двух волн в каждой точке наблюдения можно описать обобщенной фор­
мулой Фано (3.6), но с разными параметрами 𝑞 и 𝜂. Одно из достоинств анали­
тического подхода состоит в возможности определить близкую к оптимальной
конфигурацию антенны для достижения желаемых параметров диаграммы на­
правленности. В дальнейшем эти параметры можно использовать в качестве
исходных значений численного оптимизатора антенны, например, в связке ме­
тода оптимизации Левинберга-Маркуардта с программой численного расчета
полей.
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Рисунок 41 — Схема двух режимов работы антенны (эффект Керкера). Антенна
состоит из одного элемента, который может быть как директором (верхняя схема),
так и рефлектором (нижняя схема), формирующим диаграмму направленности
источника. 𝑑 – расстояние между элементом антенны и источником. Рисунок вос­
производится по статье [166].
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В качестве примера рассмотрим задачу о двух режимах работы аналога
антенны Яги-Уда (см. схему на рис. 41). Единственный элемент антенны являет­
ся директором или рефлектором в зависимости от фазы отклика ∆. Отметим,
что условия формирования диаграммы направленности за счет конструктив­
ной интерференции вперед зависят только от фазы ∆. В тоже время, условия
формирования диаграммы направленности назад более сложные. Они зависят
как от фазы ∆, так и от расстояния между элементом антенны и источником
𝑑. Таким образом, элемент антенны является директором, если ∆ = 0, что со­
ответствует сложению проходящей волны источника с переизлученной волной
на директоре. В результате энергия перераспределится таким образом, что у
диаграммы направленности появится выраженный передний лепесток. Элемент
антенны является рефлектором при одновременном выполнении двух условий.

(i) По направлению вперед должна возникать деструктивная интерферен­
ция, т.е. ∆ = 𝜋 и конструктивная интерференция волн в обратном направлении
за счет правильного выбора расстояния 𝑑 = 𝜆/4.

(ii) Для возникновения полного интерференционного гашения элемент ан­
тенны должен переизлучать столько же энергии, сколько на него падает, т.е.
элемент должен иметь резонансный отклик.

Однако эти условия являются взаимоисключающими, поскольку измене­
ние фазы на 𝜋 соответствует границам области резонанса, где интенсивность
отклика мала. Таким образом, в реальных системах мы должны найти опти­
мальное соотношение между условием на амплитуду и фазу.

3.3.2 Фано-антенна на основе диэлектрической сферы

В радиодиапазоне в качестве элемента антенны обычно используют пас­
сивные полуволновые дипольные резонаторы (длинный тонкий металлический
стержень). Описание работы такой антенны, основанное на резонансе Фано,
представлено в нашей статье [166]. В данном разделе опишем работу оптической
антенны, основанной на диэлектрических субволновых сферах, которые исполь­
зуют в качестве элементов оптических антенн [201; 202]. Преимуществом ди­
электрических элементов являются низкие потери в материалах и возможность
тестирования прототипов антенн в более простом для технологов и эксперимен­
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таторов микроволновом диапазоне. Такая возможность основана на масштаби­
ровании уравнений Максвелла. В отличие от металлических стержней сфериче­
ские частицы обладают сильным магнитным мультипольным откликом помимо
электрических мультиполей. Более того, магнитный дипольный резонанс имеет
самую низкую частоту (см. рис. 42a). Отметим интересную особенность: вели­
чина добротности 𝑄 магнитной дипольной моды в первом приближении имеет
близкие значения к величине диэлектрической проницаемости. В частности,
при 𝜀 = 10 добротность моды также равна 𝑄 ≈ 10. Магнитный дипольный мо­
мент определяет узкую линию в модели Фано, при этом роль широкой полосы
играет низкочастотное крыло электрического дипольного резонанса (рис. 42a)
и спектральная компонента, обусловленная дипольным моментом источника,
который мы положили равным единице во всем частотном интервале.

Теперь исследуем возможность описания диаграмм направленности ди­
электрических антенн на основании модели резонанса Фано. Отметим, что маг­
нитный дипольный момент является псевдовектором. В результате, диаграмма
направленности имеет несимметричный вид даже в случае нулевого расстояния
между источником, обладающим электрическим дипольным моментом, и цен­
тром сферы (𝑑 = 0). Эта ситуация аналогична эффекту Керкера [163], который
упоминался в начале этой Главы. Пусть источник излучения имеет электриче­
ский дипольный момент, направленный вдоль оси 𝑦. При этом направление от
источника к центру сферического элемента задается осью 𝑥. Тогда магнитный
момент осциллирует в направлении, заданном осью 𝑧. Таким образом, помимо
диаграммы направленности 𝑐𝑥𝑧 в плоскости 𝑥𝑧, интерес представляет диаграм­
ма направленности 𝑐𝑥𝑦 в плоскости 𝑥𝑦

𝑐𝑥𝑧(𝜙) = cos𝜙+ (𝑎𝑑𝑎
𝑒 cos𝜙− 𝑐𝑑𝑎

𝑚)𝑒−𝑖𝑘𝑑 cos𝜙, (3.20)

𝑐𝑥𝑦(𝜙) = 1 + (𝑎𝑟𝑎
𝑒 − 𝑐𝑟𝑎

𝑚 cos𝜙)𝑒−𝑖𝑘𝑑 cos𝜙. (3.21)

Здесь 𝜙 – угол между направлением вперед (ось 𝑥) и направлением наблю­
дения n, 𝑎𝑒 и 𝑎𝑚 эффективные электрическая и магнитная поляризуемости;
мы также ввели вспомогательные функции 𝑎𝑑 = 𝑓𝑑

(︀
𝑘2 − 𝑑−2 + 𝑖𝑘𝑑−1

)︀
, 𝑐𝑑 =

𝑓𝑑
(︀
𝑘2 + 𝑖𝑘𝑑−1

)︀
, 𝑓𝑑 = 𝑒𝑖𝑘𝑑/𝑑. При больших значениях диэлектрической проница­

емости (𝜀≫ 1) резонансный магнитный дипольный отклик представляет собой
узкую интенсивную линию на фоне медленно изменяющегося контура, соответ­
ствующего электрическому диполю (рис. 42a). Таким образом, для плоскости
𝑥𝑦 имеем𝐴𝑒𝑖𝛿𝐴(𝜀−𝑖)−1 = 𝑐𝑟𝑎

𝑚 cos𝜙 𝑒−𝑖𝑘𝑑 cos𝜙 и𝐵𝑒𝑖𝛿𝐵 = cos𝜙+𝑎𝑑𝑎
𝑒 cos𝜙𝑒−𝑖𝑘𝑑 cos𝜙;



136

a1

b1

a2

b2 η
2r/λ d/r (for sphere) 

electric

magnetic

L
o

re
n

z
-M

ie
 c

o
e

ff
ic

ie
n

t 
m

o
d

u
lu

s

F
a

n
o

 p
a

ra
m

e
te

r 
q

0.0 0.0

0.2

0.20 0.240.16 1 2 3 4 50.32 0.360.28

0.4

0.6

0.5

0.8

1.0

1.0

Fano-region

0

10

20

-10

-20

b

c

a forward (sphere)
backward (sphere)

forward backward

Рисунок 42 — Режимы резонанса Фано и эффект Керкера в антеннах. (a) Ко­
эффициенты Лоренца-Ми, описывающие эффективность рассеяния через разные
мультипольные электрические 𝑎𝑛 и магнитные 𝑏𝑛 моды. Представлены низшие
дипольные 𝑛 = 1 и квадрупольные 𝑛 = 2 мультипольные моменты для диэлек­
трической сферы с 𝜀 = 16 в зависимости от нормированной частоты. В обла­
сти доминирующего магнитного дипольного момента 𝑏1 по сравнению с фоновым
изменением электрического резонанса 𝑎1 возникает Фано резонанс. Синий цвет
отмечает условия для конструктивной интерференции вперед, а красный – кон­
структивной интерференции назад в соответствии со схемой на рис. 41. Кружка­
ми выделены точки, соответствующие эффекту Керкера. (b,c) Параметр Фано 𝑞
и параметр 𝜂 в зависимости от расстояния между источником и сферой 𝑑/𝑟, нор­
мированное на радиус сферы 𝑟. Штрихованная область 2.75 < 𝑑/𝑟 < 5, выделяет
интервал, где параметр Фано 𝑞 меняет знак при излучении вперед или назад.
Рисунок адаптирован из статьи [166].
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более подробно эта задача описана в работе [166]. В плоскости 𝑥𝑧 советую­
щие выражения принимают вид 𝐴𝑒𝑖𝛿𝐴(𝜀 − 𝑖)−1 = 𝑐𝑟𝑎

𝑚 cos𝜙𝑒−𝑖𝑘𝑑 cos𝜙 и 𝐵𝑒𝑖𝛿𝐵 =

1 + 𝑎𝑟𝑎
𝑒𝑒−𝑖𝑘𝑑 cos𝜙. Теперь несложно получить выражения для параметра Фано

𝑞 и параметра 𝜂, которые представлены на рис. 42b в зависимости от нормиро­
ванного расстояния между источником и центром сферы 𝑑/𝑟.

Основные теоретические результаты приведены на рис. 43. Спектральная
зависимость интенсивности излучения, вычисленная в дипольном приближении
для высокосимметричных направлений трехмерного пространства представле­
на на рис. 43a. Интенсивность излучения в дальней волновой зоне для плоскости
𝑥𝑧, в том числе для направления вперед (𝜙 = 0) и назад (𝜙 = 180∘) вычислялось
при помощи уравнения (3.21). При 𝑑/𝑟 = 3.5 параметр Фано для направлений
вперед и назад имеет противоположное значение 𝑞 = ±1.5 (рис. 42b). Рису­
нок 43 демонстрирует, что при 𝑑/𝑟 = 3.5 максимум излучения в направлении
вперед совпадает с минимумом излучения назад и наоборот. Мы рассматрива­
ем три частоты, отмеченные на рис. 43a стрелками. Как показано на рис. 43b,
резонанс Фано, имеющий пространственную зависимость, позволяет переклю­
чать основной лепесток диаграммы направленности. Синим цветом показана
диаграмма (при 𝑞 = −1.5 на частоте 2𝑟/𝜆 = 0.236) с выраженным излучением
вперед, красным цветом показана диаграмма (при 𝑞 = +1.5, 2𝑟/𝜆 = 0.246) с
доминирующим излучением назад.

3.3.3 Экспериментальное изучение диаграммы направленности
Фано-антенны

Перед проведением экспериментальных исследований антенны, описанной
в предыдущем разделе в рамках аналитической модели резонанса Фано, было
проведено численное моделирование этой задачи с помощью пакета программ
CST Microwave Studio. Вычисления проводились для сферической частицы ра­
диусом 4 мм и диэлектрической проницаемостью 𝜀 = 16, что соответствует
кремнию на длине волны 𝜆 ≈ 590 нм. Источник моделировался возбуждав­
шейся посредине короткой дипольной антенной длиной 𝐿 = 8 мм (𝑙 < 𝜆/4) и
диаметром 𝑎 = 2 мм. В численных расчетах мы варьировали расстояние меж­
ду центрами сферы и возбуждающей антенны для достижения максимальной
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Рисунок 43 — Диаграммы направленности и параметр Фано в зависимости от
направления в пространстве. (a) Спектральная зависимость интенсивности излу­
чения в дальней волновой зоне в направлении оси 𝑥 при 𝜙 = 0 (синяя кривая)
и 𝜙 = 180∘ (красная кривая), вдоль оси 𝑦, при 𝜙 = 90∘ и 270∘ (зеленая кривая)
и вдоль оси 𝑧 (оранжевая кривая). Зависимости рассчитаны из уравнений (3.20)
и (3.21) для антенны с одиночной диэлектрической сферой 𝜀 = 16 на расстоянии
𝑑/𝑟 = 3.5. (b) трехмерные диаграммы направленности для трех частот, отмечен­
ных на панели (a) стрелками соответствующих цветов. Значение параметра Фано
𝑞 для направления основного лепестка приведено рядом с диаграммами направ­
ленности. Рисунок воспроизводится по статье [166].
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амплитуды переключения основного лепестка диаграммы между направления­
ми вперед и назад (см. рис. 44a- 44c). Как оказалось, максимальная амплитуда
переключения соответствует расстоянию от центра сферы до источника рав­
ному 𝑑 = 14 мм в полном согласии с теорией, предсказывающей оптимальное
значение 𝑑/𝑟 = 3.5.

Были проведены экспериментальные исследования микроволнового прото­
типа диэлектрической Фано-антенны с параметрами, определенными из резуль­
татов численного моделирования. Диэлектрическая сфера была изготовлена из
керамического материала MgO-TiO2 с диэлектрической проницаемостью 𝜀 = 16

при потерях 1.12 · 10−4 в диапазоне 8-12 ГГц. Радиус сферы составлял 4 мм с
точностью не хуже ±0.05 мм. Дипольный источник длиной 𝐿 = 8 мм был подсо­
единен коаксиальным кабелем к векторному анализатору электрических цепей
Agilent E8362C. Диаграмма направленности диэлектрической Фано-антенны в
дальнем поле (на расстоянии ≈ 3 м, ≈ 100𝜆) измерялась прямоугольной рупор­
ной антенной. Выраженное переключение основного лепестка в плоскостях 𝑥𝑦 и
𝑥𝑧 было обнаружено на частотах 9.06 ГГц и 9.55 ГГц (см. рис. 44d). Как видно
из рис. 44, результаты измерений находятся в хорошем соответствии с теорией.

3.4 Выводы по главе

В данной главе представлена общая картина резонансных эффектов в фо­
тонных структурах. Среди резонансных явлений, таких как эффекты Керке­
ра и Бормана, электромагнитно индуцированная прозрачность, режим сильной
связи, особое внимание было уделено резонансу Фано. Резонанс Фано является
физическим явлением, которое встречается при исследовании различных фо­
тонных структур. Это связано с существованием в этих структурах ряда соб­
ственных возбуждений разной природы, которые могут взаимодействовать друг
с другом посредством интерференции.

Мы продемонстрировали, что резонансное рассеяние Ми на частицах с
большим значением показателя преломления может быть представлено в виде
каскадов резонансов Фано. Этот результат имеет достаточно общий характер,
и применим к рассеянию Ми на различных объектах. В частности, для одно­
родных диэлектрических цилиндров аналитические формулы для вычисления
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Рисунок 44 — Данные эксперимента и численного моделирования диаграммы на­
правленности Фано-антенны. (a-c) Спектры излучения в направлении вперед (си­
ние кривые) и назад (красные кривые) Фано-антенны для разных значений 𝑑/𝑟
и параметров Фано, соответствующих рис. 42b. Трехмерные диаграммы направ­
ленности для частот 9.06 ГГц (2𝑟/𝜆 = 0.2416, синие диаграммы) и 9.55 ГГц
(2𝑟/𝜆 = 0.2546, красные диаграммы). Результаты численного моделирования по­
лучены при помощи программы CST Microwave Studio. (d,e) Диаграммы направ­
ленности диэлектрической Фано-антенны в плоскостях 𝑥𝑦 и 𝑥𝑧 на частотах 9.06
ГГц (d) и 9.55 ГГц (e) для расстояния 𝑑/𝑟 = 3.5. Значки – экспериментальные дан­
ные, сплошные кривые – аппроксимация численным расчетом на CST. Рисунок
воспроизводится по статье [166].
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коэффициентов Лоренца-Ми были преобразованы к виду, демонстрирующему
наличие двух интерферирующих волн, которые приводят к резонансу Фано.

Также мы показали, что возможность управления диаграммой направлен­
ности антенны типа Яги-Уда обусловлена резонансом Фано. Если резонансные
и нерезонансные источники расположены асимметрично относительно центра
антенны, резонанс Фано приводит к подавлению излучения в одних направлени­
ях при усилении излучения в других. При этом обсуждался необычный случай:
проявление резонанса Фано в трехмерном пространстве, хотя обычно анализ
резонанса Фано проводится в рамках одномерной спектральной шкалы. Пара­
метр Фано 𝑞, определяющий форму узкой линии, в случае антенн становится
пространственно-зависимым.

Обращение максимума основного лепестка диаграммы направленности
строго вперед или строго назад по отношению к оси одноэлементной антенны
Яги-Уда представляет собой эффект Керкера. Этот тот случай, когда физи­
ческой явление в определенных условиях может быть интерпретировано и на
основе модели Фано, и на основе модели Керкера. Такая возможность отражена
на диаграмме резонансов, приведенной на рис. 1.
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Глава 4. Резонанс Фано, индуцированный структурным беспорядком

В этой главе рассмотрим резонанс Фано, в котором в роли узкой линии
выступает контур брэгговского отражения, связанного с периодичностью струк­
туры. Реальные образцы всегда имеют определенные отклонения от идеальной
упорядоченной решетки. В результате появляется дополнительный канал инду­
цированного беспорядком многократного рассеяния, который при больших зна­
чениях беспорядка становится основным, разрушая транспортный канал упоря­
доченной структуры. Картина волнового транспорта в сильно неупорядоченной
структуре меняется качественным образом. В литературе такое явление называ­
ется андерсоновской локализацией, которая может наблюдаться для волн самой
разной природы. Фундаментальные свойства локализации волн в неупорядо­
ченных системах были описаны в целом ряде работ, укажем некоторые из них
[234—238]. Андерсоновская локализация может возрастать либо уменьшаться в
зависимости от структуры и вариации ее параметров [239—244]. Ранее счита­
лось, что сочетание брэгговского отражения и беспорядка должно приводить к
усилению локализации [245].

В этой Главе представлены результаты исследования спектров неупорядо­
ченных структур, у которых в результате интерференции между блоховскими
волнами, связанными с периодической структурой, и волнами, индуцированны­
ми беспорядком, возникает резонанс Фано [19; 179]. При этом неожиданный эф­
фект состоит в переключении режима локализации в режим делокализации не
при уменьшении неупорядоченности структуры, как интуитивно хотелось бы, а
при увеличении беспорядка. Эффект наблюдается по трансформации брэггов­
ской стоп-зоны в зону пропускания при введении беспорядка в исходно упорядо­
ченную структуру и сопровождается резонансом Фано, при котором параметр
асимметрии меняется во всем диапазоне −∞ < 𝑞 < +∞ и в спектрах, соответ­
ственно, наблюдаются все возможные формы контура Фано, представленные
на рис. 1.

Отметим, что полученные результаты верны для различных систем с раз­
ным типом беспорядка: распространение электромагнитных волн в фотонных
кристаллах с беспорядком по диэлектрической проницаемости, распростране­
ние звуковых волн в фононном кристалле со случайным распределением плот­
ности, распространением электронов при флуктуирующей эффективной массы.
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Выводы, приведенные в Главе основаны на нашем численном моделировании
[19; 179] и экспериментах [187; 210], а также на аналитической теории, разрабо­
танной А.Н. Поддубным [179].

4.1 Слоистая одномерная структура с беспорядком

Рассмотрим возникновение индуцированного беспорядком резонанса Фа­
но на конкретном примере. Пусть свет распространяется по одномерному
(1D) кристаллу, составленному из последовательности чередующихся слоев
𝐴𝐵𝐴𝐵 . . .. Особенности распространения света по таким структурам много­
кратно изучались как в теоретических, так и экспериментальных работах [246],
включая анализ деградации стоп-зон и усиление локализации за счет беспо­
рядка [247—252]. Однако в нашей работе были обнаружены новые эффекты,
которые изменили классическую картину рассеяния света в неупорядоченных
фотонных структурах [19; 179].

4.1.1 Трансформация брэгговской стоп-зоны в брэгговскую зону
пропускания

Рассмотрим рассеяние электромагнитной волны, распространяющейся по
нормали к 1D структуре, состоящей из чередующихся слоев 𝐴 и 𝐵 (рис. 45a).
Спектры будем вычислять при помощи метода матриц переноса [253]. Толщины
слоев обозначим 𝑤𝐴 и 𝑤𝐵. Диэлектрические проницаемости структуры в слоях
𝜀𝐴 – постоянная величина, в то время как в слоях 𝐵 эта величина флуктуирует
𝜀𝑗𝐵 с нормальным распределением вокруг среднего значения 𝜀𝐵 и с дисперсией
𝜎𝜀𝐵. Считаем, что между соседними слоями корреляция случайных значений
диэлектрической проницаемости отсутствует. Будем рассматривать случай ма­
лого диэлектрического контраста |𝜀𝑗𝐵−𝜀𝐴| ≪ 𝜀𝐴, 𝜎𝜀𝐵 ≪ 𝜀𝐴. Хорошо известно,
что почти все моды в бесконечной неупорядоченной одномерной структуре явля­
ются локализованными в случае некоррелированного беспорядка [240]. Это про­
является в стремлении коэффициента пропускания 𝑇 к нулю при увеличении
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Рисунок 45 — Спектры пропускания идеальных одномерных структур и структур
с беспорядком. (a) Схематическое изображение одномерного фотонного кристал­
ла в изучаемой геометрии рассеяния. Основные параметры слоев 𝐴 и 𝐵: 𝜀𝐴, 𝑤𝐴 и
𝜀𝐵, 𝑤𝐵. (b) Схема, демонстрирующая характерный усредненный спектр пропус­
кания идеальной структуры и двух структур с разной степенью беспорядка по
диэлектрической проницаемости. На спектрах представлены четыре низкочастот­
ных брэгговских полосы ℎ. Схемы пространственного распределения диэлектри­
ческой проницаемости приведены справа от спектров: (c) идеальная структура,
(d) слабый 𝜀-беспорядок и (e) сильный 𝜀-беспорядок. Рисунок воспроизводится
по статье [179].
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числа слоев 𝑁 на всех частотах, разве что за исключением дискретного набора
частот [254—256]. Отметим, что в неупорядоченных средах (в квазибесконеч­
ных структурах) определять коэффициент пропускания затруднительно. Вме­
сто этого будем рассматривать величину затухания на единицу длины – коэф­
фициент экстинкции 𝜒,связанный с пропусканием формулой 𝑇 = exp(−𝑁𝑎𝜒),
где 𝑎 = 𝑤𝐴 + 𝑤𝐵 – период. При проведении численных расчетов будем вычис­
лять коэффициент пропускания, из которого сможем выразить коэффициент
экстинкции, который в свою очередь будем усреднять по большому числу ансам­
блей 𝑀 . Отметим, что коэффициент экстинкции соответствует обратной длине
локализации, которая является эргодической самоусредняемой мерой локали­
зации волн [254], независящей от длинны структуры и конкретной реализации
беспорядка. Благодаря самоусреднению флуктуации экстинкции подавляются
в длинных структурах. Таким образом, коэффициент экстинкции может быть
вычислен и без усреднения по ансамблям по формуле − lim𝑁→∞ ln𝑇 (𝑁)/𝑁𝑎.
Этот предел всегда существует и не равен нулю во всем спектральном диапа­
зоне за исключением, возможно, дискретного набора частот [254].

Спектр пропускания идеального 1D фотонного кристалла (𝜎𝜀𝐵 = 0,
рис. 45b,c) состоит из узких эквидистантных брэгговских стоп-зон порядка ℎ,
частоты которых 𝜔ℎ определяются условием

𝜔ℎ𝑛̄𝑎

𝑐
= 𝜋ℎ, ℎ = 1,2, . . . (4.1)

Здесь 𝑛̄ = (𝑤𝐴
√
𝜀𝐴 + 𝑤𝐵

√
𝜀𝐵)/𝑎 – коэффициент пропускания, усредненный

по структуре. Вне стоп-зон, т.е. на частотах, соответствующим разрешенным
зонам, структура оказывается прозрачной и коэффициент пропускания равен
единице даже при 𝑁 → ∞, что соответствует нулевой экстинкции. В данном
случае предполагаем, что границы фотонного кристалла идеально согласова­
ны с окружающим пространством, и отражение на границах кристалла отсут­
ствует. Новые и неожиданные эффекты возникают по мере увеличения степени
беспорядка в значении диэлектрической проницаемости слоев 𝐵 (рис. 45b,d,e).
Во-первых, структура перестает быть полностью прозрачной вне брэгговских
стоп-зон. Появляется фоновая экстинкция отличная от нуля, которую можно
рассчитать, используя либо строгий фазовый формализм (см. статью [179]), ли­
бо приближенное рекуррентное соотношение для коэффициента пропускания
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𝑇𝑁+1 = (1 − |𝑟𝑁 |2)𝑇𝑁 , где коэффициент отражения

𝑟𝑗 ≈
𝜀𝑗𝐵 − 𝜀𝐴

2𝜀𝐴
sin

⎛⎜⎝𝜔
√︁
𝜀𝑗𝐵𝑤𝐵

𝑐

⎞⎟⎠ (4.2)

описывает амплитуду рассеяния назад на 𝑗-х слоях 𝐵, окруженных бесконеч­
ными слоями 𝐴, при условии |𝑟𝑗| ≪ 1. Для логарифмически-усредненного про­
пускания это приближение дает ⟨ln𝑇 ⟩ ∝ −𝑁

⟨︀
𝑟2𝑗
⟩︀

и

𝜒 ≈ 𝜎𝜀𝐵
4𝑎𝜀𝐴

sin2

(︂
𝜔
√
𝜀𝐴𝑤𝐵

𝑐

)︂
. (4.3)

Фоновое значение коэффициента экстинкции очевидным образом соответствует
нескомпенсированному рассеянию на случайных слоях 𝐵. Спектральная зави­
симость, описываемая уравнением (4.3), соответствует интерференции Фабри­
Перо на слоях толщиной 𝑤𝐵. Помимо анализа фонового рассеяния Фабри-Перо,
мы обнаружили качественное изменение формы линий, соответствующих брэг­
говским стоп-зонам на частотах, определяемых формулой (4.1). Рисунок 46 де­
монстрирует, что при 𝜎𝜀𝐵 ̸= 0 брэгговские особенности более не являются стоп­
зонами. В зависимости от величины беспорядка 𝜎𝐵 и номера зоны ℎ, форма
линии претерпевает существенное изменение вплоть до полного «переворота»
линии в шкале амплитуды, т.е. трансформации стоп-зоны в зону пропускания.
Форма брэгговской линии зависит от положения на контуре фонового рассея­
ния Фабри-Перо.

Чтобы убедиться в том, что в данном случае наблюдается резонанс Фано
между узкой брэгговской полосой (определяется элементарной ячейкой 𝐴𝐵) и
относительно широкой полосой, связанной с индуцированным беспорядком рас­
сеянием Фабри-Перо (определяется слоями 𝐵), спектры пропускания 1D фотон­
ного кристалла с беспорядком по 𝜀 аппроксимировались с помощью формулы
Фано (3.6). Результаты обработки демонстрирует рис. 47, на котором представ­
лена зависимость параметра Фано 𝑞 от толщины 𝑤𝐵 слоя для трех различных
величин диэлектрического контраста. При изменении величины 𝑤𝐵 форма брэг­
говской линии периодически меняется по следующему закону: симметричная
стоп-зона при |𝑞| → ∞; далее, асимметричная линия (длинноволновое крыло
линии более пологое по сравнению с коротковолновым крылом) при 𝑞 < 0; да­
лее, симметричная зона пропускания при 𝑞 = 0; далее, асимметричная линия
(коротковолновое крыло линии более пологое по сравнению с длинноволновым
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Рисунок 46 — (а) Спектры пропускания 1D фотонного кристалла с беспорядком по
𝜀 в зависимости от параметра 𝜎𝜀𝐵. Узкие брэгговские резонансы порядка ℎ отме­
чены черными стрелками сверху рисунка, два широкополосных резонанса Фабри­
Перо отмечены белыми стрелками внизу рисунка. (b-g) Спектры пропускания в
области брэгговского резонанса ℎ = 2 для различных значений 𝜎𝜀𝐵. Параметры
вычислений: 𝜀𝐴 = 1.70, 𝜀𝐵 = 1.75, 𝑤𝐵 = 0.38𝑎, число ячеек 𝑁 = 1000, чис­
ло реализаций неупорядоченной структуры, по которым проводилось усреднение,
𝑀 = 5000. Рисунок воспроизводится по монографии [19].
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крылом) при 𝑞 > 0; наконец мы возвращаемся на первый этап цикла: симмет­
ричная стоп-зона при |𝑞| → ∞. В соответствии с теорией Фано параметр асим­
метрии выражается как 𝑞 = cot𝛿, где 𝛿 – это фазовый сдвиг фонового спектра.
Как видно из рис. 47, в обсуждаемом случае параметр Фано может быть с вы­
сокой точностью описан кривой 𝑞 ∝ cot(𝑤𝐵/𝑎). При этом изменение параметра
𝑞(𝑤𝐵/𝑎) может рассматриваться как результат «сканирования» брэгговской ли­
нии вдоль сунусоподобного контура Фабри-Перо (рис. 46a), т.е. сканирование
брэгговской полосы вдоль широкополосной подставки с изменением фазового
сдвига.

На рисунке 48 представлен результат формирования брэгговской зоны
непропускания (стоп-зона) в упорядоченной 1D структуре и брэгговской зоны
пропускания в неупорядоченной структуре. Чтобы детально проследить дина­
мику этих процессов было выбрано очень малое значение контраста диэлек­
трической проницаемости для упорядоченного кристалла (𝜀𝐵 − 𝜀𝐴 = 0.0005)
и исходный нулевой контраст для неупорядоченной структуры. Наиболее ин­
тересный результат состоит в том, что ширина брэгговской зоны в дефектном
образце в десятки раз меньше ширины зона в упорядоченном образце.

Обсудим, как изменение формы брэгговской линии зависит от типа бес­
порядка (рис. 49) на примере брэгговской линии порядка ℎ = 4. В слоях 𝐵

вводится беспорядок либо по толщине слоев (беспорядок по 𝑤: 𝑤𝑗
𝐵 для 𝑗-го

слоя, среднее значение толщины 𝑤̄𝐵), либо по диэлектрической проницаемости
(беспорядок по 𝜀: 𝜀𝑗𝐵 для 𝑗-го слоя, среднее значение 𝜀𝐵 ). Случайные величины
распределены по нормальному закону с дисперсией 𝜎𝑤𝐵 и 𝜎𝜀𝐵, соответственно.
Кроме этого, исследуем специальный случай неупорядоченной структуры, в
которой диэлектрическая проницаемость слоев 𝐵 флуктуирует вокруг диэлек­
трической постоянной слоев 𝐴 при отсутствии диэлектрического контраста в
среднем 𝜀𝐵 = 𝜀𝐴 (рис. 49k-o). Беспорядок по 𝑤 приводит к хорошо извест­
ной деградации брэгговских стоп-зон [248—250; 257—262] (см. рис. 49a-e). Ос­
новной результат настоящего раздела, представленный на рис. 49f-j, состоит в
трансформации спектральной формы брэгговской линии фотонного кристалла
с флуктуирующем значением диэлектрической проницаемости 𝜀𝐵 ̸= 𝜀𝐴. Фор­
ма брэгговской линии демонстрирует необычную эволюцию по мере увеличе­
ния степени беспорядка по 𝜀. Сначала, при малом беспорядке, симметричный
контур брэгговской стоп-зоны в спектрах идеального одномерного фотонного
кристалла (𝜎𝜀𝐵 = 0, рис. 49f) приобретает асимметрию (𝜎𝜀𝐵 = 0.1, рис. 49g). Да­
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Рисунок 47 — (а) Параметр Фано 𝑞 для четвертой брэгговской зоны (ℎ = 4)
как функция нормированной толщины слоя 𝐵 (𝑤𝐵/𝑎). Параметры вычислений:
𝜀𝐴 = 1.72, 1.75 и 1.78, 𝜎𝜀 = 10, 𝜀𝐵 = 1.75, число ячеек 𝑁 = 1000. Толстая
коричневая линия 𝑞 ∝ cot(𝑤𝐵/𝑎). (b) Схематическое представление формы брэг­
говской линии (ℎ = 4), соответствующей различным толщинам слоя 𝐵. Рисунок
воспроизводится по монографии [19].
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Рисунок 48 — Зависимости спектров пропускания от числа элементарных яче­
ек 𝑁 , образующих 1D фотонный кристалл. (а) Брэгговская стоп-зона в спек­
трах упорядоченного кристалла. (b) Брэгговская зона пропускания в спектрах
1D структуры с беспорядком по 𝜀 в слоях 𝐵. Интенсивность (c) и полуширина
(d) брэгговских стоп-зоны и зоны пропускания. Параметры расчетов: 𝜀𝐴 = 1.8,
𝜀𝐵 = 1.80055 для упорядоченной структуры и 𝜀𝐵 = 1.8000 для неупорядочен­
ной структуры, 𝑤𝐵 = 1/3𝑎, 𝜎𝜀 = 10, число реализаций для неупорядоченной
структуры 𝑀 = 1000 − 5000 . Рисунок воспроизводится по монографии [19].
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Рисунок 49 — Эволюция брэгговской линии в зависимости от типа беспорядка
в слоях 𝐵. Усредненный спектр экстинкции приведен в окрестности брэгговской
линии четвертого порядка ℎ = 4. (a-e) беспорядок по 𝑤. Толщина слоя𝐵 – случай­
ная величина со средним значением 𝑤̄𝐵 и дисперсией 𝜎𝑤𝐵 = 𝜎. (f -j) беспорядок
по 𝜀. Диэлектрическая проницаемость слоя 𝐵 – случайная величина со средним
значением 𝜀𝐵 и дисперсией 𝜎𝜀𝐵 = 𝜎 при наличии диэлектрического контраста в
среднем 𝜀𝐵 ̸= 𝜀𝐴. (k-o) беспорядок по 𝜀. Диэлектрическая проницаемость слоя
𝐵 – случайная величина со средним значением 𝜀𝐵 и дисперсией 𝜎𝜀𝐵 = 𝜎 при от­
сутствии диэлектрического контраста в среднем 𝜀𝐵 = 𝜀𝐴. Остальные параметры:
𝜀𝐴 = 1.70, 𝜀𝐵 = 1.75 на (a-j) и 𝜀𝐵 = 1.70 на (k-o), 𝑤𝐵 = 0.38𝑎, число ячеек 𝐴𝐵
𝑁 = 1000, число реализаций неупорядоченной структуры, по которым проводи­
лось усреднение, 𝑀 = 5000. Рисунок воспроизводится по статье [179].
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лее, увеличение беспорядка приводит к увеличению асимметрии спектрального
контура (𝜎𝜀𝐵 = 0.2 − 0.3, рис. 49h,i). Кульминация эффекта состоит в «пере­
вороте» линии: обычная брэгговская стоп-зона становится брэгговской зоной
пропускания (𝜎𝜀𝐵 = 0.4, рис. 49j) на фоне общего понижения пропускания из­
за беспорядка в структуре. Таким образом, спектр пропускания упорядоченной
структуры в некотором роде становится инвертированным: идеальный фотон­
ный кристалл прозрачен вне брэгговских резонансов (фотонных стоп-зон), в то
время как фотонный кристалл с беспорядком по 𝜀 отражает свет вне брэггов­
ских резонансов (фотонных зон пропускания).

Теперь рассмотрим 1D структуру, в которой диэлектрическая проницае­
мость слоев 𝐵 флуктуирует, но контраст в среднем отсутствует 𝜀𝐵 = 𝜀𝐴. При
𝜎𝜀𝐵 = 0 структура пространственно однородна и полностью прозрачна на всех
частотах 𝑇 (𝜔) ≡ 1. Появление беспорядка подавляет пропускание и вместе с
этим выявляет другой эффект: на брэгговской частоте появляется полоса про­
пускания, которая становится все более выраженной по мере увеличения бес­
порядка (рис. 49k-o). Спектры одномерных фотонных кристаллов с 𝜀𝐵 ̸= 𝜀𝐴

(рис. 49 f-j) и спектры с 𝜀𝐵 = 𝜀𝐴 (рис. 49k-o) заметно отличаются лишь при
малых значениях беспорядка. При сильном беспорядке, когда флуктуации ди­
электрической проницаемости 𝜀𝑗𝐵 существенно превосходят средний контраст
|𝜀𝐵 − 𝜀𝐴|, результат один и тот же: в спектрах появляются выраженные брэг­
говские полосы пропускания (рис. 49j и 49o).

Таким образом, мы имеем два вклада в результирующий спектр. Первый
вклад – брэгговское рассеяние, которое приводит к появлению узких линий.
Второй – индуцированное беспорядком широкополосное рассеяние Фабри-Перо.
Как было показано в работе [19], асимметричная форма линии прекрасно опи­
сывается формулой Фано. При этом интерферируют брэгговский резонанс и
индуцированное беспорядком остаточное рассеяние Фабри-Перо на слоях 𝐵.

Следующим шагом в изучении эффектов беспорядка является анализ
спектров 1D фотонных структур, у которых неупорядоченными являются од­
новременно оба слоя 𝐴 и 𝐵. Были рассчитаны усредненные спектры экстинк­
ции в зависимости от степени беспорядка по 𝜀 в слоях 𝐴 при фиксированном
беспорядке в слоях 𝐵, 𝜎𝜀𝐵 = 0.1, (см. рис. 50). Приведем краткие выводы.
Во-первых, интенсивность резонанса в спектрах уменьшается при добавлении
небольшого беспорядка по 𝜀 в слоях 𝐴 (𝜎𝜀𝐴 = 0.05, рис. 50f). Дальнейшее уве­
личение степени беспорядка в слоях 𝐴 приводит к полной деградации пика (
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Рисунок 50 — Форма брэгговских линий при беспорядке по 𝜀 в слоях 𝐵 в зави­
симости от степени беспорядка по 𝜀 в слоях 𝐴. Усредненные спектры экстинкции
приведены в окрестности брэгговской линии ℎ = 4. (a-d) спектры с исходным
брэгговским провалом (стоп зоной), (e-h) спектры с исходным пиком (полосой
пропускания). (i-l) и (m-p) спектры с исходным асимметричным профилем линии.
Параметры одномерного фотонного кристалла: 𝑤̄𝐵 = 0.7𝑎, 𝑁 = 2000, 𝑀 = 5000.
𝜎𝜀𝐵 = 0.1, 𝜀𝐴 = 1.800, 𝜀𝐵 = 1.600 (a-d), 1.805 (e-h, 1.800 (i-l), 1.815 (m-p). Сте­
пень беспорядка в слоях 𝐴 приведена над колонками. Рисунок воспроизводится
по статье [179].
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𝜎𝜀𝐴 = 0.1, 0.15, рис. 50g,h). Во-вторых, асимметричный контур резонанса Фано
(рис. 50i,m) при введении беспорядка в слоях 𝐴 сохраняет асимметрию вплоть
до условия 𝜎𝜀𝐴 = 0.0 и трансформируется в симметричную брэгговскую стоп­
зону только при условии 𝜎𝜀𝐴 > 𝜎𝜀𝐵.

4.1.2 Локализация и делокализация световой волны в структурах с
беспорядком

Обсудим, как связаны спектры экстинкции 𝜒 с пространственным рас­
пределением поля внутри фотонного кристалла с беспорядком по 𝜀 (рис. 51).
На рис. 51a-d представлены спектры экстинкции в окрестности брэгговского
резонанса второго порядка ℎ = 2 для четырех случаев, соответствующих раз­
ным спектральным профилям линии: брэгговская стоп-зона (рис. 51a), брэггов­
ская полоса пропускания (рис. 51b) и два спектра с асимметричным профилем
Фано, у которых параметр 𝑞 имеет противоположный знак (рис. 51c,d). Для
каждого из рассматриваемых случаев был рассчитан усредненный спектр (чис­
ло реализаций 𝑀 = 500), а также по два спектра случайной реализации без
усреднения. Важно отметить, что спектры без усреднения в общих чертах со­
ответствуют усредненному спектру (рис. 51a-d), хотя и содержат резонансные
особенности, связанные с пространственно локализованными состояниями. В
этой общности и заключается проявление эргодичности, т.е. самоусреднения
спектров экстинкции при большом числе слоев 𝑁 (в данном случае 𝑁 = 2000).
Предыдущий анализ спектров, представленных на рис. 45 и 49, позволяет вы­
делить три качественно разные спектральные области. Назовем их фоновой
компонентой Фабри-Перо (область отмечена зеленой стрелкой на рис. 51a-d),
брэгговским пиком (полоса пропускания, красная стрелка) и брэгговским про­
валом (стоп-зона, синяя стрелка). Из рис. 51b-d видно, что брэгговская полоса
пропускания (красная стрелка) присутствует как для каждой реализации бес­
порядка, так и для усредненного спектра. Амплитуда флуктуаций в спектре
экстинкции заметно подавляется на частотах брэгговской полосы пропускания.
При этом усредненная экстинкция стремиться к нулю. За пределами брэггов­
ской полосы пропускания амплитуда флуктуаций коэффициента экстинкции
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Рисунок 51 — Делокализация света на брэгговской длине волны в одномерных
фотонных кристаллах с беспорядком по 𝜀. (a-d) усредненные спектры экстинк­
ции 𝜒 (жирные кривые) и спектры экстинкции для двух конкретных реализаций
(тонкие и пунктирные кривые) в окрестности брэгговского резонанса второго по­
рядка. Стрелками указаны три области: фоновое рассеяние Фабри-Перо (зеленая
стрелка), брэгговский пик (синяя) и брэгговский провал (красная). (e-h) Распре­
деление интенсивности электрического поля, нормированной на интенсивность
падающей волны. (i-l) Распределение усредненного логарифма плотности элек­
тромагнитной энергии для трех спектральных областей. Параметры одномерного
фотонного кристалла: 𝑤̄𝐵 = 0.7𝑎, 𝑁 = 2000, 𝑀 = 500. 𝜎𝜀𝐵 = 0.1, 𝜀𝐴 = 1.800,
𝜀𝐵 = 1.600 (a,e,i), 1.805 (b,f,j), 1.800 (c,g,k), 1.815 (d,h,i). Рисунок воспроизво­
дится по статье [179].
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большая как на частотах фоновой компоненты Фабри-Перо, так и в области
брэгговской стоп-зоны (рис. 51d).

На рис. 51e-h представлено распределение плотности энергии электромаг­
нитного поля по одномерной неупорядоченной структуре в зависимости от ча­
стоты для некоторой реализации. Отдельные пики соответствуют локализован­
ным модам. Рисунки 51f-h демонстрируют фактическое отсутствие локализо­
ванных мод в области брэгговской полосы пропускания. Однако вне этой поло­
сы наблюдаются области сильной локализации света в полном соответствии со
спектрами на рис. 51b-d. Отметим, что экстинкция обратно пропорциональна
длине локализации, т.е. сильная локализация соответствует большим значениям
коэффициента экстинкции. Этот результат следует из рис. 51i-l, демонстриру­
ющих усредненную плотность энергии электромагнитного поля в логарифми­
ческой шкале. На частотах брэгговской полосы пропускания электромагнитная
энергия распределена равномерно по структуре за исключением приграничных
областей. При этом на частотах фоновой компоненты Фабри-Перо, а также в
области брэгговской стоп-зоны плотность энергии экспоненциально затухает с
расстоянием. Наклон кривых на рис. 51i-l соответствует обратной длине лока­
лизации. Таким образом, рис. 51 убедительно доказывает, что делокализация
света возникает вблизи брэгговских частот в одномерном фотонном кристалле
с беспорядком по 𝜀.

Перед тем, как перейти к изложению аналитической модели, описываю­
щей резонанс Фано, продемонстрируем выполнение эргодичности для иссле­
дуемой структуры. Рисунок 52 демонстрирует эргодическое самоусреднение
спектров экстинкции с резонансами Фано в достаточно длинных структурах.
Неусредненный спектр экстинкции некоторой реализации достаточно длинной
структуры с беспорядком стремится к спектру экстинкции короткой структуры,
усредненному по достаточно большому числу ансамблей различных реализаций
(красный пунктир на рис. 52)

4.1.3 Аналитическая модель

Ниже будет кратко описана аналитическая модель, разработанная А.Н.
Поддубным [179], которая прямо подтверждает выводы о наличии резонанса
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Рисунок 52 — Демонстрация эргодичности одномерных структур с беспорядком.
Неусредненные спектры экстинкции случайной реализации в зависимости от чис­
ла слоев 𝑁 . (a-d) спектры с провалом, (e-h) спектры с пиком. (i-l) и (m-p)
спектры с асимметричным профилем Фано. Параметры структур 𝑤̄𝐵 = 0.7𝑎,
𝜎𝜀𝐵 = 0.1, 𝜀𝐴 = 1.800, 𝜀𝐵 = 1.600 (a-d), 1.805 (e-h), 1.800 (i-l), 1.815 (m-p).
Красная пунктирная линия – спектр экстинкции, усредненный по ансамблю из
𝑀 = 103 реализаций структуры состоящей из 𝑁 = 104 элементарных ячеек.
Рисунок воспроизводится по статье [179].
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Фано в неупорядоченной по 𝜀 1D фотонной структуре, которые были сдела­
ны на основании численных расчетов [19; 179]. Будем придерживаться фазо­
вого формализма [240], применимого к произвольной одномерной системе. На
языке матриц переноса [246] можно определить коэффициент экстинкции 𝜒 ре­
шая уравнение Фоккера-Планка для распределения фазы электрического поля.
Обсудим основные результаты теории (детали описаны в статье [179]). В при­
ближении малого диэлектрического контраста исследуется область вблизи за­
данной брэгговской частоты 𝜔ℎ (4.1). Выражение для экстинкции может быть
получено, если предположить, что структура обладает сильным беспорядком
по отношению к усредненному диэлектрическому контрасту 𝜎𝜀𝐵 & |𝜀𝐵 − 𝜀𝐴|,
и кроме этого, будем считать, что толщина слоев 𝐵 больше длины волны, т.е.
Φℎ = 𝜔ℎ

√
𝜀𝐴𝑤𝐵/𝑐 & 1. В этом выражении был введен новый параметр – средний

набег фазы Φℎ в слоях 𝐵 на частоте брэгговского резонанса, который является
ключевым для решения задачи. Используя такие предположения, спектр экс­
тинкции можно записать в виде формулы Фано

𝜒(Ω) =
sin2 Φℎ𝜎

2
𝜀𝐵

4𝑎𝜀2𝐴

(Ω + 𝑞)2

Ω2 + 1
, (4.4)

где безразмерная частота имеет вид Ω = (𝜔−𝜔ℎ)/Γℎ. При этом параметр Фано
выражается следующим образом

𝑞 = − cot Φℎ

(︂
1 +

|𝜀𝐵 − 𝜀𝐴|2

𝜎2𝜀𝐵

)︂
− 1

Φℎ

2𝜀𝐴|𝜀𝐵 − 𝜀𝐴|
𝜎2𝜀𝐵

. (4.5)

Относительная ширина резонанса Γℎ/𝜔ℎ равна 𝜋ℎ𝑤2
𝐵𝜎𝜀𝐵/(4𝑎

2𝜀2𝐴). В данном слу­
чае параметр Фано в первую очередь зависит от набега фазы Φℎ.

Сравним теперь уравнение (4.4) с результатами численного моделирова­
ния. Вдали от брэгговских частот, т.е. при Ω ≫ 𝑞, спектр экстинкции имеет вид
𝜒 = sin2 Φℎ𝜎𝜀𝐵/(4𝑎𝜀

2
𝐴). Это выражение описывает фоновую компоненту рассея­

ния Фабри-Перо (4.3) представленную на рис. 45–51. Уравнение (4.4) выведено
для частот в ближайшей окрестности брэгговского резонанса в пренебрежении
частотной зависимостью фоновой компоненты (4.3). Вблизи брэгговской часто­
ты (4.1), соответствующей Ω = 0, длина локализации может и увеличиться,
и уменьшится согласно спектральному профилю резонанса Фано (4.4). Общее
объяснение этому эффекту состоит в интерференции между актами однократ­
ного рассеяния, которые определяют фоновую компоненту рассеяния Фабри­
Перо, и когерентным многократным рассеянием, которое проявляется на брэг­
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Таблица 2 — Режимы распространения света в фотонных кристаллах с
беспорядком по 𝜀 в зависимости от толщины слоев 𝐵. Таблица воспроизводится
по статье [179].

Толщина слоев 𝐵 𝑤𝐵 ≪ 𝜆 𝑤𝐵 ∼ 𝜆

Режим рассеяния Рэлеевский режим режим Фабри-Перо

Брэгговская полоса (𝜀𝐵 = 𝜀𝐴) полоса пропускания резонанс Фано

Брэгговская полоса (𝜀𝐵 ̸= 𝜀𝐴) стоп-зона резонанс Фано
Микроскопическое описание эффект Бормана эффект Бормана

и наведенный беспоряд­
ком диэлектрический
контраст

говских частотах. Критически важным условием для возникновения такой ин­
терференции является отсутствие беспорядка по 𝑤 в соответствии со спектрами
на рис. 49. Этот вывод подтверждает результаты феноменологической интерпре­
тации спектров, основанной на результатах численного моделирования [19].

Проанализируем усиление (в стоп-зонах) и подавление (на полосах пропус­
кания) локализации света на брэгговских частотах в рамках микроскопической
модели, когда средний контраст обращается в нуль 𝜀𝐵 = 𝜀𝐴, а параметр Фано
имеет вид 𝑞 = − cot Φℎ. Отдельно рассмотрим два случая. Первый случай соот­
ветствует условию cos Φℎ = 0, т.е. 𝑤𝐵/𝑎 = (2𝑘+1)/(2ℎ) для 𝑘 = 0,1, . . .. Тогда на
брэгговской частоте 𝜔ℎ минимумы электрического поля находятся в центе слоев
𝐵. Такая волна становится малочувствительной к флуктуациям 𝜀𝑗𝐵 в слоях 𝐵,
и поэтому локализация подавляется (появляется брэгговская полоса пропуска­
ния). При этом параметр Фано и коэффициент экстинкции обращаются в нуль
в соответствии с формулой Фано, 𝑞 = 0 и 𝜒(Ω = 0) = 0 (4.4). Этот эффект
может быть интерпретирован как эффект Бормана (см Главу 3), обобщенный
на случай неупорядоченных структур. Отметим, что подавление локализации
в одномерных неупорядоченных системах изучалось ранее в работах [239—242].

Рассмотрим теперь второй случай, когда выполняется условие sin Φℎ = 0,
т.е. 𝑊𝑏/𝑎 = 𝑘/ℎ, где 𝑘 = 1,2, . . .. Согласно уравнению (4.2) в этом случае ли­
нейный по диэлектрическому контрасту вклад в коэффициент отражения от
каждого слоя 𝑟𝑗 обращается в нуль и основной вклад будет давать квадратич­
ная поправка разложения 𝑟𝑗 ∝ 𝑤2

𝐵(𝜀𝑗𝐵 − 𝜀𝐴)2. Среднее значение этой поправ­
ки не равно нулю, т.е. средняя амплитуда коэффициента отражения является
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одинаковой для всех слоев. Конструктивная интерференция отраженных волн
приводит к появлению пика в спектре экстинкции 𝜒(𝜔) в соответствии с форму­
лой Фано (4.4). Это необычная стоп-зона индуцированная беспорядком, которая
определяется флуктуацией диэлектрической проницаемости 𝜀𝑗𝐵. Мы рассмотре­
ли два предельных случая. В общем случае значение фазы Φℎ в соответствии
с профилем Фано (4.4) определяется эффектом Бормана, отвечающего за по­
явление полосы пропускания, и брэгговской стоп-зоны, индуцированной беспо­
рядком.

Режим резонанса Фано выполняется, когда толщина слоя 𝐵 и длина элек­
тромагнитной волны являются величинами одного порядка. При очень больших
и очень маленьких значениях 𝑤𝐵/𝜆 интерференция не играет существенной ро­
ли. Большие значения 𝑤𝐵/𝜆 соответствуют режиму геометрической оптики,
который реализуется для больших порядков брэгговских резонансов ℎ. Отно­
сительная ширина брэгговских полос Γℎ/𝜔ℎ растет вместе с ростом ℎ и стано­
вится сравнимой с расстоянием между брэгговскими частотами для соседних
порядков. Это приводит к тому, что брэгговские резонансы перекрываются и
размываются. Другой предельный случай узких слоев 𝐵 (𝑤𝐵 ≪ 𝜆) является
одномерным аналогом рассеяния Релея. В этом пределе квадратичная поправ­
ка по диэлектрическому контрасту к коэффициенту отражения 𝑟𝑗 от слоев 𝐵
пренебрежимо мала. Таким образом, индуцированный беспорядком контраст
подавляется, и коэффициент экстинкции определяется только эффектом Бор­
мана, который проявляется в виде провала в спектре 𝜒(𝜔) (полоса пропуска­
ния).

Когда средний диэлектрический контраст не равен нулю, 𝜀𝑗𝐵 ̸= 𝜀𝐴, ре­
зультаты остаются качественно теми же самыми. В режиме Фано (𝑤𝐵 ∼ 𝜆)
диэлектрический контраст изменяет значение параметра Фано. Как видно из
уравнения (4.4), большой диэлектрический контраст приводит к большим зна­
чениям параметра 𝑞, что проявляется в появлении пика в спектре экстинкции
(брэгговской стоп-зоны). Однако напомним, что уравнение (4.4) выведено в при­
ближении малого среднего диэлектрического контраста по сравнению с беспо­
рядком, и мы не можем быть уверены в правильности аналитической теории в
этом режиме. В случае рэлеевского режима (𝑤𝐵 ≪ 𝜆) спектр экстинкции имеет
брэгговский максимум и минимум из-за эффекта Бормана на краю стоп-зоны.

В таблице 2 приведены результаты аналитической модели. При малых
толщинах слоев 𝐵 (режим рэлеевского рассеяния) спектр экстинкции содержит
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узкую полосу пропускания, связанную с эффектом Бормана и, в случае ненуле­
вого среднего диэлектрического контраста, дополнительно появляется брэггов­
ская стоп-зона. При толщинах, сравнимых с длиной волны («режим рассеяния
Фабри-Перо» – по аналогии с режимом рассеяния Ми), спектральный профиль
резонанса Фано существенно зависит от отношения 𝑤𝐵/𝜆, что является резуль­
татом явления, определяемого эффектом Бормана и индуцированным беспоряд­
ком диэлектрического контраста. Переход от рэлеевского режима рассеяния к
геометрической оптике ранее обсуждался в отношении фотонных кристаллов в
работе Джона [2]. Мы продемонстрировали, что между этими двумя режимами
существует режим Фабри-Перо, приводящий к появлению резонансов Фано в
спектрах.

4.1.4 Анализ резонанса Фано в одномерных фотонных кристаллах с
беспорядком по диэлектрической проницаемости

Изложенная аналитическая теория подтверждает предложенную в нача­
ле этого раздела интерпретацию спектральных особенностей на рис. 45–51 как
резонансов Фано. Рассмотрим спектры пропускания в зависимости от относи­
тельной толщины 𝑤𝐵/𝑎 слоев 𝐵 (см. рис. 53a 1a). Рисунки 53b-d демонстри­
руют значения параметра 𝑞, полученные на основе аппроксимации формулой
Фано усредненных спектров экстинкции, рассчитанных методом матриц пере­
носа [19]. На рисунках. 53b-d приводятся данные для брэгговских линий поряд­
ков ℎ = 1,2 и 3 в сравнении с теоретическими зависимостями, рассчитанными
по формуле (4.5). Видно хорошее соответствие численных результатов с ана­
литической моделью. Существенное отклонение от режима Фано наблюдается
только для брэгговской полосы первого порядка, при малых значениях 𝑤𝐵/𝑎,
что соответствует рэлеевскому режиму, обсуждавшему выше. В остальных слу­
чаях видно, что форма линии трансформируется периодически при изменении
𝑤𝐵, проходя полный цикл. В каждом цикле наблюдается следующая последо­
вательность: симметричная стоп-зона (𝑞 → ∞), соответствующая максимуму
синусоидальной фоновой компоненте рассеяния Фабри-Перо; асимметричная
линия с затянутым длинноволновым крылом и провалом со стороны коротких
длин волн (𝑞 < 0); симметричная полоса пропускания (𝑞 = 0); асимметричная



162

wB /a=0.10

0 0.5

0

5

10

0

5

10

0

5

10

0

5

10

0

5

10

0

5

10

1.0

0 0.5 1.0

0 0.5 1.0

0 0.5 1.0

0 0.5 1.0

0 0.5 1.0

a/λ

E
x
ti
n

c
ti
o

n
, 

×
1
0
-4

a
-1

a
h=1 h=2 h=3

0.33

0.50

0.83

0.66

0.99

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

5

-5

10

-10

0

5

-5

10

-10

wB /a

0

5

-5

10

-10

F
a

n
o

 p
a

ra
m

e
te

r 
q

b

c

d

Рисунок 53 — Трансформация брэгговской полосы и параметр Фано в спектрах
одномерных фотонных кристаллов с беспорядком по 𝜀 в зависимости от отно­
сительной толщины слоев 𝐵. (a), усредненный спектр экстинкции одномерного
фотонного кристалла с беспорядком по 𝜀 при изменении 𝑤𝐵/𝑎. (b-d), Параметр
Фано 𝑞 для первого порядка (b), второго порядка (c) и третьего порядка (d)
брэгговского резонанса. Красные линии – параметр Фано 𝑞 вычисленный по фор­
муле (4.4), значки – параметр Фано 𝑞, полученный в результате аппроксимации
спектров, найденных численно. Стрелки над верхней панелью (b) соответствуют
значениям параметра 𝑤𝐵/𝑎 для спектров, приведенных на панели (a). При вычис­
ления использовались следующие параметры: 𝜀𝐴 = 1.80, 𝜎𝜀𝐵 = 0.1, 𝜀𝐵 = 1.81,
𝑁 = 2000, 𝑀 = 1000. Треугольники и пунктир на панели (b) соответствуют
случаю нулевого среднего диэлектрического контраста 𝜀𝐴 = 𝜀𝐵 = 1.81. Режим
эффекта Бормана отмечен на панели (b) серой областью. Рисунок воспроизводит­
ся по статье [179].
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линия с затянутым коротковолновым крылом и провалом со стороны длинных
волн (𝑞 > 0); снова симметричная стоп-зона (𝑞 → ∞) и так далее. При изме­
нении относительной толщины 𝑤𝐵/𝑎 слоев 𝐵 от нуля до единицы, ℎ периодов
фоновой компоненты Фабри-Перо проходят вдоль брэгговской линии порядка
ℎ, которая демонстрирует ℎ полных циклов изменения формы резонанса Фано.

Таким образом, сопоставление аналитических и численных результатов
позволяет глубже разобраться в процессах локализации и делокализации волн
в структурах с беспорядком. Даже в классическом объекте картина локализа­
ции и делокализации электромагнитных волн оказалась намного богаче, чем
считалось ранее. Наши результаты демонстрируют, каким образом брэгговская
стоп-зона может трансформироваться в полосу пропускания, в результате чего
происходит переход от локализации к делокализации света.

В основе такой трансформации брэгговской полосы лежит интерференция
между многократным отражением (брэгговским рассеянием) и индуцирован­
ным беспорядком рассеянием Фабри-Перо. Такая интерференция может быть
описана в терминах резонанса Фано, что позволило найти циклическую за­
висимость формы линии от относительной толщины слоев 𝐵. Отметим, что
описанный резонанс Фано и андерсоновская локализация света имеют общий
физический механизм, возникающий за счет формирования различных мод из­
за многократного рассеяния волн на случайной структуре. Общий механизм
формирования этих двух эффектов позволяет утверждать, что резонанс Фа­
но может проявляться в тех же системах, в которых наблюдалась андерсонов­
ская локализация, а не только в неупорядоченных фотонных кристаллах. В
частности, резонанс Фано должен наблюдаться в бинарных полупроводнико­
вых сверхрешетках, когда эффективная масса носителей флуктуирует в одном
из слоев, при анализе фононного транспорта по сверхрешеткам. Полупровод­
никовые гетероструктуры могут быть такими объектами с контролируемыми
параметрами, поскольку квантовые каскадные лазеры с более чем тысячей сло­
ев [263; 264], а также апериодические фотонные структуры с сотнями слоев [265;
266] создаются современными технологическими методами. Отметим, что зако­
ны локализации света существенно отличаются для одномерных и трехмерных
структур [255]. Тем не менее, резонансы Фано проявляются в спектрах трехмер­
ных фотонных кристаллов, о чем будет рассказано в следующем разделе.
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4.2 Экспериментальное наблюдение индуцированного беспорядком
резонанса Фано

В этом разделе мы будем рассматривать экспериментальные результаты,
полученные при исследовании синтетических опалов. В природе опалы явля­
ются полудрагоценными камнями [267], которые ценятся из-за восхитительной
игры цвета, так называемой иридесценции (рис. 54). Как показали исследования
[268—270], опалы состоят из плотноупакованных сферических частиц кремнезе­
ма a-SiO2 характерного размера в несколько сотен нанометров, которые упако­
ваны преимущественно в гранецентрированную кубическую (ГЦК) структуру.
Периодическая структура приводит к возникновению брэгговской дифракции
света, которая в данном случае называется иридесценцией [271].

Технология изготовления синтетических (искусственных) опалов состоит
из нескольких этапов. На первом этапе методом Штобера [272] синтезируют
сферические частицы кремнезема в жидкой среде. Метод позволяет получать
суспензию, в которой частицы a-SiO2 имеют одинаковые размеры в пределах
некоторой дисперсии, которая обычно не превышает нескольких процентов. Да­
лее, частицы оседают на подложке, формируя плотную упаковку. После чего
при помощи термического отжига удаляется жидкость из пространства между
сферами, происходит спекание сферических частиц друг с другом, что приво­
дит к увеличению механической стабильности опалов.

При изготовлении образцов синтетических опалов широко применяются
два способа осаждения сферических частиц на подложку. Первый состоит в се­
диментации за счет гравитационных сил, осаждающих частицы кремнезема на
дно емкости, в которой находится суспензия [268; 273; 274]. Этот способ позво­
ляет получить объемные образцы синтетических опалов размерами несколько
сантиметров в горизонтальной плоскости и нескольких (а иногда, даже до десят­
ков) миллиметров в высоту. Второй способ называют методом вертикального
или менискового осаждения [275]. В этом случае подложка располагается вер­
тикально, и сферические частицы осаждаются на подложку в области менисков
благодаря силам поверхностного натяжения. По мере испарения жидкости ча­
стицы a-SiO2 покрывают поверхность подложки. В результате получается пле­
ночный образец синтетического опала, покрывающий всю подложку и имеющий
в третьем направлении от единиц до десятков монослоев. Отметим, что вместо
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a b

Рисунок 54 — Фотографии природных (a) и синтетических (b) опалов.



166

частиц a-SiO2 на подложку можно осаждать полимерные частицы, например,
частицы из полистирола или из полиметилметакрилата [257].

Большой интерес к синтетическим опалам вызвала статья [46], в которой
была исследована брэгговская дифракция и опалы были отнесены к классу фо­
тонных кристаллов. После этой работы синтетические опалы начали изучаться
в большом числе групп по всему миру. Была исследована структура опалов,
которая в большинстве случаев обладает двойникованной ГЦК решеткой [276].
Это связано с тем, что ГЦК структура хотя и незначительно, но все таки энер­
гетически выгоднее гексагональной плотноупакованной (ГПУ) структуры [277;
278], также имеющей плотную упаковку, как и ГЦК. Отработанная техноло­
гия позволяет изготавливать монокристаллические образцы высокого качества
с минимальным числом двойников [186] (см. рис. 55).

При экспериментальном исследовании синтетических опалов обычно ис­
пользуют спектроскопические методики: измеряются спектры пропускания и
отражения. Самой длинноволновой стоп-зоной в опалах является стоп-зона, свя­
занная с брэгговской дифракцией на кристаллических плоскостях {111} [280].
Отметим, что технология изготовления образцов определяет выделенную систе­
му плоскостей (111), параллельную плоскости подложки. Исследование этой
стоп-зоны наиболее доступно в эксперименте, поэтому она изучалась в боль­
шинстве работ, посвященным опалам. Помимо пропускания и отражения для
изучения оптических свойств опалов применяются дифракционные методики,
которые заключаются в анализе картин оптической дифракции на образце в
зависимости от его ориентации относительно падающего луча [281].

В идеальной ГЦК структуре плотноупакованных сфер с точечным касани­
ем объем, занимаемый частицами, составляет величину ≈ 74%. Пустоты между
частицами также формируют периодическую структуру, исходно заполненную
воздухом. При этом воздух можно заменить на жидкий или твердый запол­
нитель, что позволяет, во-первых, изменить диэлектрический контраст, и, во­
вторых, использовать оптические свойства заполнителя, например, в качестве
активной излучающей среды [282; 283]. Особый интерес представляют инвер­
тированные опалы – структуры, в которых на первом этапе пустоты были за­
полнены твердым веществом, а на втором этапе материал сферических частиц
(a-SiO2 или полимер) удаляется из образца. В результате получается образец
инвертированного опала из материала с высоким значением диэлектрической
проницаемости [284—286]. Напомним, что согласно теоретическим расчетам (см.
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Рисунок 55 — СЭМ изображения образцов опалов. (a) Изображение поверхности
образца синтетического опала, выращенного методом седиментации. На рисунке
отмечены кристаллографические плоскости семейства {111}. Изображение приве­
дено из статьи [279]. (b) Изображение скола пленочного образца монокристалли­
ческого синтетического опала, выращенного методом вертикального осаждения.
Изображение приведено из статьи [186].
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Главу 1), в инвертированных опалах из материала с диэлектрической проница­
емостью 𝜀 превышающей величину порядка 9 в частотном спектре открывается
полная запрещенная зона.

Объемные образцы синтетических опалов, изготовленные методом седи­
ментации, удобно изучать, понижая диэлектрический контраст между сфериче­
скими частицами и веществом, заполняющим пустоты [281]. Благодаря этому
удается зарегистрировать спектры пропускания при прохождении луча света
через образец толщиной несколько миллиметров. Без использования иммерси­
онной жидкости структурные дефекты и неоднородности сферических частиц,
которые непременно присутствуют в объемных образцах, рассеивают луч света,
и регистрация спектров пропускания становится крайне затруднительной.

4.2.1 Индуцированные беспорядком резонансы Фано в оптических
спектрах синтетических опалов

В предыдущих разделах мы обсуждали резонансы Фано, которые наблю­
даются в случае, когда узкая линия интерферирует с медленно меняющемся
фоновым рассеянием. В спектрах пропускания и отражения синтетических опа­
лов брэгговская стоп-зона (111) проявляется в виде относительно узкой линии.
Типичная ширина линии (111) опалов, иммерсированных в жидкий заполни­
тель, составляет величину порядка 10–30 нм (рис. 56). При этом полоса (111) с
центром 715 нм имеет в спектрах ярко выраженную асимметричную форму, что
указывает на возможный резонанс Фано, в котором брэгговская полоса играет
роль узкой линии на фоне широкополосного медленно меняющегося контура.
На рисунке 56 явно видно, что длинноволновое крыло линии (111) имеет более
пологую форму по сравнению с резким коротковолновым крылом. Отметим,
что асимметричный профиль брэгговской линии наблюдался в целом ряде ра­
бот [43; 279; 280; 287; 288].

Обсудим природу фонового рассеяния, которая неизменно присутствует в
спектрах пропускания иммерсированных образцов синтетического опала. Если
бы опал имел идеальную структуру без дефектов, то в спектральных областях
между брэгговскими стоп-зонами должно наблюдаться пропускание близкое к
100%, поскольку эти диапазоны соответствуют разрешенным (незатухающим)
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Рисунок 56 — Экспериментальный спектр пропускания образца синтетического
опала при распространении света вдоль направления Γ → 𝐿 (сплошная кривая).
Толщина образца 0.6 мм, диаметр сферических частиц кремнезема 𝐷 = 315± 15

нм. Рассчитанный по формулам теории Ми [113] спектр пропускания ансамбля
неупорядоченных сферических частиц диаметра 𝐷 = 315 нм (пунктирная кри­
вая). Рисунок воспроизводится по статье [210].



170

состояниям, а иммерсия существенно подавляет отражение на границах образ­
ца. Однако в реальности фоновая компонента всегда наблюдается при иссле­
довании опалоподобных фотонных кристаллов (рис. 56), что подтверждается
спектрами, измеренными разными научными группами [43; 279; 280; 287; 288].
Отметим, что до выхода работ [187; 210] природа фоновой компоненты остава­
лась неясной.

Обратимся к рис. 57 и 58, на которых представлены результаты исследова­
ния образцов синтетических опалов, которые использовались в наших спектро­
скопических экспериментах, методами просвечивающей и сканирующей элек­
тронной микроскопии (ПЭМ и СЭМ). Из этих рисунков следует, что для опалов
характерны два типа неоднородностей. Во-первых, как видно на картинах, полу­
ченных методом ПЭМ (рис. 57), сферических частиц кремнезема неоднородны,
внутри сферической частицы наблюдаются многочисленные квазисферические
области размером порядка 10 нм с другой плотностью вещества, что приводит
к неоднородности ансамбля частиц по диэлектрической проницаемости. Во-вто­
рых, результаты исследования методом СЭМ (рис. 58) свидетельствуют об опре­
деленном разбросе частиц по размерам. Оба эти фактора приводят к нескомпен­
сированному рассеянию Ми на ансамбле частиц a-SiO2, формирующих образец
опала. В результате в спектрах наблюдается индуцированный неупорядоченно­
стью фон, который хорошо фитируется спектральной зависимостью рассеяния
Ми на сферических частицах с диаметром 𝐷 = 315 нм, соответствующему
усредненному размеру частиц экспериментального образца (рис. 56).

Чтобы утверждать, что в спектрах опалов наблюдается резонанс Фано с
участием брэгговского резонанса, необходимо экспериментально продемонстри­
ровать на нескольких образцах все характерные формы линии, соответствую­
щие резонансу (рис. 1) и провести аппроксимацию спектров с использованием
формулы Фано (3.6). При этом особый интерес представляет поиск «переверну­
той» линии (параметр Фано 𝑞 = 0), когда вместо брэгговской стоп-зоны возни­
кает полоса брэгговского пропускания.
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Рисунок 57 — Изображения сферических частиц a-SiO2 опалов, полученные мето­
дом просвечивающей электронной микроскопии. Рисунок адаптирован из статьи
[289].
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Рисунок 58 — Определение диаметра сферических частиц a-SiO2, формирующих
образец синтетического опала. (a) Фрагмент СЭМ изображения поверхности об­
разца. (b) Границы сферических частиц a-SiO2, определенные методом [290]. (с)
Статистическое распределение диаметров 𝐷 сферических частиц (красные круж­
ки) и расстояний между центрами соседних частиц 𝑎00 (синие квадраты). Аппрок­
симация зависимостей функцией Гаусса – красная сплошная и синий пунктир,
соответственно. Рисунок воспроизводится по статье [187].
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4.2.2 Экспериментальное наблюдение резонанса Фано в
синтетических опалах

Для того, чтобы установить механизм рассеяния света в синтетических
опалах, мы провели тщательное исследование спектров пропускания образцов
высокого качества, изготовленных методом седиментации. Образцы опалов бы­
ли изготовлены М.И. Самойловичем (Техномаш, Москва) ГЦК решетку опалов
формируют сферические частицы a-SiO2 [289; 291—293], отличающихся друг
от друга, как по размерам, так и плотностью материала, т.е. эффективной ди­
электрической проницаемостью. В частности, неоднородность сфер a-SiO2 при­
водит к тому, что в экспериментах с иммерсионными жидкостями различные
(ℎ𝑘𝑙) стоп-зоны в опалах пропадают при существенно различных значениях
диэлектрической проницаемости заполнителя [289; 293]. Такой эффект невоз­
можно наблюдать в двухкомпонентных фотонных кристаллах с однородными
сферами, в которых однородный заполнитель приводил бы к исчезновению всех
(ℎ𝑘𝑙) стоп-зон одновременно, и структура становилась бы полностью оптически
прозрачной. Неоднородность сфер a-SiO2 позволила отнести опалы к классу
многокомпонентных фотонных кристаллов [289; 293]. Рассеяние света на неод­
нородных сферах, спектральная зависимость которого описывается теорией Ми
[113], приводит к возникновению медленно изменяющейся фоновой компоненты
рассеяния, которая наблюдается в оптических спектрах опалов (рис. 56).

Все образцы, экспериментально исследованные в данном разделе, были
выпилены из одного большого образца, сформированного сферическими части­
цами a-SiO2 диаметра 𝐷 = 315 ± 15 нм, согласно результатам обработки изоб­
ражений, полученным при помощи СЭМ (рис. 58), а также оценкой длинновол­
нового положения стоп-зоны (111) в спектрах пропускания (рис. 56). Экспери­
ментальные данные, приведенные ниже получены на трех образцах в форме
пластинок со сторонами ≈ 7.2 × 3.0 мм2, параллельной ростовым плоскостям
(111) и толщинами 0.6, 0.8 и 2.2 мм (размер вдоль ростового направления [111]).

Спектры пропускания синтетических опалов измерялись при прямом про­
хождении пучка монохроматического света через образец на двухлучевом спек­
трофотометре PerkinElmer Lambda-650 в ультрафиолетовом и видимом диапа­
зоне длин волн 215-850 нм. Образцы помещались в центре кюветы с плоскопа­
раллельными окнами из плавленого кварца, которая была заполнена иммерси­
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онной жидкостью. Иммерсионная жидкость выступает как в роли заполнителя
пустот между сферическими частицами a-SiO2, так и средой, окружающей обра­
зец. В экспериментах мы использовали две жидкости с низким коэффициентом
поглощения во всем исследуемом диапазоне длин волн: дистиллированную воду
𝜀𝑓 = 1.778 и пропилен гликоль 𝜀𝑓 = 2.053, а также их смести с разной концен­
трацией, что позволило плавно изменять диэлектрическую проницаемость за­
полнителя в диапазоне 1.778 ≤ 𝜀𝑓 ≤ 2.053. Диэлектрическая проницаемость им­
мерсионной жидкости измерялась при помощи рефрактометра Аббе ИРФ-454
Б2М, погрешность измерений не превышает 7.5 · 10−4. Для замены иммерси­
онной жидкости внутри образца опала мы подвергали образец термическому
отжигу при температуре 600∘ C на протяжении 20 минут, что приводило к ис­
парению иммерсионной жидкости из его пор. После чего образец заполнялся
новой иммерсионной жидкостью с другим значением диэлектрической прони­
цаемости.

Стоп-зона (111) в спектрах пропускания имеет большую интенсивность
(см. рис. 56), что позволяет провести детальный анализ ее спектральной формы.
Положение брэгговской полосы (111) определяется формулой

𝜆(111) ≈
√︀

8/3𝐷̄
√︁
𝑔𝜀𝑠 + (1 − 𝑔)𝜀𝑓 , (4.6)

в которой 𝑔 ≈ 0.74 – фактор заполнения пространства сферическими частицами
a-SiO2, имеющими среднее значение диэлектрической проницаемости 𝜀𝑠 = 1.92

[289].
Зависимость измеренных спектров пропускания от значения диэлектриче­

ской проницаемости заполнителя 𝜀𝑓 представлены на рис. 59. На этом рисунке
хорошо прослеживается вся трансформация формы линии (111) при изменении
значения 𝜀𝑓 . Во-первых, наблюдается хорошо известный эффект уменьшения
интенсивности стоп-зоны, который возникает при приближении диэлектриче­
ской проницаемости заполнителя 𝜀𝑓 к значению, которое определяет условие
исчезновения семейства стоп-зон {111} в спектре пропускания из-за схлопы­
вания запрещенной зоны в энергетическом спектре опала. Для исследуемого
образца это значение равно 𝜀0𝑓(111) = 1.816 [289]. Во-вторых, наблюдается асим­
метрия линии (111), которая обладает зеркальной симметрией (в шкале длина
волн) при замене знака диэлектрического контраста 𝜀𝑓 − 𝜀0𝑓 . Действительно,
при (𝜀𝑓 − 𝜀0𝑓) < 0 (зеленые кривые на рис. 59) длинноволновое крыло брэг­
говской линии (111) более плавное по сравнению с резким коротковолновым
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Рисунок 59 — (a) Спектры пропускания образца синтетического опала (𝐷 =

315±15 нм, толщина ≈ 0.6 мм) в окрестности брэгговской полосы (111) в зависи­
мости от диэлектрической проницаемости заполняющей жидкости 𝜀𝑓 (черные кри­
вые). Цветные кривые (красная, синяя и зелена) получены в результате аппрок­
симации экспериментальных спектров формулой Фано. (b) Результаты расчетов
спектров пропускания при помощи квазитрехмерной модели неупорядоченного
опала, описанной в тексте: число слоев равно 1000, усреднение проводилось по
40000 реализациям для 𝜀𝑓 = 1.816 и 10000 реализациям для остальных значений
𝜀𝑓 . Для удобства анализа, на панелях (a) и (b) кривые смещены по вертикальной
оси на указанную величину. Рисунок воспроизводится по статье [210].
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крылом. При (𝜀𝑓 − 𝜀0𝑓) > 0 (синие кривые на рис. 59) мы имеем зеркально-сим­
метричную ситуацию: коротковолновое крыло брэгговской линии (111) более
плавное по сравнению с резким длинноволновым крылом. Когда диэлектриче­
ская проницаемость заполнителя в точности равна 𝜀𝑓 = 𝜀0𝑓 (красная кривая на
рис. 59) , вместо обычного провала (брэгговская стоп-зона) в спектрах наблю­
дается пик – полоса брэгговского пропускания. Отметим, что брэгговский пик
пропускания может наблюдаться лишь в узком диапазоне значений заполните­
ля ∆𝜀𝑓 ≈ 1.816±0.003. Таким образом, наблюдение всех характерных профилей
контура Фано, включая «переворот линии» подтверждает вывод о наблюдении
резонанса Фано между узкой брэгговской линией и широкополосным контуром
рассеяния Ми, индуцированным структурной неоднородностью сферических ча­
стиц кремнезема a-SiO2, образующих решетку опала. Наблюдаемые эффекты
имеют прямую аналогию с превращением брэгговской стоп-зоны в брэгговскую
полосу пропускания в одномерных фотонных кристаллах с беспорядком по 𝜀 за
счет резонанса Фано, что было описано в предыдущем разделе.

Расчет спектров пропускания синтетического опала

Для одномерных фотонных кристаллов с беспорядком существует хорошо
развитая теория, позволяющая описать транспортные свойства. Трехмерная за­
дача является более сложной. Для описания экспериментальных спектров про­
пускания опалов была разработана упрощенная квазитрехмерная модель [187;
210]. Эта модель учитывает, как брэгговскую дифракцию на кристаллических
слоях (111), сформированных из сферических частиц a-SiO2, находящихся в
узлах ГЦК решетки, так и дополнительное рассеяние, связанное с тем, что ча­
стицы отличаются друг от друга.

Предположим, что отдельные сферические частицы не касаются друг дру­
га. Тогда мы можем использовать теорию многократного рассеяния, в кото­
рой рассеяние на каждой отдельно частичке определяется коэффициентами
Лоренца-Ми, зависящими от параметров частицы. Электромагнитные волны,
рассеявшись на частице, являются внешними волнами по отношению к другим
частицам. Следовательно нам необходимо решать самосогласованную задачу
о многократном рассеянии. В идеальной периодической структуре рассеяние
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описывается блоховскими волнами, т.е. волны, рассеянные на индивидуальных
частичках, должны складываться в блоховскую волну. Флуктуации в парамет­
рах частиц, формирующих решетку опала, приводят к тому, что в рассеянии на
каждой частице появляется случайная фаза и амплитуда, по сравнению с рас­
сеянием на усредненной частице. На первый взгляд кажется, что в результате
многократного рассеяния эти случайные отклонения усредняются, что приве­
дет только к деградации блоховских волн. Кроме этого, очевидно, что общее
пропускание должно уменьшаться из-за рассеяния на беспорядке. Подобные эф­
фекты были описаны в ряде работ, в том числе посвященных опалам [43; 279;
280; 288; 294]. Однако в направлении, соответствующем брэгговскому отраже­
нию, случайный набег фазы не усредняется, а приводит к интерференции волн,
порожденных двумя механизмами: (i) дифракцией на периодической структуре,
приводящей к появлению узкой брэгговской полосы и (ii) нескомпенсированным
рассеянием, индуцированным беспорядком в широком спектральном диапазоне.

Для описания экспериментально наблюдаемых особенностей (рис. 56 и 59)
теоретическая модель распространения света должна учитывать оба механизма
рассеяния, а также их взаимодействие. Рассмотрим двумерные слои, соответ­
ствующие плоскостям (111) ГЦК решетки опалов и будем использовать теорию
Ми для нахождения коэффициентов рассеяния и пропускания через такой слой
[113]. При этом брэгговская дифракция, а также другие эффекты многократ­
ного рассеяние внутри слоя не учитываются, что ограничивает применимость
данной модели случаем малого диэлектрического контраста. Можно показать,
что в таком приближении коэффициенты пропускания и отражения через слой
непосредственно связаны с амплитудами рассеяния вперед 𝑆(𝜃 = 0) и назад
𝑆(𝜃 = 180∘), рассчитанными в рамках теории Ми [113]. Амплитуды рассеяния
пропорциональны амплитуде волны, рассеянной на одиночной диэлектрической
частице в направлении, заданном углом 𝜃. Чтобы учесть случайный разброс
параметров частиц в двумерных слоях, формирующих опал, были рассчитаны
амплитуды рассеяния, усредненные по радиусам 𝑟 и значениям диэлектриче­
ской проницаемости 𝜀 частиц. Усреднение проводится по каждому отдельному
слою при помощи численного интегрирования амплитуд рассеяния, что позво­
лило учесть распределение радиусов и диэлектрической проницаемости 𝜀𝑛 и 𝑟𝑛,
которые изменяются от слоя к слою:

𝑆𝑛(𝜃) =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑆(𝜃,𝜀,𝑟)𝑓𝑛(𝜀− 𝜀𝑛,𝑟 − 𝑟𝑛)𝑑𝜀𝑑𝑟, (4.7)



178

где 𝑓𝑛(𝜀,𝑟) плотность распределения вероятности, которая в случае синтетиче­
ских опалов может быть представлена нормальным (гауссовым) распределени­
ем (см. рис. 58). Можно показать, что коэффициенты пропускания и отражения
для двумерного слоя выражаются формулами [113]

𝑡𝑛 = 𝑒𝑖𝑘ℎ
(︂

1 − 2𝜋𝜂

𝑘2
𝑆𝑛(𝜃 = 0)

)︂
, (4.8)

𝑟𝑛 = 𝑒𝑖𝑘ℎ
2𝜋𝜂

𝑘2
𝑆𝑛(𝜃 = 180∘). (4.9)

В этих выражениях 𝑛 – номер слоя, 𝑘 – волновое число в материале-заполните­
ле, ℎ – толщина слоев и 𝜂 – плотность частиц в слое.

После того, как были определены коэффициенты рассеяния двумерных
слоев сферических частиц, можно рассчитать пропускание и отражение через
периодическую последовательность таких слоев при помощи метода матриц пе­
реноса [253]. Матрицы переноса вычисляются из коэффициентов пропускания
и отражения, заданных уравнениями (4.8) и (4.9). Чтобы учесть беспорядок, ди­
электрическая проницаемость частиц и их радиусы также варьируется от слоя
к слою. Спектры пропускания усредняются по достаточно большому числу ан­
самблей.

В использованной модели брэгговская дифракция возникает в силу перио­
дического расположения двумерных слоев и поэтому имеет одномерную приро­
ду. Индуцированное беспорядком рассеяние, напротив, имеет трехмерную при­
роду, поскольку учитывается как внутрислоевой, так и межслоевой беспорядок
при решении задачи Ми. Чтобы подчеркнуть эти особенности рассматриваемой
модели мы называем ее квазитрехмерной моделью.

Квазитрехмерная модель использовалась для расчета оптических спек­
тров трехмерных фотонных кристаллов с беспорядком, которые сформированы
сферическими частицами с диэлектрической проницаемостью распределенной
по нормальному (гауссову) закону. Отметим, что единственным варьируемым
параметром в расчетах было среднее значение диэлектрической проницаемо­
сти. Как видно из результатов расчетов спектров пропускания, представлен­
ных на рис. 56 и 59, квазитрехмерная модель воспроизводит все особенности,
наблюдающиеся в экспериментальных спектрах, в том числе асимметрию брэг­
говской линии и превращение стоп-зоны в брэгговскую полосу пропускания.
Дополнительные вычисления, в которых использовались другие функции рас­
пределения вероятности (например, с треугольным или однородным профилем
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Рисунок 60 — Спектры пропускания опалов для случая 𝜀𝑓 = 𝜀0𝑓 (верхние пане­
ли), вычисленные для разных функций распределения диэлектрической прони­
цаемости сферических частиц (показаны на нижних панелях) при 𝑞 = 0: (a,d)
Нормальный (гауссов) закон распределения; (b,e) Треугольный профиль распре­
деления вероятности; (c,d) Прямоугольный (однородный) профиль распределение
вероятности. Спектры усреднены по 40000 реализациям беспорядка. Рисунок вос­
производится по статье [210].
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распределения) также выявили возникновение асимметричной полосы и «пере­
ворот» линии (рис. 60). Таким образом, вид спектров, приведенных на рис. 59,
является характерной особенностью неупорядоченных структур и не зависит
от вида распределения диэлектрической проницаемости сферических частиц.

Кроме модельного расчета спектров пропускания мы произвели аппрок­
симацию экспериментальных спектров формулой Фано (3.6) для определения
параметра 𝑞. Были обработаны спектры трех образцов разной толщины 0.6,
0.8 и 2.2 мм. Фоновая компонента рассеяния задавалась полиномом третьего
порядка. Из рисунка 59a видно, что спектры, рассчитанные по формуле Фано,
прекрасно совпадают с экспериментальными, причем такая картина наблюда­
лась для всех трех образцов. Результаты аппроксимации показали, что пара­
метр асимметрии 𝑞 изменяется монотонно от отрицательных к положительным
значениям при увеличении диэлектрической проницаемости заполнителя 𝜀𝑓 в
интервале 1.778 ≤ 𝜀𝑓 ≤ 1.891 и значения 𝑞 для трех образцов хорошо согласу­
ются друг с другом, образуя одну общую зависимость. В области 𝜀𝑓 ≈ 1.816

зависимость 𝑞(𝜀𝑓) пересекает нулевое значение, которое соответствует превра­
щению брэгговской зоны отражения в брэгговский пик пропускания.

4.3 Выводы по главе

Начиная с пионерской работы Джона [2] присутствие неупорядоченности
в фотонных кристаллах связывалось с усилением локализации света вблизи
брэгговских стоп-зон. Результаты, приведенные в данной главе, свидетельству­
ют о том, что возможна и обратная картина. Было продемонстрировано, что
при определенных условиях интерференция Фано между индуцированным бес­
порядком широкополосным фоновым рассеянием и блоховскими волнами при­
водит к делокализации света, которая спектрально проявляется в виде брэггов­
ских полос пропускания.

Отметим также, что резонанс Фано, являясь чувствительным к фазе ин­
терференционным эффектом, вместо деградации из-за беспорядка, может про­
являться в различных неупорядоченных фотонных структурах. Механизм по­
явления такого необычного резонанса Фано состоит в следующем. В фотонных
системах, как правило, существуют собственные высокодобротные узкие резо­
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Рисунок 61 — (a) Параметр асимметрии 𝑞 в зависимости от значения диэлектри­
ческой проницаемости заполнителя 𝜀𝑓 для трех разных образцов толщинами 0.6,
0.8 и 2.2 мм. Сплошная линия проведена для удобства восприятия информации.
(b) Схематическое изображение профилей брэгговского резонанса, наблюдаемых
в экспериментальных спектрах, при изменении диэлектрической проницаемости
заполнителя 𝜀𝑓 . Рисунок воспроизводится по статье [210].
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нансы, однако далеко не всегда параллельно с ними наблюдаются широкополос­
ные возбуждения. Наличие беспорядка как раз и приводит к появлению слабо
меняющихся по амплитуде полос, которые, интерферируя с собственными ре­
зонансами идеального прототипа, создавая условия для появления резонанса
Фано.

На рис. 62 схематически представлена цепочка режимов рассеяния, кото­
рая в конце концов приводит к появлению резонанса Фано. Рассматриваются
два типа структур: одномерные, образованные последовательностью чередую­
щихся слоев . . . 𝐴𝐵𝐴𝐵 . . ., и трехмерные, состоящие из сферических частиц.
Если структура идеально упорядочена (второй столбец), то наблюдается лишь
брэгговское рассеяние (без учета эффектов на границах кристаллов). Однако,
если в структуре присутствует беспорядок (третий столбец), возникает вторая
нерезонансная, т.е. широкополосная компонента рассеяния. При определенных
условиях (например, попадание частоты узкой линии в спектральный интервал
широкой) возникают условия для резонанса Фано и превращения брэгговской
полосы отражения в брэгговский пик пропускания.
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Рисунок 62 — Схематическое представление режимов рассеяния света на одно­
мерной и трехмерной фотонной структуре. Первый столбец – рассеяние на изоли­
рованном структурном элементе, второй столбец – рассеяние на упорядоченной
фотонной структуре, третий столбец – рассеяние на неупорядоченной фотонной
структуре. Схема адаптирована из статьи [210].
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Глава 5. Диэлектрические объекты с экстремальными физическими
свойствами

В данной главе мы будем рассматривать резонансные эффекты, возникаю­
щие на диэлектрических цилиндрах, которые являются структурными элемен­
тами фотонных кристаллов и метаматериалов. При больших значениях диэлек­
трической проницаемости в цилиндрах возбуждаются резонансы Ми, которые
приводят к появлению необычных эффектов таких как невидимость, а также
к формированию суперрезонансных мод – аналога связанных состояний в кон­
тинууме [20].

5.1 Режимы невидимости бесконечного диэлектрического цилиндра

Возможность реализации невидимости объектов, а также их маскировка
при помощи специальных покрытий всегда волновала человечество, что нашло
отражение в удивительных художественных образах в сказках, мифах и на­
учно-фантастической литературе. В последнее десятилетие изучение режимов
маскировки и невидимости привлекло к себе внимание в связи с появлением ме­
таматериалов с произвольными значениями диэлектрической проницаемости и
магнитной восприимчивости [295]. В настоящее время для реализации невиди­
мости существует несколько подходов. В первую очередь это трансформаци­
онная оптика [7; 296—298], а также деструктивная интерференция рассеянных
волн [12; 299; 300], нелинейные эффекты в многослойных структурах [301], ис­
пользование графеновых покрытий [302], применение магнитооптического эф­
фекта индуцированного внешним магнитным полем [303] и другие подходы.
Все эти методы предполагают использование специально разработанных покры­
тий с требуемыми эффективными параметрами, что затрудняет практическую
реализацию многих теоретических концепций [12].

В данной главе представлены результаты исследования резонансных эф­
фектов, которые возникают в однородных цилиндрах, обладающих большой
диэлектрической проницаемостью. В работе [83] мы предложили оригинальный
подход, который позволяет экспериментально продемонстрировать переключе­
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ние между режимами невидимости и обычного рассеяния без использования до­
полнительных маскирующих устройств. Идея состоит в использовании деструк­
тивной интерференции рассеяния на однородном диэлектрическом цилиндре с
высоким показателем преломления без дополнительных маскирующих слоев­
покрытий. Реализация этой идеи связана с характерной спектральной формой
резонанса Фано, интенсивность которого обращается в нуль на определенной
частоте. Собственно маскирующий эффект основан на физике резонансного
рассеяния Ми на однородном диэлектрическом цилиндре (см. рис. 63a), кото­
рое проявляется как каскады резонансов Фано, где каждый индивидуальный
резонанс, описывается формулой Фано (см. Главу 3). Мы осуществили экспери­
ментальную реализацию этого механизма маскировки, а также переключение
режимов видимость – невидимость посредством индуцированного температу­
рой изменения диэлектрической проницаемости дистиллированной воды, поме­
щенной в тонкой стеклянной трубке.

5.1.1 Постановка задачи

Рассмотрим рассеяние Ми на однородном бесконечном цилиндре радиуса
𝑟 с вещественной диэлектрической проницаемостью 𝜀1, окруженном однородной
средой с диэлектрической проницаемостью 𝜀2 = 1. Рассеянная вола на цилиндре
может быть представлена в виде линейной комбинации ортогональных электро­
магнитных дипольных и высших мультипольных членов, которые выражаются
через цилиндрические коэффициенты Лоренца-Ми 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 [113]. Для определен­
ности рассмотрим поляризацию ТЕ, отмечая, что аналогичные эффекты будут
возникать и для случая поляризации TM. При условии нормального падения
(по отношению к оси цилиндра), рассеянное поле определяется коэффициента­
ми 𝑎𝑛, а все коэффициенты 𝑏𝑛 равны нулю в поляризации TE [113]. Кроме того,
будем учитывать дополнительные коэффициенты 𝑑𝑛, определяющие амплитуду
цилиндрических гармоник поля внутри цилиндра; более детальные выкладки
приводились ранее в Главе 3. В бесконечном цилиндре резонансы принято обо­
значать как TE𝑛𝑘, где 𝑛 – порядок мультиполя, определяемый угловой зависи­
мостью мультиполя, а 𝑘 – номер резонанса (𝑛 – целое число, 𝑘 – положительное
целое число).
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Рисунок 63 — Рассеяние Ми на диэлектрическом цилиндре. (a) Геометрия рас­
сеяния света в поляризации ТЕ. (b) Спектральный профиль резонанса Фано в
зависимости от знака и значения параметра Фано 𝑞. (с) Спектры рассеяния Ми
𝑄𝑠𝑐𝑎,𝑛 для дипольных и мультипольных мод TE𝑛𝑘 и для полной эффективности
рассеяния 𝑄𝑠𝑐𝑎 одиночного диэлектрического цилиндра с 𝜀1 = 60, окруженного
воздухом 𝜀2 = 1. Знаки соответствующих значений параметра Фано 𝑞 показаны
для каждого резонанса Ми. Спектры приведены для безразмерного параметра
𝑥 = 𝑟 𝜔/𝑐. Рисунок воспроизводится по статье [83].
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На рис. 63c представлена интенсивность рассеяния Ми 𝑄𝑠𝑐𝑎 =
2
𝑥

∑︀∞
𝑛=−∞ |𝑎𝑛|2, а также спектральная зависимость эффективности рассеяния

Ми для отдельных мультиполей 𝑄𝑠𝑐𝑎,𝑛 = 2
𝑥 |𝑎𝑛|

2 в низкочастотной части спектра
при 𝜀1 = 60, в которой наблюдаются моды TE0𝑘, TE1𝑘, TE2𝑘 и TE3𝑘. Благодаря
масштабируемости уравнений Максвелла удобно ввести безразмерную частоту
𝑥 = 𝑟𝜔/𝑐. Интенсивность мультипольных мод TE4𝑘, TE5𝑘, (𝑛 > 3) заметно от­
личается от нуля только при высоких частотах 𝑥 > 1. Спектры рассеяния Ми,
представленные на рис. 63c, демонстрируют различные формы линий, которые
могут быть описаны формулой Фано (3.2). А именно, резонанс TE01 является
относительно симметричным (параметр Фано |𝑞| достаточно большой), в то
время как резонанс TE02 имеет ярко выраженную асимметричную форму кон­
тура Фано с положительным 𝑞. Обе моды TE1 имеют асимметричную форму
контура Фано с отрицательным 𝑞 . Моды более высокого порядка (TE2 и TE3)
в длинноволновом спектральном диапазоне оказываются очень узкими, однако
для этих пиков также возможно определить параметр Фано 𝑞.

Рисунок 64 демонстрирует, как спектр рассеяния Ми может быть пред­
ставлен в виде бесконечной последовательности резонансов Фано. В Главе 3
приводится вывод этих формул из граничных условий. Интерференция нерезо­
нансного и резонансного вкладов рассеяния Ми приводит к наблюдению асим­
метричных профилей Фано в спектрах (см. рис. 63c и 64). В отличие от спектров
|𝑑0|2, описывающих магнитное поле внутри цилиндра, спектры интенсивности
мультиполей, связанных с волной, рассеянной на цилиндре |𝑎0|2, демонстриру­
ют асимметричные профили с выраженной парой максимума и минимума функ­
ции |𝑎0|2 на резонансных частотах собственных мод цилиндра. Нулевое значение
коэффициентов Лоренца-Ми означает, что цилиндр не рассеивает электромаг­
нитную волну на соответствующей частоте.

Численно рассчитанная структура магнитного поля в режимах невиди­
мости, основанных на резонансах Фано, а также интенсивного рассеяния Ми
показана на рис. 65a-h. Наблюдается практически полное подавление рассея­
ния на частотах, соответствующих провалам в функции 𝑄𝑠𝑐𝑎(𝑥) (рис. 65i). Это
означает, что падающая TE-поляризованная волна проходит через цилиндр без
рассеяния, делая цилиндр невидимым под любым углом для стороннего на­
блюдателя. Из рисунков. 65f и 65h следует, что режим невидимости возникает
тогда, когда фаза резонансного поля на границах цилиндра совпадает с фазой
падающей волны. В результате приповерхностный слой цилиндра выполняет
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Рисунок 64 — Резонансное рассеяние Ми как каскады резонансов Фано. (a) Спектр
квадрата модуля коэффициента Лоренца-Ми |𝑎0|2, описывающего амплитуду маг­
нитного поля вне цилиндра с 𝜀1 = 16. (b) Нерезонансный вклад в рассеяние Ми.
(c) Спектр квадрата модуля коэффициента Лоренца-Ми |𝑑0|2, описывающего ам­
плитуду магнитного поля внутри цилиндра с 𝜀1 = 16. (d) Спектр квадрата модуля
коэффициента Лоренца-Ми |𝑎0|2 для цилиндра с 𝜀1 = 60 и пример аппроксимации
резонанса TE02 формулой Фано (зеленая кривая). (e) Рассчитанная зависимость
параметра Фано 𝑞 от безразмерного параметра 𝑥 = 𝑟𝜔/𝑐 = 2𝜋𝑟/𝜆 для диполь­
ных мод TE0𝑘 (1 6 𝑘 6 9) диэлектрического цилиндра с 1 6 𝜀1 6 150 (при
𝜀2 = 1). Справа показаны четыре характерные линии резонанса Фано для разных
значений 𝑞 . В верхней части рисунка приведены уравнения, которые описывают
интерференцию резонансного и нерезонансного вклада. 𝐽𝑛(𝜁) и𝐻(1)

𝑛 (𝜁) – функции
Бесселя и Ханкеля порядка 𝑛. Рисунок воспроизводится по статье [83].
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роль маскирующего покрытия, которое используется в структурах с внешней
маскирующей оболочкой [12].

Чтобы проанализировать динамику режима невидимости, мы рассчитали
интенсивность минимума рассеяния как функцию диэлектрической проницае­
мости 𝜀1 для низкочастотного резонанса TE11. В качестве референсной интен­
сивности рассеяния мы использовали интенсивность рассеяния цилиндра, из­
готовленного из идеально проводящего металла. Расчеты показывают, что эф­
фективность рассеяния диэлектрического цилиндра совпадает с референсной,
когда диэлектрическая проницаемость цилиндра составляет величину близкую
к 10. При 𝜀1 > 10 спектр рассеяния цилиндра опускается ниже референсного
спектра для значений параметра 𝑥 ≈ 0.505, т.е. формируется режим невидимо­
сти.

5.1.2 Экспериментальное исследование режима невидимости

Для материалов с высоким значением диэлектрической проницаемости
при малых потерях типичный асимметричный профиль Фано имеет локаль­
ный максимум и локальный минимум, расположенные близко друг к другу,
как показано на рис. 65i. Невозможность получения режима полной невидимо­
сти 𝑄𝑠𝑐𝑎 = 0 связана с тем, что интенсивность интегрального рассеяния 𝑄𝑠𝑐𝑎

определяется наложением всех парциальных резонансов, которые приводят к
фоновому рассеянию в области зануления 𝑄𝑠𝑐𝑎,𝑛 = 0 каждого из резонансных
контуров Фано. Существование первого сильного провала при 𝜔invis = 0.505𝑐/𝑟

(𝜀1 = 60) обусловлено несколькими причинами (рис. 63): почти нулевая интен­
сивность соседней моды TE01 и узость моды TE21, причем обе соседние моды
находятся на относительно большом расстоянии от моды TE11. Спектральная
близость минимума и максимума может быть использована для демонстрации
переключения между режимами видимости и невидимости. Это достигается
путем модуляции параметров объекта или путем изменения длины волны зон­
дирующего излучения. Чтобы продемонстрировать эффект невидимости Фано
в эксперименте, мы воспользовались сильной температурной зависимостью ди­
электрической проницаемости воды в микроволновом диапазоне [304].
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для поляризации TE. (a-h) Результаты численных расчетов рассеяния Ми на оди­
ночном цилиндре (𝜀1 = 60) в воздухе (𝜀2 = 1). (a-h) 𝐻𝑧 компонента электромаг­
нитного поля поляризации TE (a-d) вокруг цилиндра и (e-h) внутри цилиндра. По­
казаны режимы: интенсивного рассеяния Ми при (a, e) 𝑥 = 0.485 и (c, g) 𝑥 = 1.48,
а также режимы невидимости Фано при 𝑥invis = 0.505 (b, f) и 𝑥invis = 1.504 (d,h).
(i) Спектральная зависимость интенсивности рассеяния 𝑄𝑠𝑐𝑎 (черная кривая), эф­
фективность рассеяния идеального металлического проводника (серая штриховая
кривая) и экспериментально измеренная эффективность рассеивания цилиндра
из дистиллированной воды в тонкой стеклянной трубке, окруженной воздухом
(зеленая пунктирная кривая). Рисунок воспроизводится по статье [83].
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Рисунок 66 — Экспериментальная демонстрация переключения режима невиди­
мости. (a) Измеренная температурная зависимость интенсивности рассеяния за­
полненной дистиллированной водой стеклянной трубки, формирующей диэлек­
трический цилиндр. Спектры сдвинуты по вертикали на значения, отмеченные на
графике. Вставки (b, c) демонстрируют рассчитанные магнитные поля на частоте
1.9 ГГц в режимах Фано-невидимости и сильного рассеяния Ми, соответственно.
(d) Измеренные положения провалов в интенсивности рассеяния, соответствую­
щих невидимому цилиндру, и максимумов рассеяния Ми. Пунктирные линии –
линейная аппроксимации положений максимумов и минимумов. Рисунок воспро­
изводится по статье [83].



192

В эксперименте в качестве диэлектрического цилиндра была использова­
на тонкостенная стеклянная трубка, заполненная дистиллированной водой. В
микроволновом диапазоне частот от 1 ГГц до 6 ГГц вода характеризуется ди­
электрической проницаемостью 𝜀 = 80 при 20∘C и 𝜀 = 50 при 90∘C. Экспери­
ментальные измерения проводились в безэховой камере. Прямоугольная антен­
на (TRIM, DR, 0.75 - 18 ГГц), подключенная к передающему порту векторного
сетевого анализатора Agilent E8362C, формировала электромагнитное излуче­
ние, которое на расстоянии 1 метра и более от антенны с хорошей точностью
может быть описано как плоская волна. Заливая воду в тонкостенную стек­
лянную трубку, мы создали водный цилиндр радиусом 12 мм и высотой 42
см, который помещался в дальнюю область антенны (на расстоянии около 2.5
м). При этом вторая рупорная антенна (TRIM, DR, 0.75 - 18 ГГц) использова­
лась в качестве приемника. Интенсивность рассеяния вычислялась при помощи
оптической теоремы из мнимой части амплитуды рассеяния. Амплитуда рассе­
яния пропорциональна 𝐸/𝐸0 − 1, где 𝐸0 – измеренное электрическое поле в
свободном пространстве (без цилиндра), 𝐸 - измеренное электрическое поле
в присутствии цилиндра с водой. Отметим, что в микроволновом диапазоне
диэлектрическая проницаемость стеклянной трубки намного меньше, чем ди­
электрическая проницаемость воды, и поэтому влиянием стеклянной трубки на
измеряемую интенсивность рассеяния можно пренебречь.

На рисунке 65i представлен экспериментально измеренный спектр рассея­
ния, который демонстрирует на частоте 𝑥 = 0.505 (1.9 ГГц) сильное подавление
(на величину порядка 20 дБ) рассеяния на диэлектрическом водном цилиндре.
Экспериментальные данные хорошо согласуются с расчетной кривой. Сильная
температурная зависимость диэлектрической проницаемости воды 𝜀1 приводит
к существенному сдвигу максимумов и минимумов (режим невидимости) рас­
сеяния, расположенных в спектральной области вблизи частот резонансов Ми
TE01 (спектральная область 𝜔 ∼ 1.25 ГГц) и TE11 (𝜔 ∼ 2 ГГц), как показано на
рис. 66. Форма высокодобротного резонанса Фано чрезвычайно чувствительна
к изменению параметров из-за близости максимумов и минимумов в частотной
шкале. Мы варьировали диэлектрическую проницаемость цилиндра, чтобы из­
менить положение резонанса TE11. Когда профиль резонанса Фано смещается
относительно фиксированной частоты, наблюдается резкое изменение интенсив­
ности рассеяния от максимального до почти нулевого значения. В нашем случае
резонанс Фано позволяет переключить диэлектрический цилиндр из видимого
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режима сильного рассеяния Ми (при температуре 𝑇 = 90∘C) в режим, близкий
к полной невидимости (при 𝑇 = 50∘C) на фиксированной частоте 1.9 ГГц .

5.2 Режим невидимости конечного цилиндра

В отличие от исследования режимов невидимости бесконечного цилиндра,
в данном разделе будут обсуждаться режимы невидимости цилиндра, имеюще­
го длину, сравнимую с радиусом (рис. 67), чтобы изучить эффекты, связанные
с конечной высотой 𝐿. В качестве отправной точки мы используем предыдущие
результаты для упругого рассеяния света на однородном бесконечном диэлек­
трическом цилиндре радиуса 𝑟 с диэлектрической проницаемостью 𝜀1, поме­
щенном в прозрачную однородную среду с диэлектрической проницаемостью
𝜀2. Резонансное окно невидимости, определяемое как 𝑄0 < 𝑄0

PEC, наблюдается
вблизи резонанса Ми TE11, при 𝑥 ≈ 0.5 (рис. 68a). На рисунке 68a показана
интенсивность рассеяния Ми 𝑄0 = 2

𝑥

∑︀∞
𝑛=−∞ |𝑎𝑛|2 (𝑥 = 𝑟𝜔/𝑐 = 2𝜋𝑟/𝜆) для

бесконечного цилиндра в низкочастотной области спектра при 𝜀1 = 60, где на­
блюдаются резонансные моды TE01, TE11, TE21, а также TE02.

Опишем результаты численных расчетов интенсивности рассеяния на ко­
нечном диэлектрическом цилиндре 𝑄𝑟/𝐿 длиной 𝐿 и радиусом 𝑟. Резонатор с ди­
электрической проницаемостью 𝜀1 находится в однородной окружающей среде с
диэлектрической проницаемостью 𝜀2 = 1. Спектры рассеяния были рассчитаны
при помощи программного обеспечения CST Microwave Studio. Мы рассчиты­
вали интенсивность рассеяния 𝑄𝑟/𝐿 как радиолокационное поперечное сечение,
деленное на геометрическое сечение резонатора (в нашем случае 𝑆 = 2𝑟𝐿). На
рисунках 68b-68f показана интенсивность рассеяния Ми 𝑄𝑟/𝐿 для конечного
цилиндрического резонатора с разным соотношением 𝑟/𝐿. Для сравнения на
рисунках также приведены спектры рассеяния конечных цилиндров из PEC
𝑄

𝑟/𝐿
PEC. Используя стандартную номенклатуру [306], моды резонатора различа­

ют как TM𝑛𝑘𝑝 и TE𝑛𝑘𝑝, где 𝑛 - целое число, связанное с угловой зависимостью
распределения поля в моде, 𝑘 – порядковый номер резонанса для моды с фик­
сированной симметрией 𝑛, 𝑝 задает распределение поля вдоль оси цилиндра.
В спектрах относительно длинных цилиндров (𝐿 > 𝑟) низкочастотная область
содержит ряд интенсивных «дополнительных мод» по сравнению со спектром
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Рисунок 67 — Схематическое изображение цилиндра в изучаемой геометрии рас­
сеяния. Плоская волна с TE поляризацией электромагнитного поля падает на ци­
линдрический резонатор. Соотношение радиуса 𝑟 к длине 𝐿 изменяется от 𝑟 ≈ 𝐿

(дисковый резонатор) до 𝑟 ≪ 𝐿 (длинный цилиндр резонатор). Рисунок воспро­
изводится по статье [305].
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Рисунок 68 — Спектральные зависимости интенсивности рассеяния электромаг­
нитной волны на бесконечном однородном диэлектрическом цилиндре 𝑄0 (a),
а также конечных цилиндрических резонаторах 𝑄𝑟/𝐿 для разных соотношений
𝑟/𝐿 (b) - (f) – сплошные кривые. Спектральные зависимости бесконечного 𝑄0

PEC

(a) и конечных 𝑄
𝑟/𝐿
PEC (b) - (f) идеально проводящих металлических цилиндров

такого же размера – пунктирные кривые. TE поляризация, 𝜀1 = 60, 𝜀2 = 1,
𝑥 = 𝑟𝜔/𝑐 = 2𝜋𝑟/𝜆. Рисунок воспроизводится по статье [305].
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бесконечного цилиндра (рис. 68). Эти моды имеют очевидное происхождение,
связанное с плоскими торцами конечного цилиндра.

Новые моды (моды Фабри-Перо) приводят к появлению дополнительно­
го рассеяния, которое подавляет частично или полностью спектральные окна
невидимости, особенно для самого низкочастотного окна невидимости, соответ­
ствующего резонансу Ми TE11. С увеличением 𝑟/𝐿 все резонансы, имеющие ге­
нетическую связь с модами Ми бесконечного цилиндра, демонстрируют лишь
небольшой высокочастотный сдвиг. Напротив, с уменьшением нормированной
длины резонатора моды Фабри-Перо испытывают сильное смещение от низ­
ких к более высоким частотам, что четко видно на примере моды Фабри-Перо
TM111 (рис. 68). В результате такого смещения для резонатора с параметра­
ми 𝑟/𝐿 ≥ 1 низкочастотное окно невидимости полностью восстанавливается
(отмечено красными кружками на рис. 68a и 68f).

5.2.1 Экспериментальное изучение режима невидимости конечного
цилиндра

Чтобы экспериментально продемонстрировать эффект невидимости ци­
линдрического резонатора с высоким показателем преломления без каких-либо
слоев покрытия, мы использовали пластиковую трубку, которую заполняли ди­
стиллированной водой. Цилиндрический столб воды радиуса 𝑟 = 20 мм и пе­
ременной высоты помещается в область дальнего поля антенны на расстоянии
2.5 м. Аналогичная рупорная антенна использовалась в качестве приемника на
расстоянии 2.5 м от цилиндрического резонатора. Для поляризации TE элек­
тромагнитная волна падает перпендикулярно оси резонатора 𝑧 (магнитное поле
ориентировано вдоль оси 𝑧).

В экспериментально измеренных спектрах рассеяния наблюдалось силь­
ное подавление рассеяния на частотах, соответствующих минимумам в профи­
ле резонанса Фано для функции 𝑄𝑟/𝐿. На рисунке 69 показан эффект невиди­
мости, а именно подавление рассеяния ниже 𝑄𝑟/𝐿

PEC референсного цилиндра из
идеально проводящего металла. Эффект обусловлен резонансом Фано для моды
TE110 на частоте 𝑥 ≈ 0.5 для 𝑟/𝐿 = 0 (𝑟/𝐿 = 0.03 в эксперименте), 𝑥 ≈ 0.55 при
𝑟/𝐿 = 0.6 и на 𝑥 ≈ 0.6 при 𝑟/𝐿 = 1. Таким образом, падающая ТЕ-поляризо­
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и экспериментально измеренные спектры рассеяния пластиковой трубки, запол­
ненной дистиллированной водой (красная кривая): (a) 𝑟/𝐿 = 0 (𝑟/𝐿 = 0.03 в
эксперименте), (b) 𝑟/𝐿 = 0.6 и (c) 𝑟/𝐿 = 1. Поляризация TE, 𝜀1 = 60, 𝜀2 = 1.
Рисунок воспроизводится по статье [305].
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ванная электромагнитная волна проходит цилиндр практически без рассеяния,
в результате чего цилиндр становится невидимым для стороннего наблюдателя.
Для 𝑟/𝐿 = 0.6 резонансная мода TM111 при 𝑥 ≈ 0.58 приводит к рассеянию, т.е.
частично разрушает спектральное окно. Тем не менее, при дальнейшем умень­
шении 𝑟/𝐿, резонансная мода TM111 сдвигается на более высокие частоты, и у
самого низкочастотного резонанса TE110 окно прозрачности, связанное с резо­
нансном Фано, полностью восстанавливается.

Чтобы продемонстрировать существенное различие в рассеянии на часто­
тах максимума и минимума резонанса Фано, мы рассчитали распределение маг­
нитного поля вокруг и внутри цилиндрического резонатора в зависимости от
соотношения 𝑟/𝐿. Рисунок 70 показывает, что для резонанса Ми TE110 в режи­
ме невидимости Фано наблюдается практически полное подавление рассеяния
(см. рис. 70b, 70d и 70f). Для соответствующих резонансных частот магнитное
поле внутри цилиндра (в областях близких к границе) повторяет распределе­
ние внешнего поля (см. рис. 70h, 70j и 70l). В результате падающая ТЕ-поля­
ризованная электромагнитная волна проходит цилиндрический резонатор без
рассеяния, т. е. резонатор становится невидимым с любого угла наблюдения без
дополнительных слоев покрытия.

5.2.2 Карты невидимости

Расчеты показывают, что, подбирая правильным образом частоту и ди­
электрическую проницаемость, однородный цилиндрический резонатор с высо­
ким значением диэлектрической проницаемости может быть практически неви­
димым без каких-либо дополнительных слоев маскировки.

Чтобы проанализировать влияние параметров цилиндрического резонато­
ра на невидимость, мы исследовали разность 𝑄𝑟/𝐿 − 𝑄

𝑟/𝐿
PEC как функцию ди­

электрической проницаемости резонатора 𝜀1. Оказалось, что эффективность
рассеяния диэлектрического цилиндрического резонатора и референсного ци­
линдра из идеального проводника совпадает, когда 𝜀1 близко к 10. При 𝜀1 > 10

появляется окно невидимости на резонансе Ми TE110. Карта, представленная
на рисунке 71, показывает области невидимости (𝑄𝑟/𝐿 < 𝑄

𝑟/𝐿
PEC) в зависимости

от параметров 𝑥 и 𝑟/𝐿 для 𝜀1 = 60. Из рисунка 71 видно, что невидимость
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для 𝑟/𝐿 = 0, 𝑥 = 0.48, (c) и (i) для 𝑟/𝐿 = 0.6, 𝑥 = 0.52, (e) и (k) для 𝑟/𝐿 = 1,
𝑥 = 0.57, и режим невидимости в окне прозрачности резонанса Фано (b) и (h)
для 𝑟/𝐿 = 0, 𝑥 = 0.50, (d) и (j) для 𝑟/𝐿 = 0.6, 𝑥 = 0.54, (f) и (l) для 𝑟/𝐿 = 1,
𝑥 = 0.59. TE поляризация, 𝜀1 = 60, 𝜀2 = 1. Рисунок воспроизводится по статье
[305].
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Рисунок 71 — Карта невидимости для однородного диэлектрического резонатора
в низкочастотной спектральной области. Серым цветом заштрихованы области
сильного рассеяния. Незаштрихованные участки отображают область подавле­
ния рассеяния 𝑄𝑟/𝐿 по сравнению с рассеянием от референсного цилиндра, из
идеально проводящего металла 𝑄𝑟/𝐿

PEC, TE поляризация, 𝜀1 = 60, 𝜀2 = 1. Рисунок
воспроизводится по статье [305].
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в низкочастотных спектральных областях вызвана сильным резонансом Фано
моды TE110.

Как видно из рис. 68 и 71, для относительно длинного цилиндрического ре­
зонатора (𝐿 > 𝑟 ) резонансная мода TM111 вызывает дополнительное рассеяние
внутри окна невидимости резонанса TE110. Однако окно невидимости восста­
навливается с увеличением 𝑟/𝐿, когда моды, связанные с резонансом Фабри­
Перо на границах цилиндра, смещаются от низких к более высоким частотам.
В результате для структурных параметров 𝑟/𝐿 ≥ 1 самое низкочастотное окно
невидимости полностью восстанавливается.

5.2.3 Исследование переключения между режимами
видимость-невидимость

Из рисунка 68 видно, что для резонатора с высоким значением диэлек­
трической проницаемости асимметричный профиль Фано имеет максимум и
минимум, расположенные по частоте близко друг к другу. Это обстоятельство
можно использовать для переключения между режимами видимости и неви­
димости. Чтобы продемонстрировать этот эффект экспериментально, мы вос­
пользовались сильной температурной зависимостью диэлектрической проница­
емости воды 𝜀1 в микроволновом диапазоне [307]. Из рисунка 72 видно, что
резонанс Фано позволяет переключать рассеяние цилиндрического резонатора
на основе воды из режима сильного рассеяния Ми (𝜀1 = 64, вода при 𝑇 = 80∘C)
в режим невидимости (𝜀1 = 72, вода при 𝑇 = 35∘C) на той же частоте 1.22 ГГц.

5.3 Связанные электромагнитные состояния в континууме

Эффективное удержание электромагнитной энергии в локализованных мо­
дах различных структур является важной фундаментальной задачей, ее реше­
ние может быть использовано в разных областях фотоники, включая генера­
цию лазерного излучения [308], создание сенсоров [309; 310], устройств для ге­
нерации гармоник [311; 312], усиления комбинационного рассеяния света [313],
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Рисунок 72 — Результаты эксперимента по переключению между режимами ви­
димость-невидимость. Измеренная температурная зависимость полной эффектив­
ности рассеяния 𝑄𝑟/𝐿 диэлектрического резонатора на основе воды. Соотношение
радиуса к высоте 𝑟/𝐿 = 0.6. TE-поляризация, резонатор окружен воздухом. Спек­
тры сдвинуты по вертикали на значения, приведенные на графике. Вставки (a)
и (b) показывают рассчитанные магнитные поля на частоте 1.22 ГГц в режимах
невидимости Фано и сильного рассеяния Ми, соответственно. Рисунок воспроиз­
водится по статье [305].



203

а также для применений в фотовольтаике [314; 315]. Для многих оптических
устройств локализация электромагнитных полей в субволновых объемах стано­
вится критическим важным условием успешной работы. Хотя металлические
структуры создают условия для локализации света в очень малых объемах с
помощью поверхностных плазмонных поляритонов [316], металлы приводят к
неизбежным омическим потерям, которые существенно ограничивают эффек­
тивность устройств с металлическими компонентами.

В диэлектрических наночастицах с высоким показателем преломления ло­
кализация электромагнитных волн происходит благодаря резонансам Ми, вре­
мя затухания которых ограничено в первую очередь радиационными потеря­
ми [10]. Диэлектрические наночастицы поддерживают электрические и магнит­
ные резонансы Ми, которые существенно расширяют потенциальную область их
применения [318]. Кроме того, диэлектрические материалы с высоким показате­
лем преломления доступны в широком спектральном диапазоне, что позволяет
проводить прототипирование устройств в микроволновом диапазоне.

Следует отметить, что теория Ми предсказывает относительно низкие зна­
чения добротности (𝑄 порядка 5-10) для наночастиц, изготовленных из обыч­
ных для оптики материалов, таких как Si, Ge и AlGaAs, в видимом и ближ­
нем инфракрасном диапазоне спектра [319]. В то же время для применения
диэлектрических резонаторов важно, чтобы их добротность 𝑄 достигала боль­
ших значений порядка нескольких десятков или даже сотен. Одним из способов
повышения 𝑄 является увеличение размера резонатора, например, с помощью
удерживающих волны диэлектрических зеркал на основе фотонных кристал­
лов [320], либо с помощью резонаторов с модами шепчущей галереи [321]. В
последнее время большой интерес привлек к себе еще один подход, связанный
с так называемыми связанными состояниями в континууме [317].

Впервые связанные состояния в континууме были исследованы теорети­
чески еще на заре становления квантовой механики, когда было обнаружено
[322], что некоторые профили распределения потенциальной энергии могут под­
держивать пространственно локализованные состояния электронов с энергией,
большей нуля (мы отсчитываем потенциальную энергию от ее значения при
большом удалении от удерживающего профиля). В течение нескольких деся­
тилетий эти состояния считались лишь математической абстракцией, которая
не имеет ничего общего с реальным миром. Однако, на основании теории резо­
нансов [323] был сделан вывод, что связанные состояния в континууме могут
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Рисунок 73 — Связанные состояния в континууме. В открытых системах частот­
ный спектр состоит из континуума или нескольких континуумов состояний, со­
ответствующих инфинитному движению (синий цвет) и дискретных уровней свя­
занных состояний (зеленый), у которых отсутствуют волны, утекающие во внеш­
нее пространство. Пространственная локализация связанных состояний является
следствием ограничивающей структуры или потенциала (черная пунктирная ли­
ния). Состояния внутри непрерывного спектра обычно связаны с волнами свобод­
ного пространства, превращаясь в резонансы с некоторым временем затухания
(оранжевый). Связанные состояния в континууме (красный) – это особые состоя­
ния, частота которых лежит внутри континуума, но при этом состояния остаются
локализованными в структуре сколь угодно долго без затухания. Рисунок воспро­
изводится по статье [317].
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Рисунок 74 — Связанные состояния в континууме в фотонно-кристаллической
мембране. Левая панель показывает геометрию эксперимента. На средней панели
показана фотонная зонная структура. Резонанс с конечным временем затухания
превращается в два связанных состояния в континууме с волновыми векторами
𝑘𝑥 = 0 (из-за симметрии) и 𝑘𝑥𝑎/2𝜋 ≈ 0.27 (через подстройку параметров ре­
зонатора), отмеченных красными кружками. Правая панель демонстрирует, что
добротность резонанса 𝑄 устремляется к бесконечности для двух связанных со­
стояниях в континууме: экспериментальные данные (красные крестики) и теория
(синяя кривая). Рисунок воспроизводится по статье [317].
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возникать в самых разных системах. В работе Фридриха и Винтгена [324] было
найдено условие, при котором утекающие в свободное пространство «хвосты»
двух волн, взаимодействующих преимущественно вне потенциала, испытывают
деструктивную интерференцию, приводящую к удержанию этих волн в обла­
сти потенциала. Поскольку интерференция является общим явлением для волн
самой разной природы, существование связанных состояний в континууме не
ограничиваются только квантовомеханическими системами, напротив, это до­
статочно распространенное явление [317], обнаруженное в электромагнитных
волнах, (рис. 73 и 74), поверхностных и упругих волнах в воде, а также в аку­
стических волнах в воздухе.

Исходя из строгих математических формул, связанные состояния в кон­
тинууме могут возникать только в системах, линейные размеры которых не
ограничены, по крайней мере, в одном из пространственных направлений [317].
При этом варьированием параметров структуры можно добиться появления
связанных состояний в континууме, которые проявляются как резонансные мо­
ды, у которых добротность 𝑄 уходит в бесконечность (рис. 75a). Однако беско­
нечных образцов не существует. Тем не менее, даже в ограниченном образце,
поддерживающем резонансные моды, можно варьировать геометрические па­
раметры таким образом, чтобы его структура функционально соответствовала
идеальной структуре бесконечного образца, в котором поддерживается связан­
ное состояние в континууме. Высокодобротное состояние в реальном образце
мы назвали «суперрезонансной модой» [20]. В отличие от обычной резонансной
моды, добротность которой изменяется медленно при варьировании параметров
структуры, добротность суперрезонансной моды демонстрирует сильный рост,
как у связанных состояний в континууме, до достижения максимального значе­
ния, ограниченного эффектами насыщения, связанными с конечным размером
образца (рис. 75a). Резкий рост добротности соответствует существенному уве­
личению времени жизни локализованных волн, что может быть использовано,
например, для эффективной генерации лазерного излучения (рис. 75b), экспе­
риментально продемонстрированного в работе [308].

Следуя традиции квантовой механики, при описании большинства пред­
ложенных на сегодняшний день фотонных структур, поддерживающих связан­
ные состояния в континууме, используется пространственное распределение ска­
лярной диэлектрической проницаемости. Недавно в статье [325] авторы обра­
тили внимание на дополнительную степень свободы – поляризацию. Они ис­
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Рисунок 75 — Суперрезонансные моды для генерации лазерного излучения. a
Обычные лазеры используют оптические микрорезонаторы, которые удержива­
ют свет на определенных частотах, называемых резонансными частотами. Для
таких систем добротность (мера эффективности удержания света) слабо зави­
сит от геометрии резонатора (синяя кривая). Напротив, для связанных состоя­
ний в континууме в модельной пространственно неограниченной структуре при
определённых параметрах добротность растет до бесконечности (серая кривая). В
конечных (ограниченных) образцах могут наблюдаться суперрезонансные моды,
добротность которых при определенных параметрах демонстрирует существен­
ный рост, ограниченный достаточно большим предельным значением, связанным
с конечными размерами структуры (красная кривая). b Лазерное излучение из
фотонно-кристаллической мембраны размером 8 на 8 цилиндров, поддерживаю­
щей суперрезонансные моды, было продемонстрировано в работе [308]. В правом
нижнем углу приведен масштаб 2 микрометра. Рисунок воспроизводится по ста­
тье [20].
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пользовали анизотропные материалы, которые позволяют задействовать век­
торную природу электрических и магнитных полей. Авторы рассмотрели анизо­
тропную многослойную структуру, которая в своей простейшей форме состоит
из подложки – положительного двулучепреломляющего одноосного материала
𝑛𝑒𝑥𝑡 > 𝑛𝑜𝑟𝑑 (где 𝑛𝑒𝑥𝑡 и 𝑛𝑜𝑟𝑑 – необыкновенный и обыкновенный показатель пре­
ломления, соответственно), покрытой слоем из отрицательного двулучепрелом­
ляющего кристалла с 𝑛𝑒𝑥𝑡 < 𝑛𝑜𝑟𝑑 (рис. 76). Как оказалось, даже в такой простой
структуре реализуются по крайней мере два разных механизма формирования
связанных состояний в континууме.

Первый – поляризационный механизм возникновения связанных состоя­
ний в континууме – встречается даже для случая изотропного волноводного
слоя. Если показатель преломления волноводного слоя больше, чем обычный
показатель преломления подложки и меньше необычного показателя преломле­
ния подложки, то можно локализовать в волноводном слое моду, распространя­
ющуюся в направлении, перпендикулярном оптической оси. Для таких направ­
лений интерфейсы не смешивают поляризацию, а обычная волна в подложке и
воздухе имеет мнимый волновой вектор из-за сохранения импульса (рис. 76b),
т.е. волна остается в волноводном слое сколь угодно долго.

Второй – интерференционный механизм, связанный с интерференцион­
ным гашением двух мод [324]. В волноводном слое из-за двулучепреломления
могут распространяться два типа волн: обычная и необычная. В общем случае
на границах раздела анизотропных сред поляризация не сохраняется, что при­
водит к интерференции мод, утекающих из волноводного слоя. Действительно,
в тех направлениях волнового вектора, при которых обычные волны в подложке
являются эванесцентными, распространяющиеся по подложке необычные вол­
ны, порожденные обычной и необычной волнами в волноводном слое, гасят друг
друга из-за деструктивной интерференции, как в механизме связанных состоя­
ний в континууме для электронных волн, описанном Фридрихом и Винтгеном
[324] (рис. 76c).



209

Рисунок 76 — Формирование связанных состояний в континууме в анизотропных
волноводах. a Геометрия системы: анизотропный волновод размещен на одноосной
двулучепреломляющей подложке [325], k – волновой вектор. b Изочастотная диа­
грамма распространяющихся мод. Синий круг в самом центре ограничивает значе­
ния продольных компонент волновых векторов в воздухе. Красный круг (эллипс)
ограничивает продольную компоненту волнового вектора обычных (необычных)
распространяющихся волн в волноводе. Зеленый круг (эллипс) – для обычных
(необычных) распространяющихся волн в подложке. Черный эллипс соответству­
ет волноводным модам (вне зеленого эллипса) или утекающим модам (внутри зе­
леного эллипса), которые в первом приближении могут быть описаны резонансной
частотой. Волноводные и утекающие моды являются смешанными состояниями
по отношению к чистым волнам с обычной и необычной поляризацией. c Схе­
ма интерференционного процесса, который приводит к связанным состояниям в
континууме: обычные и необычные волны в волноводном слое, пара затухающих
мод в воздухе и обыкновенная и необыкновенная волны, распространяющиеся в
подложке. Изменяя направление распространения, можно добиться того, что мо­
ды погасят друг друга за счет деструктивной интерференции в подложке, что
приводит к возникновению связанных состояний в континууме. Рисунок воспро­
изводится по статье [326].
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Вставки показывают профили поля в отмеченных точках. Рисунок воспроизво­
дится по статье [327].
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5.3.1 Суперрезонансные состояния в диэлектрических субволновых
цилиндрах

Как обсуждалось выше, поляризация электромагнитного поля является
дополнительной степенью свободы, которую следует использовать для разра­
ботки компактных, желательно субволновых структур, обладающих суперре­
зонансными состоянями. В данном разделе представлены результаты исследо­
вания фотонных свойств простейшего диэлектрического резонатора – однород­
ного цилиндра конечной длины. Суперрезонансная мода возникает, когда две
собственные моды с различными поляризациями, связанные с резонансом Ми и
резонансом Фабри-Перо взаимодействуют в режиме сильной связи, формируя
область антипересечения (рис. 77). Поскольку эти моды почти ортогональны
внутри резонатора, они взаимодействуют преимущественно снаружи, аналогич­
но электронным состояниям, описанным теорией Фридриха-Винтгена, что при­
водит к увеличению добротности и усилению локализации.

Вычислим сечение рассеяния диэлектрического цилиндрического резона­
тора конечной высоты в зависимости от его аспектного отношения 𝑟/𝑙 (радиус,
деленный на высоту). Мы анализируем моды, возбуждаемые ТЕ-поляризован­
ной плоской волной, и используем нормированный параметр 𝑥 = 𝑘𝑟, являющий­
ся произведением волнового числа 𝑘 и радиуса резонатора 𝑟. Начнем анализ
спектров с резонатора, обладающего высоким значением диэлектрической про­
ницаемости 𝜀 = 80, когда резонансные эффекты проявляются наиболее ярко.
Цветовая карта спектров рассеяния, показанная на рис. 78а, демонстрирует два
семейства резонансов с частотами, обладающими линейными зависимостями от
аспектного соотношения 𝑟/𝑙. Легко выделить медленно меняющиеся TE-поля­
ризованные моды, генетически связанные с Ми резонансами бесконечного ци­
линдра (см. рис. 78b) и быстро меняющиеся моды (типа Фабри-Перо) с поляри­
зацией ТМ и TE. Здесь, как и ранее, мы используем стандартную нотацию для
классификации мод: моды TE и TM определяются преобладающей поляриза­
цией; первый индекс 𝑚 соответствует азимутальному числу моды, а два других
индекса 𝑘 и 𝑛 последовательно нумеруют резонансы Ми и Фабри-Перо, соот­
ветственно. Из-за различного наклона дисперсионных ветвей мод Ми и Фабри­
Перо при изменении аспектного соотношения ветви должны либо пересекаться,
либо демонстрировать эффект антипересечения, как показано красным и зеле­
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лем преломления. (а) Карта интенсивности спектров рассеяния плоской волны на
однородном цилиндре с диэлектрической проницаемостью 𝜀 = 80 в зависимости
от аспектного соотношения радиуса к высоте. Почти вертикальные дисперсион­
ные ветви TE𝑚𝑘𝑛 соответствуют резонансам Ми бесконечной цилиндра. Области
антипересечения мод с азимутальными номерами 𝑚 = 0 и 𝑚 = 1 отмечены, соот­
ветственно, красным и зеленым кружками. Реальные части собственных частот,
полученные разложением по резонансным состояниям, показаны небольшими бе­
лыми кружками. Вставка на панели (а) иллюстрирует электрические и магнитные
поля для режимов с различными азимутальными числами 𝑚. (b) Спектральная
зависимость интенсивности рассеяния электромагнитной волны на бесконечном
однородном диэлектрическом цилиндре. Рисунок воспроизводится по статье [327].
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ным кружками на рис. 78a. Отметим, что взаимодействуют моды с одним и тем
же индексом 𝑚, формируя области антипересечения с почти полным исчезно­
вением спектральных линий (см. точку SM на рис. 77).

На рисунке 79 показаны спектры, соответствующие режиму антипересе­
чения, который возникает при взаимодействии мод TE020 (квази Ми) и TE012

(квази Фабри-Перо). В спектрах рассеяния (см. рис. 79a) каждая мода проявля­
ется как пик, имеющий асимметричный профиль Фано. Исследуем следующие
характеристики пиков: центральное положение, затухание (пропорциональное
обратному значению𝑄) и параметр асимметрии Фано 𝑞. Эти параметры получа­
ются при аппроксимации спектров формулой Фано (3.2). Вдали от области вза­
имодействия частоты мод описываются линейным законом (см. рис. 78a и 79b).
Для более коротких резонаторов при 𝑟/𝑙 > 0.72 спектр содержит пару асиммет­
ричных резонансов. Низкочастотная особенность соответствует моде Ми TE020

при 𝑥 = 0.66, а более высокочастотная мода – моде Фабри-Перо TE012 при
𝑥 = 0.73. Для длинных резонаторов при 𝑟/𝑙 < 0.65 последовательность мод
меняется на обратную: мода Фабри-Перо находится в низкочастотной области
при 𝑥 = 0.60, а мода Ми наблюдается почти несмещенной при 𝑥 = 0.64. Для ин­
тервала 0.65 < 𝑟/𝑙 < 0.72, моды оказываются в режиме сильной связи, который
сопровождается антипересечением ветвей.

Так как моды соответствуют асимметричным линиям с профилем Фано,
параметр затухания не может быть определен непосредственно из ширины ли­
нии, но при этом может быть вычислен вместе с параметром Фано 𝑞 путем
аппроксимации спектров формулой Фано (3.2). Зависимость этих двух пара­
метров от аспектного соотношения резонатора 𝑟/𝑙 показана на рис. 79c,d. При
малых значениях аспектного соотношения (𝑟/𝑙 < 0.62) обе моды характеризу­
ются положительными значениями 𝑞 и сравнимыми параметрами затухания.
Когда аспектное соотношение уменьшается, параметры низкочастотной моды
существенно не изменяются. Напротив, для высокочастотной моды оба пара­
метра сильно изменяются, демонстрируя резонансные характеристики в узком
диапазоне аспектного соотношения 0.69 < 𝑟/𝑙 < 0.71. При 𝑟/𝑙 = 0.703 пара­
метр асимметрии 𝑞 стремится к бесконечности и затем становится отрицатель­
ным. Вставки на рис. 79c показывают, как изменяются спектры рассеяния в
небольшом интервале 0.698 < 𝑟/𝑙 < 0.703. В этом же интервале добротность 𝑄
демонстрирует типичную зависимость для суперрезонансного состояния с мак­
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Перо) (𝑚 = 0) в области антипересечения. (а) Спектры рассеяния цилиндра
(𝜀 = 80) в зависимости от параметра 𝑟/𝑙. Суперрезонансная мода возникает при
𝑟/𝑙 = 0.701 (красный спектр). Спектры сдвинуты друг от друга на 100 дБ. (b) Ча­
стоты мод ТЕ020 и ТE012. (c) Параметр Фано для обеих мод. Вставки показывают
высокочастотные спектральные особенности в линейном масштабе для значений в
узком диапазоне 𝑟/𝑙, отмеченных оранжевыми, пурпурными, синими и красными
кругами (𝑟/𝑙 = 0.698, 𝑞 = 1; 𝑟/𝑙 = 0.699, 𝑞 = 0; 𝑟/𝑙 = 0.700, 𝑞 = −1; 𝑟/𝑙 = 0.703,
𝑞 → ∞). (d) Добротность 𝑄, демонстрирующая типичную для суперрезонатора
зависимость с максимальным значением, близким к𝑄 = 65000. Данные в (b) – (d)
получены путем аппроксимации спектральных линий формулой Фано. Голубые и
зеленые кривые соответствуют низкочастотным и высокочастотным ветвями со­
ответственно. Рисунок воспроизводится по статье [327].
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симальным значением 𝑄 ≈ 65,000, которое ограничено эффектами конечного
размера резонатора.

Отметим, что экстремальные значения параметра затухания и параметра
Фано наблюдается при 𝑟/𝑙 = 0.703. Известно, что в режиме слабой связи пара­
метр асимметрии Фано соответствует скорости затухания [21]. Предположим,
что аналогичные особенности проявляются и в случае режима сильной связи,
т.е. параметр Фано может быть использован для анализа конкретных свойств
связанных состояний в континууме. Действительно, связь между резонансом
Фано и связанными состояниями в континууме обсуждалась ранее в литературе
в контексте электронного транспорта [328]. Кроме того, асимметричная линия
Фано появляется в спектрах отражения фотонно-кристаллической мембраны,
поддерживающей связанные состояния в континууме [329]. В настоящей рабо­
те мы показываем, что бесконечное значение параметра Фано 𝑞 соответствует
связанному состоянию в континууме или режиму суперрезонанса.

Чтобы убедиться, что затухание высокочастотной моды действительно об­
ращается почти в нуль, мы провели вычисления собственных частот резонато­
ра. Для этого был использован точный вычислительный метод разложения по
резонансным состояниям [330]. В настоящей Главе приводятся результаты вы­
числений методом разложения по резонансным состояниям, проведенных А.А.
Богдановым и К.Л. Кошелевым. Вещественные части рассчитанных собствен­
ных частот показаны на рис. 78a. Их положения прекрасно согласуются с осо­
бенностями спектров рассеяния, рассчитанных при помощи пакета численного
моделирования CST Microwave Studio. Мы обнаружили, что радиационные по­
тери одной из мод существенно уменьшаются, что свидетельствует о близости
этого эффекта к эффекту возникновения связанного состояния в континууме.
В частности, для диэлектрической проницаемости 𝜀 = 80 добротность суперре­
зонансной моды оказывается равной 63700, что хорошо согласуется с результа­
тами, полученными при аппроксимации спектров рассеяния формулой Фано.

Мы вычислили собственные моды резонатора с помощью метода разло­
жения по резонансным состояниям в зависимости от аспектного соотношения
𝑟/𝑙 для разных значений диэлектрической проницаемости в интервале от 4 до
100. Обсудим две области антипересечения, отмеченные кружками на рис. 78a
для азимутальных чисел 𝑚 = 0 и 𝑚 = 1. Было обнаружено, что для каждого
фиксированного значения диэлектрической проницаемости добротность ведет
себя аналогично зависимости, представленной на рис. 79d. Максимальное зна­



216

чение 𝑄 (в режиме суперрезонансной моды) показано на рис. 80a. При 𝜀 > 10,
эта зависимость хорошо аппроксимируется степенной функцией. В частности,
для резонатора с диэлектрической проницаемостью 𝜀 = 13 суперрезонансная
мода с 𝑚 = 1 характеризуется величиной 𝑄 ≈ 50, что существенно выше, зна­
чения 𝑄 = 13.4 для магнитной дипольной моды Ми и 𝑄 = 6 для электрической
дипольной моды Ми. Более того, суперрезонансная мода с 𝑚 = 0 характеризу­
ется значением 𝑄 ≈ 200, что является достаточной величиной для наблюдения
сильных нелинейных эффектов [120].

На рис. 80b показаны размеры цилиндрического резонатора (нормирован­
ного на длину волны) в зависимости от диэлектрической проницаемости ма­
териала. Четырем кривым соответствуют два диаметра (кружки) и две высо­
ты (квадраты) для режима суперрезонансной моды с азимутальными числами
𝑚 = 0 (красный) и 𝑚 = 1 (голубой). Суперрезонаторы находятся в субвол­
новом режиме уже при умеренных значениях диэлектрической проницаемости
𝜀 > 3.5. Резонаторы из кремния показаны на вставках. Оба размера составляют
величину меньшую половины длины волны, что существенно меньше, чем ре­
зонаторы шепчущей галереи с модами высокого порядка с большим значением
𝑚.

Как уже отмечалось, интерференция мод, приводящая к появлению свя­
занного состояния в континууме, может быть описана в терминах теории Фри­
дриха-Винтгена [324], разработанной ранее для электронных связанных состо­
яний в континууме. Эта теория предполагает, что пара дискретных состояний
взаимодействует через континуум делокализованных состояний. Такое взаимо­
действие сдвигает энергетические уровни дискретных состояний, и при опре­
деленных условиях состояния переходят в режим сильной связи. В результате
скорость затухания одного состояния возрастает, а скорость затухания другого
состояния уменьшается до тех пор, пока она не обратиться в нуль, и соответ­
ствующее состояние станет связанным состоянием в континууме. В фотонных
системах пара мод может быть описана теорией Фридриха-Винтгена при усло­
вии, что размер оптических мод пренебрежимо мал по сравнению с длиной вол­
ны свободных фотонов. Рассчитанная скорость затухания мод, величина обрат­
но пропорциональная добротности показанной на рис. 79d, обращается почти в
нуль (пик добротности 𝑄), что отлично согласуется с предсказаниями теории
Фридриха-Винтгена. Увеличение диэлектрической проницаемости приводит к
возрастанию добротности 𝑄 (см. рис. 80a) вследствие уменьшения размера фо­
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субволновых диэлектрических цилиндрах. (a) Зависимость 𝑄(𝜀) для мод с ази­
мутальными числами 𝑚 = 0 и 𝑚 = 1. При больших значениях 𝜀 добротность 𝑄
демонстрирует рост по степенному закону. (b) Относительные размеры диэлектри­
ческого цилиндрического резонатора, поддерживающего режим суперрезонансной
моды. Все размеры нормированы на резонансную длину волны. Резонатор ста­
новится субволновым ниже границы, отмеченной горизонтальной штриховой ли­
нией. Кружки отображают диаметр цилиндра, квадраты – его высоту. Вставки
иллюстрируют размер кремниевого резонатора по сравнению с длиной волны в
вакууме для 𝑚 = 0 и 𝑚 = 1. Все данные на панелях (a) и (b) рассчитаны ме­
тодом разложения по резонансным состояниям. Диэлектрическая проницаемость
кремния в ИК отмечена вертикальной зеленой линией. Рисунок воспроизводится
по статье [327].
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тонных мод по сравнению с длиной волны в вакууме. Полученные результаты
позволяют определить параметры резонатора с высокими значениями доброт­
ности 𝑄 в простейших трехмерных структурах.

5.4 Выводы по главе

В главе были описаны свойства резонатора с простейшей геометрической
формой однородного диэлектрического цилиндра. В спектрах рассеяния элек­
тромагнитной волны на цилиндре с высоким показателем преломления был об­
наружен ряд неожиданных эффектов, включая появление режима невидимости
и возникновение суперрезонансной моды.

Было продемонстрировано первое (насколько нам известно из литерату­
ры, а также по реакции коллег на международных конференциях) эксперимен­
тальное наблюдение эффекта невидимости макроскопического объекта без до­
полнительных маскирующих устройств, а также переключение цилиндра из ви­
димого в невидимое состояние и обратно путем изменения его диэлектрической
проницаемости. Мы подтвердили эти результаты экспериментально в микровол­
новом диапазоне.

Кроме этого, мы обнаружили, что субволновые высокоиндексные диэлек­
трические резонаторы могут поддерживать суперрезонансные моды с высокими
значениями добротности, которые по своей физической природе близки к свя­
занным состояниям в континууме. Для кремниевых резонаторов наш подход
предполагает достижения значений добротности 𝑄 = 200, что достаточно для
многих приложений.
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Глава 6. Влияние на свойства излучения классических и квантовых
объектов окружающей структуры

Эффект Парселла [156] и лэмбовский сдвиг [157] относятся к числу наибо­
лее известных явлений в квантовой электродинамике (КЭД). Объяснение обо­
их эффектов основывается на физике нулевых колебаний, которые определяют
скорость спонтанного излучения квантовой частицы, а также величину энергии
перехода. Эти эффекты наблюдаются во множестве различных физических си­
стем и имеют большой потенциал для практического применения [331—341],
однако изготовление устройств с надлежащими свойствами представляет собой
сложную технологическую задачу. Наблюдаемый прогресс в электродинамике
сложных фотонных структур (в том числе фотонных кристаллов и метамате­
риалов) свидетельствует о том, что многие идеи и концепции, обычно обсуж­
даемые в рамках квантовой механики, играют важную роль в классической
физике. Приведем несколько примеров: рассеяние частиц с фиксированным уг­
ловым моментом [342] и рассеяние Ми [113]; резонансы Фано, наблюдаемые
в атомных спектрах [133] и в фотонных структурах [14; 83; 166; 179; 343]; кро­
ме того, можно упомянуть адаптацию зонной теории [23] на случай фотонных
кристаллов [1] и многие другие специфичные эффекты [344]. Также отметим
работы, в которых сообщается о классическом описании эффективности излу­
чения дипольной радиоантенны [345] и недавних работ по наноантеннам [346;
347]. Однако во всех предыдущих работах, посвященных классическому описа­
нию эффекта Парселла в антеннах, авторы исследовали колебания отдельных
заряженных частиц или осцилляции электрических токов. В данной разделе мы
рассматриваем фотонные моды микрорезонаторов, демонстрируя прямую ана­
логию этих эффектов КЭД с классической волновой теорией для мод, которые
обеспечивают работу устройств на основе фотонных кристаллов и метаматери­
алов.
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6.1 Модификация скорости излучения частиц в волноводах из-за
дополнительных рассеивателей

В этом разделе будет проведен детальный анализ эффекта Парселла, лэм­
бовского сдвига, а также резонанса Фано для двух задач: (i) задача о квантовой
частице в низкодобротном резонаторе и (ii) задача о рассеянии света на высо­
кодобротном микрорезонаторе, связанном с низкодобротным резонатором. Мы
покажем близкую аналогию между этими двумя задачами и продемонстрируем
сходство полученных аналитических формул. В задаче о высокодобротном мик­
рорезонаторе мы сопоставим аналитические результаты для эффекта Парселла
и лэмбовского сдвига с результатами численных расчетов из первых принципов.
В частности, мы продемонстрируем, что в структуре «волновод + микрорезона­
тор» за счет эффекта Парселла можно изменить время жизни фотонной моды
как минимум в 25 раз, а лэмбовский сдвиг может превышать 3 полуширины
спектральной линии микрорезонатора.

Напомним общие результаты для системы, состоящей из квантовой ча­
стицы (например, атома), расположенной в середине резонатора (см. рис. 81a).
Для такой геометрии подход КЭД предсказывает два эффекта [167]. Первый
– эффект Парселла, связанный с тем, что локальная плотность фотонных со­
стояний (ЛПФС) в резонаторе отличается от ЛПФС вакуума, что приводит к
усилению (или подавлению) скорости спонтанного излучения. Второй эффект
– лэмбовский сдвиг – состоит в изменении энергии перехода из-за возмущения
стационарных мод нулевыми колебаниями электромагнитного поля в резонато­
ре.

Мы будем изучать волновод с микрорезонатором, в который внедрены два
полупрозрачных отражающих элемента (два рефлектора), выполняющих роль
двух зеркал эффективного резонатора (Рис. 81b). При рассмотрении квантовой
задачи внутри волновода вводится двухуровневый атом. В случае классической
задачи добавляется высокодобротный микрорезонатор в качестве метаатома.
Отметим, что такая система хорошо известна в литературе в самых разных
вариантах, включая фотонные кристаллы [191; 348], микрокольцевые резонато­
ры [349; 350], резонаторы с модой шепчущей галереи [147; 351], а также струк­
туры с квантовыми точками [352; 353].
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Рисунок 81 — Схема квантовых и классических систем, демонстрирующих эф­
фект Парселла и лэмбовский сдвиг. В случае (а) квантовая частица помещается в
середину резонатора. В случае (b) высокодобротный микрорезонатор (meta-atom)
размещен в непосредственной близости от волновода с резонатором Фабри-Перо
в двумерном фотонном кристалле. Задача описывается уравнениями Максвелла.
Рисунок воспроизводится по статье [21].
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6.1.1 Анализ поля в волноводе

Рассмотрим волновод, который поддерживает только одномодовый режим
в каждом направлении. Такой волновод можно описать однородным одномер­
ным уравнением Гельмгольца

𝑑2𝐸

𝑑𝑥2
+ 𝑘2𝐸 = 0. (6.1)

Уравнение (6.1) имеет два линейно независимых решения exp(𝑖𝑘𝑥) и exp(−𝑖𝑘𝑥).
Таким образом, электромагнитное поле может быть описано парой амплитуд𝐴+

и 𝐴− как 𝐸 = 𝐴+ exp(𝑖𝑘𝑥) + 𝐴− exp(−𝑖𝑘𝑥). Если поле известно в точке 𝑥0, мы
можем вычислить поле в любой другой точке 𝑥 с помощью матрицы переноса
в однородной среде(︃

𝐴+(𝑥)

𝐴−(𝑥)

)︃
=

(︃
𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑥0) 0

0 𝑒𝑖𝑘(𝑥0)−𝑥

)︃(︃
𝐴+(𝑥0)

𝐴−(𝑥0)

)︃
. (6.2)

Чтобы описать неоднородности в точке 𝑥′, мы связываем амплитуды поля на
одной границе неоднородности с другой при помощи матрицы переноса(︃

𝐴+(𝑥′ + ∆)

𝐴−(𝑥′ + ∆)

)︃
= M

(︃
𝐴+(𝑥′ − ∆)

𝐴−(𝑥′ − ∆)

)︃
. (6.3)

Здесь мы предполагаем, что длина неоднородности равна 2∆. Для рефлектора
удобно выбирать края неоднородности таким образом, чтобы матрица переноса
имела вид [191]

M𝑟 =
1

𝑖
√

1 − 𝑟2

(︃
−1 −𝑟
𝑟 1

)︃
, (6.4)

где коэффициент отражения 𝑟 является вещественным параметром в интервале
[0..1]. Чтобы вычислить спектры пропускания волновода с резонатором Фабри­
Перо перемножим три матрицы и найдем коэффициент пропускания, а также
его приближение для 𝑚-го резонанса (𝛿 ≈ 𝑚𝜋)

𝑡 =
𝑟2 − 1

𝑒−2𝑖𝛿 − 𝑟2𝑒2𝑖𝛿
≈ 𝑒−𝑖𝛿 1 − 𝑟2

𝑟2 − 1 + 2𝑖(𝛿 −𝑚𝜋)
, (6.5)

что позволяет оценить добротность резонатора Фабри-Перо формулой

𝑄 =
2𝑚𝜋

1 − 𝑟2
. (6.6)
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6.1.2 Функция Грина для волновода с отражателями

Теперь найдем функцию Грина для волновода с резонатором Фабри-Перо.
Функция Грина для однородного уравнения (6.1) имеет вид [354]

𝐺0(𝑥,𝑥
′; 𝑘) = − 𝑖

2𝑘
exp (𝑖𝑘|𝑥− 𝑥′|) . (6.7)

Отметим, что эта функция Грина удовлетворяет уравнению, определяющему
функцию Грина [354], если 𝑥 находится в однородной области. Однако 𝐺0

не соответствует граничным условиям задачи, а именно функция Грина не
должна содержать волны, несущими энергию к резонатору Фабри-Перо из бес­
конечности. Построим функцию Грина, добавив к 𝐺0 решение одномерного
уравнения Гельмгольца. Ниже мы обсудим случай, когда 𝑥′ ограничено ре­
зонатором Фабри-Перо. Тогда функцию Грина можно описать амплитудами
(𝐺+(𝑥,𝑥′),𝐺−(𝑥,𝑥′))𝑇 . Мы связываем амплитуды в двух точках 𝑥 − 𝜂 и 𝑥 + 𝜂

матричным равенством(︃
𝐺+(𝑥+ 𝜂,𝑥′)

𝐺−(𝑥+ 𝜂,𝑥′)

)︃
=

(︃
𝐺+(𝑥− 𝜂,𝑥′)

𝐺−(𝑥− 𝜂,𝑥′)

)︃
− 𝑖

2𝑘

(︃
−1

1

)︃
, (6.8)

полагая положительную величину 𝜂 → 0. В других точках |𝑥 − 𝑥′| > 𝜂 мы
можем использовать обычные матрицы переноса (6.2) и (6.4), чтобы найти
(𝐺+(𝑥,𝑥′),𝐺−(𝑥,𝑥′))𝑇 . Согласно граничным условиям 𝐺−(𝑥𝑅,𝑥

′) = 0 на правой
границе резонатора Фабри-Перо и 𝐺+(𝑥𝐿,𝑥

′) = 0 слева мы можем вычислить
амплитуды 𝐺+(𝑥𝑅,𝑥

′) и 𝐺−(𝑥𝐿,𝑥
′). Используя матрицы переноса, получаем ис­

комую функцию Грина как сумму амплитуд 𝐺+(𝑥,𝑥′) +𝐺−(𝑥,𝑥′) в любой точке
𝑥, в том числе 𝑥 = 𝑥′. Также отметим, что эта функция Грина является мат­
ричными элементами диадной функции Грина, которая имеет диагональную
форму в рассматриваемом случае.

6.1.3 Квантовая задача

Мы рассматриваем подход КЭД, основанный на модели Джейнса-Кам­
мингса с приближением Вигнера-Вайскопфа [167; 355]. Гамильтониан двухуров­
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невого атома (или квантовой точки), взаимодействующего с электромагнитным
полем, может быть представлен в виде

𝐻̂ = ~𝜔0𝑏̂
†𝑏̂+

∑︁
𝜆

~𝜔𝜆𝑎̂
†
𝜆𝑎̂𝜆 +

∑︁
𝜆

(︁
𝑏̂+ 𝑏̂†

)︁(︁
𝑔𝜆𝑎̂𝜆 + 𝑔*𝜆𝑎̂

†
𝜆

)︁
, (6.9)

где 𝑏̂, 𝑏̂† и 𝑎̂𝜆, 𝑎̂†𝜆 являются операторами уничтожения и рождения для атом­
ных и электромагнитных состояний, соответственно, 𝑔𝜆 описывает связь между
электроном и фотонным состоянием 𝜆. Отметим, что такое описание имеет ряд
ограничений, например: (i) анализ двухуровневой системы с бозонными опе­
раторами действителен только при пренебрежении эффектами насыщения; (ii)
время жизни оптической моды резонанса Фабри-Перо должно быть намного
меньше, чем время жизни двухуровневой системы без резонанса Фабри-Перо.

Решая уравнение Гейзенберга, можно вычислить скорость спонтанного
распада [356]

𝛾 = −2Im[𝑋(𝜔0)], (6.10)

а также лэмбовский сдвиг
∆𝐿 = (∆𝑐 − ∆0). (6.11)

Здесь 𝜔0 является частотой перехода в свободном пространстве, 𝑋(𝜔0) = n
↔
𝐺

(r0,r0;𝜔0)n
(︀
𝜇2𝜔2

0/~𝜀0𝑐2
)︀
, n - единичный вектор, направленный к атомному ди­

польному моменту 𝜇,
↔
𝐺(r,r′;𝜔) – диадная функция Грина, 𝑟0 – положение ато­

ма. Вакуумная часть лэмбовского сдвига ∆0 = Re[𝑋0(𝜔0)], где 𝑋0(𝜔0) связан с
волновыми функциями атома в вакууме (т.е., для оценки 𝑋0(𝜔0) нужно опреде­
лить двухуровневую систему и уметь находить ее волновые функции), а часть,
связанная с микрорезонатором, равна ∆𝑐 = Re[𝑋(𝜔0)].

Исследуемая система показана на рис. 81b. Предположим, что волновод
поддерживает только одномодовый режим в каждом направлении. Следова­
тельно, резонатор Фабри-Перо формирует эффективный одномерный резона­
тор. Мы используем функцию Грина системы с частично отражающими эле­
ментами, характеризующимися коэффициентом отражения 𝑟 (см. выше)

𝐺(𝑥,𝑥;𝜔) =
1

2𝑘𝑖

(︀
𝑒−𝑖𝛿1 − 𝑟𝑒𝑖𝛿1

)︀ (︀
𝑒−𝑖𝛿2 − 𝑟𝑒𝑖𝛿2

)︀
𝑒−𝑖𝛿 − 𝑟2𝑒𝑖𝛿

, (6.12)

где 𝑥 – координата точки между отражателями, 𝑘 = 𝜔/𝑐 – волновое число,
𝑑1 и 𝑑2 – расстояния между координатой 𝑥 и левым / правым отражателем,
соответственно, 𝛿1,2 = 𝑘𝑑1,2 и 𝛿 = 𝛿1 + 𝛿2.
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Если мы запишем скорость спонтанного излучения в вакууме как 𝛾0 =

𝜇2𝜔0/(~𝜀0𝑐), фактор Парселла может быть представлен в виде

𝑓 =
𝛾

𝛾0
= (1 − 𝑟2)

1 + 𝑟2 − 𝑟[cos(2𝛿1) + cos(2𝛿2)]

(1 + 𝑟2)2 − 4𝑟2 cos2 𝛿
. (6.13)

Аналогично, лэмбовский сдвиг можно записать как

∆𝑐 = −𝑟 sin 𝛿[(1 + 𝑟2) cos 𝜂 − 2𝑟 cos 𝛿]

(1 + 𝑟2)2 − 4𝑟2 cos2 𝛿
𝛾0, (6.14)

где 𝜂 = 𝛿1 − 𝛿2.
На рис. 82 показаны максимумы фактора Парселла и лэмбовского сдвига

для квантовой частицы, расположенной внутри резонатора Фабри-Перо. Мак­
симум фактора Парселла рассчитывается как

𝑓max =
1 + 𝑟

1 − 𝑟
= 𝑓−1

min (6.15)

и максимальный лэмбовский сдвиг

max(∆𝑐) = −min(∆𝑐) =
𝑟

1 − 𝑟2
𝛾0 (6.16)

пропорционален ширине линии излучения атома в вакууме. Лэмбовский сдвиг
оказывается малой величиной для квантовой системы с достаточно большим
временем жизни. Напротив, из-за эффекта Парселла резко меняется скорость
спонтанного излучения. Например, когда 𝑟 = 0.7 это изменение, определяемое
как отношение 𝛾max к 𝛾min, превышает 30. Вставки на рис. 82 показывают вели­
чину фактора Парселла и лэмбовского сдвига как функции двух переменных:
положения метаатома 𝑥 в резонаторе Фабри-Перо и расстояния 𝑑 между отра­
жателями (плечо резонатора Фабри-Перо). Отметим, что можно преобразовать
выражение для фактора Парселла к традиционному виду [156]. Действительно,
когда мы рассматриваем случай 1−𝑟2 ≪ 1 для системы, в которой резонансная
частота атома настраивается на моду Фабри-Перо, а атом помещается в макси­
мум электрического поля для получения максимальной скорости спонтанного
излучения, коэффициент Парселла можно записать в виде

𝑓 =
1

𝜋

𝜆0
𝑛

𝑄

𝐿
, (6.17)

где 𝑄 – добротность резонатора Фабри Перо (см. выше), 𝐿 плечо резонатора
Фабри-Перо, 𝜆0 – длина волны в вакууме, а 𝑛 – эффективный показатель пре­
ломления для моды волновода.
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Рисунок 82 — Фактор Парселла и лэмбовский сдвиг. Максимальные значения фак­
тора Парселла (сплошная кривая) и лэмбовского сдвига (пунктирная кривая) в
зависимости от коэффициента отражения 𝑟 для квантовой системы, представлен­
ной на рис. 81b. Вставки: (a) фактор Парселла для разных положений атома 𝑥
в зависимости от 𝑑 в единицах 𝜔0/(2𝜋𝑐). (b) Лэмбовский сдвиг для разных по­
ложений атома 𝑥 в зависимости от 𝑑. Данные на обеих вставках показаны для
𝑟 = 0.5. Значение 𝑥 = 0 соответствует центру резонатора Фабри-Перо. Рисунок
воспроизводится по статье [21].
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6.1.4 Классический подход

В качестве классического аналога обсуждаемой в предыдущем разделе
квантовой системы рассмотрим вместо метаатома микрорезонатор, который бу­
дет играть роль квантовой частицы. Логически можно выделить две подсисте­
мы: низкочастотный резонатор Фабри-Перо, связанный с парой полупрозрач­
ных отражающих дефектов, и собственно метаатом, характеризующийся узким
лоренцевым спектром. Отметим, что такие системы обсуждаются во многих ра­
ботах [147; 191; 348—353] по отношению к резонансу Фано, однако, насколько
нам известно, как эффект Парселла, так и лэмбовский сдвиг для таких струк­
тур ранее не обсуждались.

Для структуры, представленной на рис. 81b, мы находим спектр пропус­
кания с помощью матриц переноса. Для случая 𝑑1 = 𝑑2, коэффициент пропус­
кания имеет вид [191]

𝑡 =
𝑒𝑖𝛿(𝑟2 − 1)(𝜔 − 𝜔0)

−𝑒2𝑖𝛿𝑟2(𝜔 − 𝜔0 − 𝑖𝛾0) − 2𝑒𝑖𝛿(𝑖𝛾0𝑟) + 𝜔 − 𝜔0 + 𝑖𝛾0
. (6.18)

Чтобы идентифицировать резонанс Фано, выделим функцию Лоренца из урав­
нения (6.18) в явном виде

𝑡 =
(𝑟2 − 1)

𝑒𝑖𝛿 (𝑒−2𝑖𝛿 − 𝑟2)

𝜔 − 𝜔0

𝜔 − 𝜔𝑐 + 𝑖𝛾𝑐
, (6.19)

где

𝜔𝑐 = 𝜔0 −
2𝛾0𝑟 sin 𝛿

𝑟2 + 1 + 2𝑟 cos 𝛿
, 𝛾𝑐 = 𝛾0

1 − 𝑟2

𝑟2 + 1 + 2𝑟 cos 𝛿
. (6.20)

В результате мы можем представить интенсивность пропускания формулой Фа­
но

𝑇 = |𝑡|2 =

⃒⃒⃒⃒
1 − 𝑟2

𝑟2𝑒𝑖𝛿 − 𝑒−𝑖𝛿

⃒⃒⃒⃒2
(𝑞 + Ω)2

1 + Ω2
. (6.21)

Здесь Ω = (𝜔 − 𝜔𝑐) /𝛾𝑐 – безразмерная частота, а 𝑞 = −2𝑟 sin 𝛿/
(︀
1 − 𝑟2

)︀
– па­

раметр Фано. Сравнивая это выражение с уравнением для случая КЭД (6.13),
заметим, что они в совпадают в точности. При этом выражение для лэмбовского
сдвига отличается на множитель 1/2. Отметим, что множитель 1/2 обсуждался
в близкой ситуации ранее в литературе [357]. Также отметим, что существует
линейная зависимость между фактором Парселла и лэмбовским сдвигом через
параметр Фано

∆𝑐 = 𝑞𝑓. (6.22)
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Уравнение (6.21) показывает, что интенсивность пропускания определяется дву­
мя множителями. Первый множитель определяет пропускание в отсутствии ме­
таатома (имеется только резонатор Фабри-Перо), а второй множитель описы­
вает взаимодействие с метаатом через интерференцию Фано.

6.1.5 Численные результаты

Чтобы проиллюстрировать результаты аналитического исследования эф­
фектов Парселла, лэмбовского сдвига и резонанса Фано, рассмотрим распро­
странение 𝐸-поляризованной (т.е. описываемый электрическим полем E =

(0,0,𝐸𝑧)) световой волны в хорошо изученной фотонно-кристаллической струк­
туре [191]. А именно, мы предполагаем, что фотонный кристалл представля­
ет собой квадратную решетку диэлектрических цилиндров с показателем пре­
ломления 𝑛 = 3.4 (что соответствует типичным значениям полупроводнико­
вых материалов в ближнем инфракрасном диапазоне) и радиусом 𝑟 = 0.2𝑎,
где 𝑎 – постоянная квадратной решетки. Волновод формируется путем удале­
ния одного ряда диэлектрических цилиндров, а высокодобротный микрорезо­
натор («метаатом») создается уменьшением радиуса одного из цилиндров до
0.1𝑎. Микрорезонатор размещается на расстоянии 3𝑎 от волновода. Такой ма­
ирорезонатор поддерживает локализованную дефектную моду c симметрией
диполя TM00 с резонансной частотой 𝜔0 = 0.32821 · (2𝜋𝑐/𝑎) и полушириной
𝛾0 = 0.00026 · (2𝜋𝑐/𝑎). Чтобы сформировать требуемую структуру с низкодоб­
ротным резонатором Фабри-Перо, два идентичных полупрозрачных отражате­
ля (цилиндры радиуса 0.1𝑎 из того же материала, что и остальные цилиндры)
помещаются в волновод симметрично относительно метаатома. Спектры про­
пускания в этой структуре рассчитываются с использованием метода функций
Ванье в частотной области [358]. Метод позволяет эффективно согласовывать
волноводные моды и исключать паразитное обратное отражение от границ фо­
тонного кристалла моделируемой структуры и, таким образом, обеспечивает
прецизионное моделирование резонансов с высокой добротностью 𝑄. Исполь­
зование 18 максимально локализованных функций Ванье позволяет находить
точные результаты для любых (в том числе дробных по отношению к 𝑎) рас­
стояния 𝑑 между отражателями резонанса Фабри-Перо.
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Были вычислены спектры пропускания изучаемой структуры в зависимо­
сти от расстояния между отражателями резонатора Фабри-Перо (плечом ре­
зонатора) при изменении расстояния от 𝑑 = 3𝑎 до 9𝑎 с шагом 0.2𝑎. Каждый
спектр был аппроксимирован при помощи уравнения (6.21). Из-за неоднородно­
сти фотонно-кристаллического волновода 𝑟 зависит от относительного положе­
ния в решетке, т.е. становится функцией 𝑑. Для упрощения аппроксимации мы
дополнительно вычисляем спектры пропускания для структур с таким же резо­
натором Фабри-Перо, но без метаатома, что соответствует первому множителю
в правой части уравнения (6.21). Это позволяет извлечь второй множитель в
уравнении (6.21), который зависит только от трех параметров 𝛾𝑐, 𝜔𝑐 и 𝑞. На
рис. 83 сравниваются фактор Парселла, лэмбовский сдвиг и параметр Фано,
определенные в результате аппроксимации с зависимостями, рассчитанными
аналитически (см. предыдущий раздел). Видно, что результаты расчетов из
первых принципов находятся в отличном согласии с кривыми, построенным по
аналитическим формулам. Небольшие отклонения объясняются зависимостью
𝑟 от 𝑑, которая не описывается в упрощенной аналитической модели.

На рис. 84 показаны два предельных случая для мод резонатора Фабри­
Перо с разной четностью. Нечетные моды резонатора Фабри-Перо соответству­
ют малому лэмбовскому сдвигу, а фактор Парселла оказывается меньше еди­
ницы (малая скорость затухания). Напротив, четные моды резонатора Фабри­
Перо соответствуют значительному лэмбовскому сдвигу и более высоким зна­
чениям фактора Парселла (короткое время жизни).

6.1.6 Сравнение и обсуждение классической и квантовой задачи

Cравним результаты, полученные для эффекта Парселла и лэмбовского
сдвига, рассчитанных в рамках подходов КЭД и классической электродинами­
ки. Для случая нечетных мод, в рамках квантового подхода ЛПФС оказывается
небольшой (т.к. метаатом находится в узле стоячей волны, формирующей моду
резонатора Фабри-Перо). Это связано с тем, что интеграл перекрытия обраща­
ется в нуль из-за четности моды метаатома. В классическом подходе можно
анализировать систему исходя из сохранения энергии. Метаатом излучает свет,
который отражается и возвращается назад к метаатому. Отраженное излучение
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Рисунок 83 — Параметры системы волновод с резонатором Фабри-Перо и высо­
кодобротным микрорезонатором. (a) фактор Парселла, (b) лэмбовский сдвиг, (c)
параметр Фано и (d) коэффициент пропускания. Кривые рассчитаны для 𝑟2 = 0.1

(пунктирный синий), 𝑟2 = 0.3 (пунктирный зеленый) и 𝑟2 = 0.5 (сплошной крас­
ный цвет). Кружки – значения параметров, полученные при аппроксимации спек­
тров, рассчитанных из первых принципов. Рисунок воспроизводится по статье
[21].
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Рисунок 84 — Эффект Парселла в фотонно-кристаллическом волноводе с мик­
рорезонатором. (a) Увеличение времени жизни. Спектр пропускания структуры
без резонатора Фабри-Перо, формирующего окружение, (черная пунктирная кри­
вая) 𝛾0 = 2.6 · 10−4 и только с резонатором Фабри-Перо без микрорезонатора
(зеленая пунктирная кривая) при 𝑑 = 7.47𝑎. Спектр полной структуры показан
синей сплошной кривой, 𝛾𝑐 = 5.7 · 10−5. (b) Уменьшение времени жизни. Спектр
пропускания структуры без резонатора Фабри-Перо, формирующего окружение,
(черная пунктирная кривая) 𝛾0 = 2.6 · 10−4 и только с резонатором Фабри-Перо
без микрорезонатора (зеленая пунктирная кривая) при 𝑑 = 4.16𝑎. Спектр полной
структуры показан красной кривой, 𝛾𝑐 = 1.3 · 10−3. На вставках показано рас­
пределение электрического поля 𝐸𝑧 для значений частот, отмеченных стрелками.
Рисунок воспроизводится по статье [21].
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дополнительно возбуждает метаатом, т.е. этот процесс возвращает часть излу­
чаемой энергии обратно в метаатом. В результате скорость излучения уменьша­
ется, а ширина линии, связанная с радиационными потерями, становится малой
величиной. В схеме фотонного кристалла с резонатором Фабри-Перо, показан­
ной на рис. 84a, получаем увеличение добротности 𝑄 в 4.5 раза. Отметим, что
максимальное время жизни имеет большую величину: наблюдается увеличение
времени жизни в 5.42 раза для 𝑑 = 7.7𝑎, но при этом форма линии оказывается
асимметричной, описываемой параметром Фано 𝑞 = −0.74.

Для четных мод резонатора Фабри-Перо фактор Парселла имеет большие
значения из-за увеличения локальной плотности фотонных состояний и боль­
шего интеграла перекрытия, поскольку обе моды четные. Однако классический
подход, применяемый к этому эффекту, на первый взгляд кажется противо­
речивым. Действительно, проблема заключается в том, чтобы объяснить, как
резонатор Фабри-Перо ускоряет потери энергии метаатомом. Напомним, КЭД
предсказывает, что лэмбовский сдвиг наблюдается при учете взаимодействия
атома и окружающего его электромагнитного поля (см. также рис. 83b). Чтобы
правильно описать рассматриваемый эффект на языке классической физики,
мы должны учитывать принцип суперпозиции, который проявляется как яв­
ление интерференции. Предположим, что метаатом возбуждается в некотором
начальном состоянии. Когда он излучает свет, часть излучения возвращает­
ся обратно от отражателя. Однако при аккуратном рассмотрении задачи мы
должны учитывать фазу отраженной волны. Действительно, отраженный свет
может возбуждать моду метаатома в противофазе к изначальному состоянию.
Деструктивная интерференция приводит к уменьшению амплитуды результи­
рующей моды, которая связана с энергией, запасенной в метаатоме. Поэтому
такой процесс приводит к увеличению скорости излучения, проявляющемуся
как уширение спектральной линии. В результате время жизни фотонной моды
в метаатоме уменьшается в пять раз, как показано на рис. 84b.

Теперь обсудим лэмбовский сдвиг. Поскольку мода метаатома, возбужда­
емая отраженной волной, в общем случае оказывается не в фазе с исходной
модой, то в результате их интерференции результирующая амплитуда может
существенно измениться. В общем случае это может привести как к замедле­
нию, так и к опережению осцилляций поля во временной области, по сравне­
нию с осцилляциями исходной моды. Соответственно период колебаний должен
увеличиваться или уменьшаться. Следовательно, интерференция с отраженной
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волной приводит к сдвигу частоты, который мы и называем лэмбовским сдви­
гом или более строго резонаторной частью лэмбовского сдвига.

Мы показали, что эффект Парселла и лэмбовский сдвиг могут быть введе­
ны в рамках классической электродинамики, используя концепцию эффектив­
ного «метаатома», взаимодействующего с оптическим резонатором. В кванто­
вом случае атом высвобождает свою энергию из-за взаимодействия с нулевыми
колебаниями, при этом локальная плотность фотонных состояний определяется
с помощью функции Грина, полученной из классических уравнений Максвелла.
В классическом случае метаатом теряет энергию без учета каких-либо колеба­
ний вакуума, однако процесс возбуждения моды низкочастотного резонатора
излучаемым полем описывается той же самой функцией Грина, что и в кван­
товом случае. В результате, как для классической, так и для квантовой систем
эффекты становятся похожими с точностью до множителя 1/2 в выражениях
для лэмбовского сдвига.

В результате такого подхода мы глубже понимаем такие физические явле­
ния, как эффект Парселла, лэмбовский сдвиг и резонанс Фано, которые могут
наблюдаться в расчетных или экспериментально измеренных спектрах класси­
ческой излучающей фотонной системы. Когда узкополосная мода (система, ха­
рактеризуемая дискретным собственным состоянием) накладывается на широ­
кополосное фоновое излучение (континуальный спектр собственных состояний),
можно ожидать проявления трех различных интерференционных эффектов: (i)
изменение скорости излучения, связанное с эффектом Парселла; (ii) изменение
резонансной частоты, связанное с лэмбовским сдвигом и (iii) появление асим­
метричной формы линии в спектрах, которая определяется интерференцией
Фано.

6.2 Модификация скорости излучения на границах фотонных
запрещенных зон

Управление спонтанным излучением при помощи модификации ЛПФС
за счет изменения пространственного окружения излучательного центра, т.е.
эффект Парселла [156], широко исследуется как теоретически, так и экспери­
ментально и имеет значительный прикладной потенциал [359; 360]. Одним из
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распространенных приемов модификации ЛПФС является помещение излуча­
тельного центра в полость микрорезонатора [21; 167; 339; 361], которое мы рас­
сматривали в предыдущем разделе. Среди других объектов, сильно модифи­
цирующих ЛПФС, следует отметить периодическую фотонную структуру ме­
таматериалов и фотонных кристаллов, которая может существенно изменять
плотность состояний практически до нуля внутри фотонной запрещенной зоны
(в случае запрещенных зон, связанных с локальным резонансом) или до весьма
больших значений на границах брэгговских стоп-зон [1; 36]. Важной особенно­
стью фотонных кристаллов является пространственная протяженность брэггов­
ских резонансов, что позволяет модифицировать скорость излучения вещества,
занимающего существенный объем структуры [362; 363]. Увеличение плотно­
сти состояний на краю зоны позволяет наблюдать такие эффекты как усиление
спонтанного излучения [364—366], генерация гармоник [367], генерация лазерно­
го излучения [368—370], усиление люминесценции при двух-фотонной накачке
[371], увеличение эффективности преобразования падающего света в фототок
[372], усиление комбинационного рассеяния [373], управление экситонным излу­
чением [374] и многое другое.

Как правило на примере одномерных объектов удается достичь глубокого
понимания фундаментальных свойств фотонных кристаллов. Отметим также,
что по сравнению с трехмерными и двумерными образцами хорошо отработан­
ные технологии роста тонких пленок позволяют получать совершенные пла­
нарные периодические структуры с заданной точностью. И, наконец, слоистые
структуры могут иметь относительно большие размеры, что существенно облег­
чает их экспериментальные исследования.

В большинстве работ теоретическое изучение модификации скорости спон­
танного излучения основывается на золотом правиле Ферми и вычислении ло­
кальной плотности состояний через собственные фотонные моды периодической
структуры [375; 376], или проводится посредством вычисления мнимой части
функции Грина [377; 378]. Также в литературе используется «непрямой» ме­
тод, основанный на законе Кирхгоффа для равновесного излучения [379; 380].
Подобный подход используется уже более 60 лет для описания люминесценции
в полупроводниках, начиная с пионерской работы ван Русброека и Шокли [381].

Теория предсказывает наличие двух пиков в спектрах излучения фотон­
ной структуры, соответствующих разным краям одной из брэгговских стоп-зон.
Стоит отметить, что интенсивность коротковолнового пика оказывается мень­
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ше чем длинноволнового, что соответствует экспериментальным данным [364],
полученным при изучении излучательных центров с контуром люминесценции,
сравнимым с шириной стоп-зоны. В других работах исследовались спектры цен­
тров с узкой линией излучения, ширина которой была намного меньше ширины
стоп-зоны [382; 383]. При этом о наблюдении одновременного изменения интен­
сивности пиков на коротковолновой и длинноволновой границах стоп-зоны за
счет спектральной расстройки длины волны излучателя и стоп-зоны (при срав­
нимых ширинах стоп-зоны и излучателя) до сих пор не сообщалось.

В этом разделе описаны результаты экспериментального и теоретического
изучения условий взаимодействия излучательных центров с электромагнитны­
ми модами одномерной фотонной структуры в том случае, когда максимум кон­
тура люминесценции излучающих центров настроен приблизительно на центр
брэгговской стоп-зоны, а ширина спектра излучения сравнима с шириной стоп­
зоны. В качестве объектов исследования использовались многослойные струк­
туры, состоящие из чередующихся четвертьволновых слоев аморфных пленок
a-Si1−𝑥C𝑥:H и a-SiO2, изготовленные Н.А. Феоктистовым. Достоинством дан­
ных материалов является возможность формирования из минимального количе­
ства слоев (до 3-4 пар) высококонтрастных фотонных структур, обладающих от­
носительно широкой брэгговской стоп-зоной в спектральном диапазоне от види­
мого до ближнего инфракрасного. В качестве излучающих эмиттеров в данной
структуре выступают слои a-Si1−𝑥C𝑥:H, которые демонстрируют интенсивную
фотолюминесценцию в видимой области спектра при комнатной температуре.
Спектральное положение как контура фотолюминесценцию, так и брэгговской
стоп-зоны можно легко варьировать в широких пределах за счет изменения со­
держания углерода в пленке a-Si1−𝑥C𝑥:H. Кроме того, ширина на полувысоте
контура фотолюминесценции a-Si1−𝑥C𝑥:H достигает 0.6-0.7 эВ, что сопоставимо
с размером брэгговской стоп-зоны. Тем самым открывается возможность за од­
но экспериментальное измерение регистрировать пики излучения в спектраль­
ной области как длинноволнового, так и коротковолнового краев брэгговской
стоп-зоны и проводить их сравнение. Теоретический анализ эксперименталь­
ных данных основан на применении метода функции Грина для вычисления
локальной плотности состояний, а также фактора Парселла.
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6.2.1 Экспериментальные образцы: изготовление и характеризация

В работе исследовались одномерные фотонные структуры, схематически
представленные на рис. 85. Образцы представляют собой чередующиеся слои
a-Si1−𝑥C𝑥:H и a-SiO2, осажденные на стандартные подложки из плавленого
кварца. Структуры синтезированы методом плазмохимического газофазного
осаждения в реакторе емкостного типа (диаметр электродов ∼ 80 мм) при раз­
личных соотношениях газовых потоков силана (SiH4), метана (CH4) и кислорода
(O2).

Все структуры состояли из 7 четвертьволновых слоев a-Si1−𝑥C𝑥:H и 6 чет­
вертьволновых слоев a-SiO2 и изготавливались в едином технологическом цикле
без выноса образцов на воздух в промежутках между отдельными операциями.
Для нанесения a-SiO2 силан сильно разбавлялся кислородом. Другие детали
технологического процесса можно найти в работах [385—387]. Оптическая тол­
щина слоев структуры контролировалась in-situ по интерференционной кар­
тине, возникающей при регистрации интенсивности лазерного луча, отражен­
ного от поверхности растущей пленки. В качестве подложек использовались
пластинки плавленого кварца размером 20x75 мм2. Особенность данных образ­
цов заключается в том, что они обладают заметным (примерно одинаковым
для всех слоев) градиентом по толщине вдоль длинной стороны подложки 𝐿

(рис. 86a), достаточным для спектрального смещения центра брэгговской стоп­
зоны фотонной структуры в пределах порядка 100 нм. Возникновение гради­
ента связано с большим продольным размером (сравнимым с диаметром элек­
тродов реактора) образцов, вследствие чего значительная часть подложки рас­
полагалась в области неравномерного горения тлеющего разряда, что, в свою
очередь, приводило к изменению скорости роста отдельных участков пленок по
мере удаления от центра электродов.

Диэлектрические константы отдельных слоев структуры и их дисперсия,
необходимые для проведения численных расчетов спектров, определялись ме­
тодом спектральной эллипсометрии с помощью прибора J.A. Woollam Co., Inc.
M-2000. Измерения проводились на одиночных пленках a-Si1−𝑥C𝑥:H и a-SiO2.
Толщина пленок составляла 400 нм. Полученные зависимости эллипсометриче­
ских углов использовались для расчета спектральных зависимостей веществен­
ной 𝑛 и мнимой 𝑘 частей показателя преломления в рамках модели воздух -
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Рисунок 85 — Схема одномерной фотонной структуры, состоящей из 𝑁 = 7 из­
лучающих слоев a-Si0.5C0.5:H и 6 слоев a-SiO2 на подложке из плавленого кварца.
Подложка показана тёмно-зелёным цветом. Осажденные слои показаны коричне­
вым (a-Si0.5C0.5:H) и светло-зелёным цветом (a-SiO2). Структура возбуждалась ла­
зерным пучком с длиной волны 𝜆 = 405 нм, падающим под углом 30∘ к нормали.
Спектры фотолюминесценции регистрировались под прямым углом к поверхно­
сти. Рисунок воспроизводится по статье [384].
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Рисунок 86 — Характеризация образцов. (a) Относительная толщина слоев 𝑤/𝑤0

в зависимости от расстояния до края образца 𝐿 (𝑤0 – толщина слоев в центре реак­
тора). Фотография образца приведена на вставке. (b) Результаты эллипсометриче­
ских измерений частотной зависимости коэффициента преломления 𝑛 (сплошная
кривая) и коэффициента поглощение 𝜅 (пунктирная кривая) для a-Si0.5C0.5:H.
Толщина измеряемого слоя 𝑤 = 400 нм. Рисунок воспроизводится по статье [384].
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однородная изотропная пленка - полубесконечная кварцевая подложка. Резуль­
таты расчета для пленки a-Si0.5C0.5:H представлены на рис. 86b. График для
𝑛 хорошо описывается формулой Коши (𝑛 = 2.058 + 58817/𝜆2). Величина 𝜅

в актуальной для исследований спектральной области (500-1100 нм) близка к
нулю. Оптические константы 𝑛 и 𝜅 для пленок a-SiO2, полученных в наших тех­
нологических условиях, практически совпадают с известными литературными
данными [388] для плавленого кварца и характеризуются отсутствием поглоще­
ния и пренебрежимо малой дисперсией в исследуемой в данном разделе спек­
тральной области. Поэтому в численных расчетах мы использовали постоянное
значение 𝑛a−SiO2

= 1.46.

6.2.2 Влияние фотонной структуры на спектры
фотолюминесценции: эксперимент

Спектры пропускания и люминесценции синтезированных пленок и струк­
тур измерялись миниспектрометром “OceanOptics” USB4000 в спектральном
диапазоне 500-1100 нм (измерения проводились А.Б. Певцовым). Чтобы из­
бежать появления антистоксовского крыла фотолюминесценции, возбуждение
излучения осуществлялось полупроводниковым лазером, работающем в непре­
рывном режиме на длине волны 405 нм, превышающей оптическую ширину
запрещенной зоны a-Si1−𝑥C𝑥:H при всех значениях 𝑥. Кроме того, согласно ли­
тературным данным, длина волны 405 нм находится вне пределов спектра воз­
буждения фотолюминесценции кислородных вакансий в пленках a-SiO2 (см,
например, работу [389]). Плотность мощности лазерного излучения не превы­
шала 40 мВт/мм2. Спектры фотолюминесценции корректировались с учетом
спектральной чувствительности аппаратуры. Для подавления интерференции
Фабри-Перо на толщине одиночной пленки задняя поверхность кварцевой под­
ложки шлифовалась. Отметим также, что в одиночных пленках a-SiO2, полу­
ченных при выбранных технологических режимах реактора, сигнал фотолю­
минесценции не регистрировался в пределах чувствительности нашей измери­
тельной аппаратуры. Также сигнал фотолюминесценции не регистрировался от
используемых подложек аморфного диоксида кремния.
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Известно, что по мере увеличения содержания углерода (0 < 𝑥 < 1) в плен­
ках a-Si1−𝑥C𝑥:H максимум люминесценции этого материала постепенно сдвига­
ется в коротковолновую сторону (примерно до 2.5 эВ), а значение коэффициен­
та преломления 𝑛 уменьшается больше чем в два раза от 𝑛 = 4 (𝑥 = 0) до 𝑛 < 2

(𝑥 > 0.6) [390—392]. В серии технологических экспериментов было подобрано
соотношение газовых потоков CH4 и SiH4, при котором максимум контура из­
лучения одиночной рефренной пленки a-Si1−𝑥C𝑥:H, (синтезированной при тех
же технологических параметрах, при которых затем изготавливалась много­
слойная структура), примерно совпадал с центром брэгговской стоп-зоны фо­
тонной структуры, сформированной из чередующихся четвертьволновых слоев
a-Si1−𝑥C𝑥:H и a-SiO2 (рис. 87). Отметим, что максимум в спектре фотолюминес­
ценции расположен на длине волны 710 нм, для которой значение коэффици­
ента преломления равно 𝑛 = 2.17, что соответствует по литературным данным
содержанию углерода в пленке a-Si1−𝑥C𝑥:H примерно 50% (𝑥 = 0.5) [390]. При
этом ширина полосы люминесценции превышает спектральный размер брэг­
говской стоп-зоны, что в дальнейшем позволило в эксперименте одновременно
детектировать интенсивность излучения в спектральных областях, соответству­
ющих коротковолновому и длинноволновому краям брэгговской стоп-зоны.

Процедура измерений пропускания и фотолюминесценции исследуемых
фотонных структурах состояла в следующем. Свет от лампы накаливания фо­
кусировался на образец в пятно размером 1 мм2. В эту же область фокуси­
ровался лазерный луч для возбуждения фотолюминесценции. Дополнительно
перед входным оптоволокном спектрометра была собрана оптическая схема кон­
фокального микроскопа, обеспечивающая при помощи системы двух регулиру­
емых скрещенных щелей выделение равномерно засвеченного фиксированного
участка поверхности (100× 100 мкм2). Использованная схема позволяла прово­
дить измерения спектров пропускания и фотолюминесценции с одного и того
же участка исследуемого образца фотонной структуры.

Отметим основные особенности полученных спектров. В качестве приме­
ра приведены спектры фотонной структуры с центром брэгговской стоп-зоны в
районе 760 нм. В спектрах пропускания (пунктирная кривая на рис. 88) наблю­
дается протяженная, порядка 120-140 нм, полоса, которая соответствует брэг­
говской стоп-зоне. Осцилляции вне полосы брэгговской стоп-зоны обусловлены
интерференцией Фабри-Перо на всей толщине исследуемой структуры. Спек­
тры фотолюминесценции (сплошная кривая на рис. 88) демонстрируют два пи­
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Рисунок 87 — Спектр пропускания слоистой фотонной структуры
a-Si0.5C0.5:H/a-SiO2 в логарифмическом масштабе (черная сплошная кривая) и
спектр фотолюминесценции от одного слоя a-Si0.5C0.5:H (красная штрих-пунктир­
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Рисунок воспроизводится по статье [384].
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положенной на 𝜆0 = 760 нм. Рисунок воспроизводится по статье [384].
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ка разной интенсивности, расположенные вблизи коротковолнового и длинно­
волнового краев брэгговской стоп-зоны. В области брэгговской стоп-зоны в ис­
следуемых в данной работе структурах интенсивность излучения существенно
падает, но все же составляет заметную величину, что связано с конечным ко­
личеством слоев фотонной структуры, дополнительным вкладом в фотолюми­
несценцию излучения внешней поверхности верхнего слоя a-Si0.5C0.5:H (грани­
чащего с воздухом), а также неидеальностью структуры. Вне пределов брэггов­
ской стоп-зоны интенсивность фотолюминесценции быстро уменьшается, при­
чем крылья полосы как с коротковолновой, так и с длинноволновой сторон
падают существенно резче, чем края контура фотолюминесценции одиночной
пленки a-Si0.5C0.5:H (рис. 87). Из сопоставления спектров пропускания и фо­
толюминесценции видно, что ширины пиков фотолюминесценции примерно со­
ответствуют ширинам интерференционных максимумов в спектрах пропуска­
ния. При этом максимумы фотолюминесценции спектрально сдвинуты внутрь
брэгговской стоп-зоны относительно интерференционных максимумов в спек­
тре пропускания, ограничивающих брэгговскую стоп-зону. Отметим, что дан­
ная ситуация отличается от ситуации в планарных микрорезонаторах (одно­
мерных фотонных кристаллах с пространственным дефектом), в которых при
условии слабой связи между электромагнитным полем и излучающей системой
профиль контура спонтанной эмиссии из активного слоя микрорезонатора в об­
ласти частоты собственной моды практически совпадает с профилем контура
пропускания микрорезонаторной структуры [102].

Рассмотрим теперь эффекты, связанные с изменением толщин слоев, об­
разующих исследуемую фотонную структуру. Для этого мы последовательно
проводили измерения с разных точек на образце, которые соответствуют раз­
личным толщинам отдельных слоев структуры (рис. 86a). В процессе измерения
образец пространственно смещался в направлении 𝐿 (вдоль длинной стороны
подложки, см. рис. 86a) на такое расстояние, чтобы центр брэгговской стоп-зоны
𝜆0 сдвигался примерно на 15 нм (сдвиг брэгговской стоп-зоны контролировался
непосредственным измерением спектра пропускания с выбранной точки). Серия
спектров пропускания при изменении положения центра брэгговской стоп-зоны
представлена на рис. 89a. Черная сплошная кривая соответствует самому ко­
ротковолновому положению брэгговской стоп-зоны (𝜆0 = 665 нм), черная пунк­
тирная линия соответствует брэгговской стоп-зоне, центр которой 𝜆0 = 710 нм
совмещен с максимумом фотолюминесценции одиночной пленки a-Si0.5C0.5:H
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Рисунок 89 — Спектры пропускания и фотолюминесценции фотонной структуры
a-Si0.5C0.5:H/a-SiO2 в зависимости от центра брэгговской стоп-зоны. Измеренные
(a) и рассчитанные (c) спектры пропускания. Измеренные (b) и рассчитанные (d)
спектры фотолюминесценции. Красная штрих-пунктирная кривая – спектр фото­
люминесценции одиночного слоя a-Si0.5C0.5:H толщиной 400 нм. Вставка на панели
(b) демонстрирует результаты расчета по формулам (6.26) и (6.27), соответству­
ющим отношениям разности интенсивностей значений фотолюминесценции к их
сумме, измеренных при длинах волн, отвечающих краям брэгговской стоп-зоны
фотонной структуры (𝜌1) и референсной пленки a-Si0.5C0.5:H (𝜌2), соответственно.
Рисунок воспроизводится по статье [384].
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(см. рис. 87), черная кривая с длинным пунктиром соответствует самой длин­
новолновой брэгговской фотонной стоп-зоне (𝜆0 = 760 нм), исследованной в
данной работе. Промежуточные спектры приведены серыми линиями.

Перейдем к описанию поведения спектров фотолюминесценции, зареги­
стрированных с тех же самых точек, что и соответствующие спектры пропуска­
ния (рис. 89b). Для области, соответствующей 𝜆0 = 665 нм, наблюдается сильно
асимметричная линия с интенсивным пиком при 𝜆2 = 795 нм и с вытянутым в
область брэгговской стоп-зоны коротковолновым крылом, на котором присут­
ствует слабый пик при 𝜆1 = 572 нм. По мере смещения центра брэгговской
стоп-зоны 𝜆0 в диапазон больших длин волн наблюдается заметный «красный»
сдвиг пиков 𝜆1 и 𝜆2, при этом интенсивность коротковолнового пика возрастает,
а длинноволнового пика, наоборот, падает. При положении центра брэгговской
стоп-зоны 𝜆0 = 755 нм интенсивности обоих пиков сравниваются. При дальней­
шем увеличении 𝜆0 интенсивность коротковолнового пика оказывается больше,
чем интенсивность длинноволнового. Как видно из рис. 89b, наблюдаемая транс­
формация интенсивности пиков фотолюминесценции от фотонной структуры
по мере спектрального сдвига брэгговской стоп-зоны количественно не следует
за изменением интенсивности спектра фотолюминесценции от одиночного слоя
a-Si0.5C0.5:H, который приведен красной штрих-пунктирной кривой на рис. 89b.

6.2.3 Теоретическое исследование изменения фотолюминесценции
фотонной структурой

Вычисление спектров пропускания

Для описания процессов распространения света в слоистых фотонных
структурах удобно использовать одномерную модель, которая определяется на­
правлением падающей волны. В данной работе мы используем метод матриц
переноса [253], описанные в предыдущем разделе.

При расчете спектров пропускания нужно определить, следует ли учи­
тывать границу подложки с воздухом. Учет подложки приводит к появлению
осцилляций Фабри-Перо с периодом много меньше 1 нм, который превышает
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Рисунок 90 — Распределение фактора Парселла по фотонной структуре
a-Si0.5C0.5:H/a-SiO2 для излучения на 𝜆0 = 710 nm. (a) Вычисленный фактор
Парселла в зависимости от положения излучателя и его длины волны. Слои
структуры показаны справа (воздух – белый, a-Si0.5C0.5:H – фиолетовый и SiO2

– малиновый). Границы слоев показаны черными горизонтальными линиями. (b)
Частотная зависимость усреднённой ЛПФС по слоям a-Si0.5C0.5:H (черная сплош­
ная кривая), только по слоям a-SiO2 (малиновая штрих-пунктирная кривая ); по
всей структуре (голубая пунктирная линия). Вертикальные пунктирные линии
показывают границы брэгговской стоп-зоны. Рисунок воспроизводится по статье
[384].
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разрешение используемого спектрального прибора. Кроме этого, такие осцилля­
ции должны непременно размываться из-за расходимости пучка. Поэтому при
моделировании мы проводили усреднение спектров по промежутку равному 2
нм. Как оказалось, эти спектры лишь незначительно отличаются от спектров,
вычисленных для случая полубесконечной подложки. Поэтому дальнейшие вы­
числения мы приводили для модели с полубесконечной подложкой плавленого
кварца.

При помощи метода матриц переноса мы рассчитали спектры пропуска­
ния для структур с четвертьволновыми слоями для длин волн 𝜆0 в диапазоне
от 650 до 800 нм с шагом 1 нм. На рисунке 89c представлена часть спектров,
которые соответствуют экспериментально измеренным данным, приведенным
на рис. 89a. В результате сопоставления с экспериментом были определены гео­
метрические параметры структур, для которых в дальнейшем были рассчитаны
спектры фотолюминесценции.

Спектры излучения

Поскольку слоистые фотонные структуры являются квазиодномерными
объектами, мы предполагаем, что для описания излучения применима одно­
мерная модель. Согласно золотому правилу Ферми, при вычислении скорости
релаксации 𝛾 излучающего центра из возбужденного (начального) состояния в
основное (конечное) состояние с испусканием фотона необходимо также учиты­
вать ЛПФС, которая входит в виде фактора Парселла 𝑓 , т.е. 𝛾 = 𝑓 𝛾0. Известно,
что ЛПФС можно выразить через мнимую часть функции Грина Im(𝐺(𝑧,𝑧))

[354; 355]. Следуя матричному подходу, изложенному в работе [21], мы находим
для функции Грина следующее выражение

𝐺(𝑧,𝑧; 𝑘) = − 𝑖

2𝑘

(︂
1 + 𝑟− + 𝑟+ + 𝑟+𝑟−

1 − 𝑟+𝑟−

)︂
, (6.23)

где 𝑟± - комплексный коэффициент отражения относительно точки 𝑧 для вол­
ны, распространяющийся в сторону положительных (отрицательных) значений
относительно оси 𝑧. Эти коэффициенты можно вычислить методом матриц пе­
реноса. Фактор Парселла вычисляется при помощи отношения ЛПФС для точ­
ки в фотонной структуре к ЛПФС для точки в свободном пространстве. Мы
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построили распределение фактора Парселла 𝑓(𝜆, 𝑧) в зависимости от длины
волны 𝜆 и пространственного положения 𝑧 эмиттера в структуре. Эта зависи­
мость представлена на рис. 90a для структуры с 𝜆0 = 710 нм. Пренебрегая
переизлучением света в фотонной структуре, можно найти коэффициент усиле­
ния излучения, проведя интегрирование в пределах всей структуры

𝐼(𝜆) = 𝛼

∫︁
𝑓(𝜆, 𝑧)𝛾0(𝜆, 𝑧)d𝑧, (6.24)

где 𝛼 - коэффициент пропорциональности. Если излучательные центры распре­
делены по структуре однородно, можно вынести 𝛾0 из под интеграла. Рисунок
90b демонстрирует соответствующие зависимости, если излучающие центры на­
ходятся только в слоях a-Si0.5C0.5:H, либо только в слоях a-SiO2, а также если
однотипные излучающие центры равномерно распределены по всему образцу.
Видно, что в спектре появляются два пика на частотах, соответствующих внеш­
ним границам брэгговских стоп-зон. Однако, в зависимости от того, в каких
слоях находятся излучающие центры, интенсивность пиков существенно отли­
чается. Так, в рассматриваемой периодической структуре a-Si0.5C0.5:H/a-SiO2

излучение возникает только в слоях a-Si0.5C0.5:H, в то время как излучение из
слоев диоксида кремния фактически отсутствует. Соответственно, интегриро­
вание нужно проводить только по слоям a-Si0.5C0.5:H. В результате интенсив­
ность пиков приобретает заметную асимметрию: длинноволновый пик оказыва­
ется существенно интенсивнее коротковолнового. На рисунке 89d представлены
вычисленные спектры фотолюминесценции для параметров структуры, соот­
ветствующих спектрам пропускания на рис. 89b.

6.2.4 Анализ спектров фотолюминесценции

При исследовании модификации излучательных свойств эмиттеров в фо­
тонных структурах важно учитывать ряд обстоятельств. Во-первых, фотонные
структуры подразумевают наличие диэлектрического контраста, который свя­
зан с распределением нескольких веществ, каждое из которых может иметь
собственные излучательные свойства. Чтобы исследовать модификацию излу­
чения для конкретного типа излучающих центров желательно, чтобы фотолю­
минесценция возникала только в одной из компонент фотонной структуры. В
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нашей работе мы подобрали технологические режимы получения отдельных
пленок и длину волны возбуждения фотолюминесценции таким образом, чтобы
слои и подложка a-SiO2 давали пренебрежимо малый сигнал фотолюминесцен­
ции. Во-вторых, важно чтобы с одной стороны время жизни излучательного
центра было бы намного больше, чем время жизни фотона в фотонной струк­
туре. В этом случае мы остаемся в рамках приближения слабой связи, и тогда
применима хорошо развитая теория излучения, а также описание модифика­
ции излучения в таких терминах, как эффект Парселла. С другой стороны
линия фотолюминесценции должна иметь неоднородное уширение, чтобы пере­
крывать относительно широкую брэгговскую стоп-зону в высококонтрастных
фотонных структурах. Гидрогенизированный аморфный сплав кремния с угле­
родом обладает соответствующими свойствами. В-третьих, при исследованиях
фотолюминесценции в фотонных структурах определяющим фактором в выбо­
ре способа возбуждения эмиттеров, находящихся внутри фотонной структуры,
является их квантовая эффективность [363]:

𝜂 =
𝛾𝑟𝑎𝑑

𝛾𝑟𝑎𝑑 + 𝛾𝑛𝑟𝑎𝑑
(6.25)

где 𝛾𝑟𝑎𝑑 – скорость излучательной рекомбинации, которая напрямую зависит от
ЛПФС [355], 𝛾𝑛𝑟𝑎𝑑 - скорость безызлучательной рекомбинации. Известно [390;
391], что квантовая эффективность излучения пленок a-Si1−𝑥C𝑥:H с большим
содержанием углерода слабо зависит от температуры и составляет несколь­
ко процентов при Т=300∘С, т.е. 𝛾𝑟𝑎𝑑 ≪ 1. В этом случае 𝛾𝑛𝑟𝑎𝑑 ≫ 𝛾𝑟𝑎𝑑 и ин­
тенсивность излучения оказывается пропорциональной отношению 𝛾𝑟𝑎𝑑/𝛾𝑛𝑟𝑎𝑑 .
Поскольку 𝛾𝑛𝑟𝑎𝑑 определяется только физико-химическими свойствами пленок
a-Si1−𝑥C𝑥:H, то измерение спектральной зависимости интенсивности фотолюми­
несценции в условиях непрерывного возбуждения несет информацию о ЛПФС
[363]. Таким образом, выбор соответствующих образцов и техники возбуждения
фотолюминесценции позволил в данной работе экспериментально исследовать
влияние ЛПФС на спектры фотолюминесценции.

Теперь рассмотрим результаты моделирования ЛПФС при помощи одно­
мерной модели. Как видно из сопоставления рис. 89b и 89d, рассчитанные спек­
тры воспроизводят основные особенности экспериментальных кривых. Следова­
тельно, использованная одномерная модель позволяет выявить природу наблю­
даемого эффекта. Обратимся к рис. 90, на котором представлено распределение
фактора Парселла от длины волны и положения точечного дипольного источ­
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ника в фотонной структуре. Видно, что максимумы фактора Парселла в слоях
a-SiO2 находятся на длине волны 600 нм на внешней границе коротковолново­
го края брэгговской стоп-зоны (𝜆 = 630 нм), в тоже время максимумы в слоях
a-Si0.5C0.5:H лежат на длинах волн несколько больших длинноволновой границы
брэгговской стоп-зоны (𝜆 = 810 нм, рис. 90). Это связано с тем, что в фотонной
структуре собственные моды устроены таким образом, что электрическое по­
ле локализуется в слоях с большим значением диэлектрической проницаемости
для зон на низкочастотной границе брэгговской стоп-зоны, а в слоях с мень­
шим значением диэлектрической проницаемости у высокочастотной границы
[36]. Причем наиболее интенсивные максимумы наблюдаются вдали от внеш­
них границ фотонной структуры, где уже успевает сформироваться блоховская
мода. Отметим, что наблюдаемая картина хорошо согласуется с интерферен­
ционным описанием эффекта Парселла для классических систем [21], согласно
которому большой фактор Парселла соответствует возвращению (отражению)
волны в противофазе с источником, что приводит к дополнительному умень­
шению энергии в осциллирующем источнике. Малый фактор Парселла соот­
ветствует отражению волны в фазе с источником, в результате чего энергия
возвращается в осциллятор. При переходе через спектральную область брэггов­
ской стоп-зоны фаза блоховской волны претерпевает скачок на 𝜋. В результате,
на одном из краев брэгговской стоп-зоны возникают условия для формирования
малого фактора Парселла, т.е. отраженная волна приходит в фазе, а на другом
краю отраженная волна придет в противофазе (фазовый сдвиг 𝜋) и фактор
Парселла принимает большие значения.

Поскольку в нашей системе излучают только слои a-Si0.5C0.5:H, в спек­
трах фотолюминесценции наблюдается доминирование пика, соответствующего
длинноволновому краю брэгговской стоп-зоны. Тем не менее, хвосты от макси­
мумов фактора Парселла в слоях a-SiO2 с низким показателем преломления
частично проникают в излучающие слои a-Si0.5C0.5:H, что приводит к появле­
нию менее интенсивного, но заметного на фоне длинноволнового максимума,
и тем более на фоне частот в брэгговской стоп-зоне, коротковолнового пика
(см. рис. 90). В экспериментальных исследованиях на интенсивность излучения
фотонной структуры оказывает существенное влияние частотная зависимость
скорости излучения эмиттеров в материале a-Si0.5C0.5:H. Чтобы исключить этот
эффект мы построили график (вставка на рис. 89b) безразмерного параметра
𝜌1, определенного как отношение разности интенсивностей пиков фотолюминес­
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ценции на разных краях брэгговской стоп-зоны к их сумме в зависимости от
спектрального сдвига центра брэгговской стоп-зоны.

𝜌1 =
|𝐼𝑠1 − 𝐼𝑙1|
|𝐼𝑠1 + 𝐼𝑙1|

(6.26)

Здесь 𝐼𝑠1 – интенсивность пика фотолюминесценции, соответствующего корот­
коволновому краю брэгговской стоп-зоны, 𝐼𝑙1- интенсивность пика фотолюми­
несценции, соответствующего длинноволновому краю брэгговской стоп-зоны.
Сдвиг брэгговской стоп-зоны, в данном случае, определялся как разность теку­
щего и начального (665 нм) спектральных положений центра стоп-зоны, соглас­
но графикам, представленным на рис. 89а.

Также приведен коэффициент

𝜌2 =
|𝐼𝑠2 − 𝐼𝑙2|
|𝐼𝑠2 + 𝐼𝑙2|

(6.27)

для спектра фотолюминесценции референсной пленки a-Si0.5C0.5:H. В этом слу­
чае значения интенсивностей 𝐼𝑠2 and 𝐼𝑙2 брались из контура фотолюминесцен­
ции пленки (красная штри-пунктирная кривая на рис. 89b) в точках, соответ­
ствующих спектральному положению пиков фотолюминесценции в многослой­
ной структуре a-Si0.5C0.5:H/a-SiO2. Сопоставление полученных зависимостей 𝜌1
и 𝜌2 (вставка к рис. 89b) наглядно подтверждает вывод, что изменение интен­
сивности фотолюминесценции фотонной структуры количественно не следует
за изменением интенсивности фотолюминесценции a-Si0.5C0.5:H пленки, т.е. яв­
ляется следствием эффекта модификации ЛПФС в фотонной структуре.

6.3 Выводы по главе

В данной главе были описаны эффекты, связанные с влиянием резонанс­
ных структур на свойства излучательных центров. В первую очередь это эф­
фект Парселла, т.е. изменение скорости излучения эмиттера из-за наличия окру­
жающей структуры. Второй эффект состоит в лэмбовском смещении резонанс­
ной линии излучения также из-за окружающей структуры.

Для фотонных мод в микрорезонаторе были проанализированы эффект
Парселла и лэмбовский сдвиг, которые могут быть описаны при помощи клас­
сической теории в рамках уравнений Максвелла. Как известно, классическая
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теория не оперирует такими понятиями, как плотность состояний, которая по­
является в результате квантования электромагнитного поля. Мы описали эти
явления на языке интерференции, который является понятным и наглядным.

Оказалось, что простая феноменологическая модель позволяет описать с
высокой точностью изменение добротности, т.е. времени жизни фотонных состо­
яний в микрорезонаторе. В численных расчетах микрорезонатор моделируется
точечным дефектом, расположенным вблизи линейного волновода, внедренно­
го в фотонный кристалл с квадратной решеткой. Было показано, что благодаря
добавлению рассеивателей в волновод добротность может варьироваться более
чем в 25 раз.

Также были исследованы одномерные фотонные структуры на основе че­
редующихся четвертьволновых слоев a-Si0.5C0.5:H/a-SiO2, которые можно рас­
сматривать как модельные объекты для экспериментального изучения эффекта
Парселла. Благодаря выбору материалов и длины волны лазерного возбужде­
ния была сформирована и исследована структура, в которой все излучательные
центры являются эмиттерами одного типа a-Si0.5C0.5:H, что позволило однознач­
но интерпретировать полученные экспериментальные данные. При этом благо­
даря относительно широкому контуру излучения a-Si0.5C0.5:H удалось сравнить
модификацию локальной плотности фотонных состояний на обоих краях брэг­
говской стоп-зоны в рамках единого эксперимента. Измеренные спектры фо­
толюминесценции описаны в рамках одномерной модели, достигнуто хорошее
согласие экспериментальных и расчетных данных. Теоретическая модель вы­
явила природу асимметрии интенсивности пиков фотолюминесценции на краях
фотонной стоп-зоны. Эта асимметрия возникает вследствие резкого изменения
фактора Парселла, обусловленного скачком фазы блоховской волны на 𝜋 при
прохождении спектральной области фотонной стоп-зоны.
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Заключение

В диссертации получены следующие основные результаты:

1. Метод обратной дисперсии 𝑘(𝜔) адаптирован для вычисления ком­
плексных фотонных зонных диаграмм. Метод заключается в поиске
собственных чисел 𝑘 в зависимости от параметра – вещественной ча­
стоты 𝜔, и позволяет проводить вычисление зонных диаграмм для пе­
риодических фотонных структур, образованных материалами с диэлек­
трической проницаемостью, обладающей произвольной частотной за­
висимостью. Кроме того, в дополнение к распространяющимся модам
с вещественным волновым вектором (которые можно вычислить стан­
дартным методом 𝜔(𝑘)), метод обратной дисперсии дает возможность
вычислять эванесцентные моды с комплексным волновым вектором.
На основании анализа дисперсионных ветвей, соответствующих эванес­
центным модам, предложен критерий для разделения периодических
диэлектрических структур на фазу фотонного кристалла и фазу мета­
материала.

2. Сформулирована концепция фотонных фазовых переходов. Экспери­
ментально и теоретически исследован фазовый переход «фотонный
кристалл – метаматериал», связанный с появлением в диэлектриче­
ской фотонной структуре отрицательной магнитной восприимчивости.
Фаза определяется на основе анализа второй дисперсионной ветви на
зонной диаграмме фотонной структуры. Для двумерных структур, об­
разованных диэлектрическими цилиндрами, расположенными в узлах
квадратной и простой треугольной решетки, были рассчитаны зонные
диаграммы и на их основании построены фазовые диаграммы в осях
𝑟/𝑎 и 𝜀. Был собран прототип фотонной структуры для микроволно­
вого диапазона длин волн. Конструкция позволяла менять в широком
диапазоне диэлектрическую проницаемость и расстояния между цилин­
драми, сохраняя симметрию квадратной решетки. При уменьшении по­
стоянной решетки экспериментально наблюдался переход от фазы фо­
тонного кристалла к фазе метаматериала.
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3. Показано, что резонансное рассеяние Ми на однородных цилиндрах с
высоким значением диэлектрической проницаемости может быть опи­
сано в терминах резонанса Фано. Роль узкой линии играют высоко­
добротные моды Ми, а роль широкополосного фона – нерезонансное
рассеяние на цилиндре. Параметр асимметрии 𝑞 на больших частотах
демонстрирует характерную для резонанса котангенциальную зависи­
мость.

4. Экспериментально и теоретически продемонстрирован режим невиди­
мости однородного диэлектрического цилиндра без дополнительных
маскирующих оболочек и устройств. Режим невидимости возникает в
области резонансов Ми, где спектр рассеяния описывается каскадом
асимметричных контуров, каждый из которых имеет профиль Фано.
Деструктивная интерференция Фано между резонансным и нерезонанс­
ным рассеянием приводит к появлению окна прозрачности в спектре
рассеяния, в результате чего цилиндр становится невидимым сторонне­
му наблюдателю.

5. Обнаружен индуцированный беспорядком резонанс Фано в одномерной
структуре чередующихся слоев . . . 𝐴𝐵𝐴𝐵 . . ., которая характеризуется
флуктуацией диэлектрической проницаемости слоев 𝐵. Резонанс Фа­
но определяет узкая линия, связанная с брэгговским рассеянием на
периодической структуре и широкополосный фон, который возникает
из-за нескомпенсированного рассеяния Фабри-Перо на слоях 𝐵. В ре­
жиме сильных флуктуаций диэлектрической проницаемости в слоях 𝐵
параметр Фано обращается в нуль 𝑞 → 0. При этом наблюдается «пе­
реворот» спектра пропускания: брэгговские стоп-зоны превращаются
в узкие зоны пропускания и, наоборот, области пропускания упорядо­
ченного образца превращаются в широкополосные стоп-зоны неупоря­
доченной структуры.

6. Экспериментально установлено, что в спектрах пропускания синтети­
ческих опалов наблюдается резонанс Фано. Роль узкой полосы выпол­
няет брэгговское рассеяние на плоскостях (111) ГЦК решетки опала.
Существование широкополосного рассеяния связано с флуктуациями
плотности и, соответственно, диэлектрической проницаемости сфери­
ческих частиц a-SiO2, формирующих решетку опалов. Интерференция
двух каналов рассеяния приводит к формированию асимметричного
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профиля Фано брэгговской полосы (111). Используя метод иммерсион­
ной спектроскопии, удалось наблюдать все характерные профили резо­
нанса Фано при изменении значения диэлектрической проницаемости
жидкости, заполняющей поры опаловой матрицы. Ключевым факто­
ром при интерпретации эффекта как резонанса Фано является экспе­
риментальная демонстрация превращения брэгговской стоп-зоны (111)
в полосу брэгговского пропускания, что соответствует параметру асим­
метрии 𝑞 = 0.

7. Описана модель оптической антенны, образованной излучателем и сфе­
рической частицей с высоким показателем преломления, принцип рабо­
ты которой основан на резонансе Фано. Благодаря резонансной сфери­
ческой частице спектральный профиль излучения имеет характерный
асимметричный вид резонанса Фано с минимумом и максимумом. Опре­
делены параметры резонансного элемента, а также расстояние до ди­
польного источника, при которых спектры излучения по направлению
вперед и назад вдоль оси антенны описываются параметром Фано с про­
тивоположным знаком, т.е. максимум излучения вперед соответствует
минимуму излучения назад и наоборот. В результате, в зависимости от
частоты дипольного источника формируется диаграмма направленно­
сти антенны. Эксперименты с микроволновым прототипом оптической
антенны подтвердили эффект переключения диаграммы направленно­
сти, предсказанный теоретически.

8. В однородных субволновых диэлектрических резонаторах цилиндриче­
ской формы была продемонстрирована возможность возбуждения вы­
сокодобротной суперрезонансной моды. Суперрезонансная мода рожда­
ется в результате деструктивной интерференции двух волн, утекающих
из цилиндра. Первая утекающая волна связана с модой Ми (форми­
руется круглым сечением резонатора), вторая волна связана с модой
Фабри-Перо (формируется плоскими границами конечного цилиндра).
При диэлектрической проницаемости цилиндра 𝜀 = 13 (типичное значе­
ние для полупроводниковых материалов в оптическом диапазоне) доб­
ротность суперрезонансной моды достигает величины 𝑄 = 200. Супер­
резонансные моды являются аналогом связанных состояний в контину­
уме, имеющих бесконечную добротность.
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9. Продемонстрировано, что в микрорезонаторах эффект Парселла и лэм­
бовский сдвиг возникают для фотонных мод, описываемых в рамках
классической физики при помощи уравнений Максвелла. Эффекты воз­
никают из-за интерференции между фотонной модой и волнами, рассе­
янными на структуре, окружающей микрорезонатор. Классическое опи­
сание эффекта Парселла позволило рассчитать изменение интенсивно­
сти фотолюминесценции на краях брэгговской стоп-зоны одномерного
фотонного кристалла. Результаты теоретического расчета демонстри­
руют хорошее соответствие с экспериментально измеренными спектра­
ми фотонного кристалла, образованного слоями a-Si0.5C0.5:H и a-SiO2.
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