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Введение

Недавний всплеск интереса к халькогенидам свинца PbX (X=S, Se, Te) во многом

обусловлен активным развитием коллоидных методов синтеза всевозможных на-

ноструктур на их основе [1]. Уникальный набор таких свойств, как узкая ширина

запрещенной зоны, легкие массы носителей и большой боровский радиус экситона,

позволяет эффективно управлять рабочей длиной волны наноустройств в широ-

ком диапазоне инфракрасного спектра за счет эффектов размерного квантования.

В настоящее время наноустройства на основе халькогенидов свинца нашли свое

применение в качестве инфракрасных детекторов [2], преобразователей солнечной

энергии [3; 4] и светодиодов [5–7]. Доступность, простота и дешевизна изготовле-

ния делает их также перспективными для реализации новых поколений устройств

фотовольтаики [8] и фотоники, где они в том числе могут использоваться в каче-

стве источников одиночных фотонов, то есть квантовых источников света [9].

Несмотря на выдающиеся оптические и электронные свойства, нанострукту-

ры из халькогенидов свинца являются непростыми для моделирования. Основная

причина — сложная многодолинная зонная структура этих материалов. Ее экс-

тремумы вблизи запрещенной зоны расположены в 𝐿 точках зоны Бриллюэна и

образуют четыре неэквивалентные анизотропные долины [10]. В объемном кри-

сталле 𝐿 долины независимы, однако в наноструктурах наличие поверхности при-

водит к возможности междолинного рассеяния и, как следствие, — расщеплению

уровней размерного квантования и формированию тонкой структуры экситона.

Достаточно подробно междолинное смешивание было исследовано в кремниевых

(Si) и кремний-германиевых (SiGe) квантовых ямах, для которых были разработа-
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ны как аналитические модели [11; 12], так и проведены более сложные атомисти-

ческие расчеты [13; 14] и даже эксперименты [15; 16]. При этом, если для крем-

ниевых квантовых ям долинное расщепление возможно можно описать простой

феноменологической моделью без учета спина [12], то для халькогенидов свинца

такой подход не применим. Это обусловлено сильным спин-орбитальным взаимо-

действием, которое формирует дисперсию зон в окрестностях 𝐿 долин и требу-

ет использования крайне ресурсоемких, современных методов расчета из первых

принципов [17] для аккуратного расчета их зонной структуры.

Междолинное смешивание исследовалось также в наноструктурах из халькоге-

нидов свинца с помощью метода сильной связи [18; 19] и псевдопотенциала [20; 21].

Несмотря на безусловную значимость этих работ, к их недостаткам можно отне-

сти сравнительно низкую точность ранних параметризаций и ограниченный набор

рассмотренных наноструктур, при всем имеющемся разнообразии в эксперименте

[22–24]. Развитие метода сильной связи, в частности недавняя параметризация [25]

модели с учетом большого количества орбиталей [26], сделали возможным систе-

матическое исследование эффектов междолинного смешивания в наноструктурах

из халькогенидов свинца, которым и посвящена диссертационная работа.

Целью работы является теоретическое исследование эффектов, связанных с

междолинным рассеянием электронов и дырок в нанопроволоках и квантовых

точках из халькогенидов свинца, а также разработка общих аналитических и чис-

ленных методов, применимых для исследования наносистем из других многодо-

линных полупроводниковых материалов.

Научная новизна и практическая значимость работы состоит в том, что в ней

впервые систематически исследована зависимость долинных расщеплений от раз-

мера, формы поверхности и точечной симметрии в нанопроволоках и квантовых

точках из халькогенидов свинца. Изучено влияние поверхностных дефектов, пас-

сивации и релаксации поверхности на величину долинных расщеплений. Впервые

на основе метода эффективной массы построена аналитическая модель тонкой
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структуры экситона в квантовых точках из халькогенидов свинца с кубической

симметрией. Эта модель учитывает долинное расщепление уровней размерного

квантования, внутри- и междолинное кулоновское взаимодействие и анизотропию

оптических переходов. Она позволила установить ключевую роль междолинного

обменного взаимодействия в формировании спектров экситонного поглощения, в

которых доминирует один «сверхъяркий», оптически активный триплет, отщеп-

ленный вверх по энергии на десятки мэВ. Наличие такого триплетного состояния

приводит к асимметричному уширению пика люминесценции квантовых точек и

большому Стоксову сдвигу, которые наблюдаются экспериментально. Предложен-

ная модель квантовых точек с поверхностными дефектами позволяет объяснить

наблюдаемые в эксперименте 𝑔-факторы и анизотропные расщепления спектров.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Величина долинных расщеплений в нанопроволоках из халькогенидов свин-

ца контролируется формой их поперечного сечения, устойчива к небольшим

возмущениям поверхности и может достигать сотен мэВ.

2. В нанопроволоках из халькогенидов свинца при отсутствии центра инверсии

могут наблюдаться гигантские, вплоть до единиц эВ·Å, линейные по волно-
вому вектору спиновые расщепления подзон размерного квантования.

3. Тонкая структура экситона в квантовых точках из халькогенидов свин-

ца определяется обменным кулоновским взаимодействием, формирующим

«сверхъяркий», симметричный по долинному индексу триплет, и междолин-

ным смешиванием, которое снимает вырождение экситонных состояний и

перераспределяет силу осциллятора между разрешенными по симметрии пе-

реходами.

4. Учёт поверхностных дефектов позволяет объяснить экспериментальные дан-

ные по 𝑔-факторам и анизотропным расщеплениям спектров низкотемпера-

турной магнитофотолюминесценции квантовых точек из сульфида свинца.
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Апробация работы. Результаты диссертационного исследования были пред-

ставлены на XIII и XIV Российских конференциях по физике полупроводни-

ков (Екатеринбург, 2017; Новосибирск 2019), на международном симпозиуме

«Nanostructures: Physics and Technology» (Санкт-Петербург, 2016), на междуна-

родной зимней школе ФТИ им А.Ф. Иоффе (Зеленогорск, 2016, 2017), на между-

народной молодежной конференции «ФизикА.СПб» (Санкт-Петербург, 2015), те-

зисы докладов были приняты на конференции PNCSPA (Санкт-Петербург, 2020)

и Faraday Discussions (York, UK, 2020). Результаты работы неоднократно обсужда-

лись на низкоразмерном и чайном семинарах ФТИ им. А.Ф. Иоффе, на рабочих

семинарах в университете Дортмунда в Германии, институте физики Ханоя во

Вьетнаме и в лаборатории Оптики спина им. И. Н. Уральцева в СПбГУ.

Публикации. По результатам исследований опубликовано 9 работ в рецензиру-

емых журналах.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из Введения, четырех

глав, заключения и списка литературы. Она содержит 142 страницы текста, вклю-

чая 33 рисунка. Список цитируемой литературы содержит 137 наименований.

Во Введении обоснована актуальность проведенных исследований, сформули-

рованы цель и научная новизна работы, перечислены основные положения, выно-

симые на защиту, и кратко изложено содержание диссертации.

Первая глава диссертации посвящена описанию метода сильной связи, исполь-

зуемого в работе для расчета одно- и двухчастичных состояний в наноструктурах

из халькогенидов свинца. В ней изложен основной формализм метода сильной

связи, способ учета внешних полей, схема расчета преобразования Фурье, а так-

же описаны особенности зонной структуры халькогенидов свинца. Во второй ча-

сти главы описана процедура расчета кулоновских матричных элементов. Третья

часть посвящена симметрийному анализу состояний в рамках метода сильной свя-

зи.

Вторая глава посвящена нанопроволокам из селенида свинца. В начале главы
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приведен краткий обзор литературы. Во втором разделе изложена обобщенная

модель нанопроволок в рамках метода эффективной массы, проанализирована

симметрия состояний и структура долинных расщеплений. В третьем разделе при-

ведены результаты расчета электронной структуры состояний в цилиндрических

нанопроволоках с осью, направленной вдоль [111]. В последнем разделе главы

приведены результаты расчета электронной структуры ограненных нанопроволок

с осью, направленной вдоль [110]. Исследована зависимость долинных расщепле-

ний от формы сечения нанопроволок, проанализировано влияние поверхностных

дефектов, пассивации и релаксации поверхности на долинные расщепления.

Третья глава посвящена квантовым точкам из сульфида свинца. В начале гла-

вы приведен краткий обзор литературы. Во втором разделе описана микроско-

пическая структура моделируемых квантовых точек, симметрия и форма ее по-

верхности. В третьем разделе представлены результаты расчета одночастичных

состояний и долинных расщеплений в зависимости от размера и формы кванто-

вых точек. Четвертый раздел посвящен расчету экситонных состояний и сопостав-

лению результатов расчета с экспериментом. Последний раздел главы посвящен

моделированию тонкой структуры экситона в магнитном поле.

В четвертой главе приведен подробный вывод модели тонкой структуры экси-

тона в квантовых точках из халькогенидов свинца в рамках метода эффективной

массы и теории представлений групп.

В заключении обобщены основные результаты работы.

Формулы и рисунки диссертации нумеруются по главам, нумерация литерату-

ры единая для всего текста.
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Глава 1

Метод сильной связи и симметрия

Первая глава диссертации посвящена описанию метода сильной связи, который

используется для расчета одно- и двухчастичных состояний в наноструктурах из

халькогенидов свинца. В первой части главы изложены формализм метода силь-

ной связи, особенности зонной структуры PbS и PbSe, используемая для них пара-

метризация, способ учета внешних полей и схема расчета преобразования Фурье.

Вторая часть главы посвящена расчету кулоновских матричных элементов в ме-

тоде сильной связи. В ней описан метод конфигурационного взаимодействия и

необходимые для его использования приближения. В третьей части главы при-

ведены выражения, позволяющие рассчитать преобразование волновых функций

электронов, дырок и экситонов при операциях симметрии. Также представлена

оригинальная процедура, позволяющая привести базис неприводимого представ-

ления к каноническому виду.

1.1 Метод сильной связи

Метод сильной связи является широко распространенным эмпирическим мето-

дом моделирования полупроводниковых наноструктур [12; 27–29]. Его основным

преимуществом является то, что он, с одной стороны, не требует значительных

вычислительных ресурсов и позволяет рассчитывать сравнительно большие нано-

структуры [30], а, с другой, — аккуратно воспроизводит зонную структуру халь-
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когенидов свинца [25], рассчитанную методом функции Грина с экранированным

кулоновским потенциалом (GW) [17]. Аналитические модели в рамках метода эф-

фективной массы [10; 31; 32] не учитывают микроскопическое строение нанострук-

тур и, соответственно, не подходят для расчета междолинного смешивания. Рас-

четы из первых принципов являются крайне ресурсоемкими и ограничены в при-

менении к совсем небольшим системам [33; 34].

1.1.1 Волновые функции: формализм и метод расчета

Метод сильной связи является приближением одночастичного уравнения Шре-

дингера для электрона в кристалле и основан на представлении волновой функ-

ции в виде линейной комбинации атомных орбиталей. Впервые он был описан в

работе Блоха [35], однако его практическое использование стало возможно после

работы Слэтера и Костера [36], где они предложили компактную параметризацию

гамильтониана. Дальнейшее развитие метод получил после работыЖанку и соав-

торов [26]. Они показали, что вариант с использованием большого числа орбиталей

𝑠𝑝3𝑑5𝑠* и учетом только ближайших соседей позволяет описать зонную структуру

широкого класса кубических полупроводников. Разработанная ими модель лежит

в основе многих современных реализаций [25; 37; 38].

В методе сильной связи волновые функции Ψ𝑠(𝑟) электронов в нанострукту-

рах представляются в виде линейной комбинации ортогонализованных атомных

левдиновских орбиталей [39]

Ψ𝑠(𝑟) =
∑︁
𝑛𝜇

𝐶𝑠
𝑛𝜇𝜑𝜇(𝑟 − 𝑟𝑛𝜇) , (1.1)

где индекс 𝑛 пробегает по элементарным ячейкам, индекс 𝜇 указывает на тип орби-

тали, спин, сорт атома и номер подрешетки. Например, в 𝑠𝑝3𝑑5𝑠* варианте метода

сильной связи на каждом атоме используется 10 (с учетом спина — 20) базисных

орбиталей, обладающих симметрией: 𝑠, 𝑝 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝑑 = {𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑥2 − 𝑦2, 𝑧2}, 𝑠*.
Для обозначения орбиталей в диссертации используется индекс 𝜇, который вклю-

чает в себя спин, так как зачастую в полупроводниках, особенно с сильным спин-
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орбитальным взаимодействием, явно разделить спиновую и орбитальные части

волновых функций невозможно. Для краткости, индекс 𝜇 может также включать

в себя сорт атомов и/или номер подрешетки, в результате чего координаты ато-

мов принимают вид 𝑟𝑛𝜇, где 𝜇 в данном случае описывает положение атома в

элементарной ячейке. Более подробно индекс 𝜇 или оба индекса 𝑛𝜇 можно явно

раскрывать для конкретных задач, где это необходимо или позволяет упростить

выражения, например для преобразования Фурье 1.1.5, анализа симметрии 1.3.1

или расчета кулоновского взаимодействия 1.2.

Уравнение Шредингера в методе сильной связи 𝐻̂Ψ = 𝐸Ψ с учетом разложе-

ния волновых функций (1.1) по левдиновским орбиталям и их ортогональности

принимает вид задачи на собственные значения∑︁
𝑛′𝜇′

𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇′𝐶𝑠
𝑛′𝜇′ = 𝐸𝑠𝐶

𝑠
𝑛𝜇 , (1.2)

где 𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇′ =
⟨
𝜑𝜈(𝑟 − 𝑟𝑛𝜇)

⃒⃒⃒
𝐻̂
⃒⃒⃒
𝜑𝜇′(𝑟 − 𝑟𝑛′𝜇′)

⟩
— это интегралы перекрытия, а 𝐶𝑠

𝑛𝜇 —

коэффициенты разложения метода сильной связи. Эмпирическим метод является

потому, что интегралы перекрытия 𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇′ в нем не вычисляются, а подбираются

для наилучшего согласия дисперсии и других параметров зонной структуры (эф-

фективные массы, энергии в симметричных точках зоны Бриллюэна), измеренных

экспериментально или рассчитанных из первых принципов. Проблема с подбором

интегралов перекрытия в том, что их слишком много даже для ограниченного

набора базисных орбиталей. Для ее решения Слэтер и Костер [36] предложили

компактную схему параметризации интегралов перекрытия. Если предположить,

что периодический потенциал кристаллической решетки является суммой сфе-

рически симметричных потенциалов, локализованных вблизи ядер, то интегралы

перекрытия удобнее вычислять в системе координат, одна из осей которой направ-

лена вдоль химической связи. В этом случае интегралы перекрытия при произ-

вольной ориентации химических связей сводятся к небольшому числу величин —

эмпирических параметров сильной связи, зависящих от проекции углового момен-

та и длины химической связи. Проекции углового момента 𝑚 на ось химической
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связи обычно обозначаются греческими буквами: 𝜎 — это 0, 𝜋 — ±1, и так далее.

Например, в 𝑠𝑝3 модели кристалла со структурой алмаза независимых параметров

всего четыре: (𝑠𝑠𝜎), (𝑠𝑝𝜎), (𝑝𝑝𝜎), (𝑝𝑝𝜋). В нулевом приближении материальные па-

раметры сильной связи могут быть получены путем подгонки зонной структуры

свободного электрона [26]. Более подробно процедура построения интегралов пе-

рекрытия 𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇 изложена в работе [40], учет спин-орбитального взаимодействия

обычно производится в соответствии с работой [41].

Наиболее часто используется приближение с учетом только ближайших сосе-

дей, в котором все 𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇′ = 0, если атомы 𝑟𝑛𝜇 и 𝑟𝑛′𝜇′ не соединены химической

связью. Оно основано на предположении, что левдиновские орбитали затухают

достаточно быстро, что их хвостами на атомах второй координационной сферы

можно пренебречь. Помимо значительного сокращения числа эмпирических па-

раметров, приближение учета только ближайших соседей позволяет не вводить

дополнительных параметров для описания интерфейсов [42], а матрица гамильто-

ниана становится сильно разреженной. При размерности матрицы гамильтониана

dim𝐻 = 20𝑁𝑎 × 20𝑁𝑎 в ней будет всего около 20𝑁𝑎 × 20𝑁𝑛𝑏 ненулевых элемен-

тов, где 𝑁𝑎 — это число атомов рассматриваемой наноструктуры, а 𝑁𝑛𝑏 — это

максимальное число ближайших соседей у атомов. В кристаллах со структурой

цинковой обманки 𝑁𝑛𝑏 = 4, со структурой поваренной соли 𝑁𝑛𝑏 = 6, у графена

𝑁𝑛𝑏 = 3. Для нахождения собственных векторов и собственных чисел разреженной

матрицы в диссертации используется алгоритм Ланцоша с толстым перезапуском

[43; 44], который позволяет за линейное время 𝒪(𝑚) находить небольшое число 𝑚

состояний вблизи запрещенной зоны.

Волновая функция периодических структур, таких как объемный кристалл,

двухмерная квантовая яма или нанопроволока, согласно теореме Блоха имеет вид

Ψ𝑠
𝑘(𝑟) =

1√
𝑁ec

∑︁
𝑛𝜇

ei𝑘𝑟𝑛𝜇𝐶𝑠
𝜇𝑘𝜑𝜇(𝑟 − 𝑟𝑛𝜇) (1.3)

и отличается от волновых функций в конечных структурах (1.1) наличием фа-

зовых множителей и индексом коэффициентов разложения 𝐶𝑠
𝜇𝑘, которые здесь
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являются коэффициентами разложения по Блоховским волнам. В качестве нор-

мировки используется число 𝑁ec элементарных ячеек периодической структуры,

либо нормировочный множитель опускается. Стоит отметить, что фазовый мно-

житель можно также задавать не для каждого конкретного атома, а для всей эле-

ментарной ячейки ei𝑘𝑟𝑛 , что приведет к дополнительным фазовым множителям

коэффициентов 𝐶, то есть эти подходы эквивалентны. В результате уравнение

Шредингера 𝐻̂Ψ = 𝐸Ψ для периодических структур также принимает вид задачи

на собственные значения для каждой точки 𝑘 зоны Бриллюэна

∑︁
𝑛′𝜇′

ei𝑘(𝑟𝑛′𝜇′−𝑟0𝜇)𝐻0𝜇,𝑛′𝜇′𝐶𝜇′𝑘 ≡
∑︁
𝜇′

𝐻𝜇,𝜇′(𝑘) = 𝐸𝑠
𝑘𝐶𝜇𝑘 , (1.4)

где суммирование по 𝑛′𝜇′ ведется по ближайшим соседям. Размерность матрицы

𝐻𝜇,𝜇′(𝑘) соответствует количеству зон и равна 20𝑁𝑎 × 20𝑁𝑎, где в данном случае

𝑁𝑎 — количество атомов в элементарной ячейке.

Для дальнейшего изложения удобно также ввести кет нотацию для базисных

орбиталей |𝑛𝜇⟩, Блоховских волн |𝜇𝑘⟩ и состояний в конечных |𝑠⟩ и периодических
|𝑠𝑘⟩ структурах

⟨𝑟|𝑛𝜇⟩ = 𝜑𝜇(𝑟 − 𝑟𝑛𝜇) , (1.5a)

|𝜇𝑘⟩ = 1√
𝑁ec

∑︁
𝑛

ei𝑘𝑟𝑛𝜇 |𝑛𝜇⟩ , (1.5b)

|𝑠𝑘⟩ =
∑︁
𝜇

𝐶𝑠
𝜇𝑘 |𝜇𝑘⟩ , |𝑠⟩ =

∑︁
𝑛𝜇

𝐶𝑠
𝑛𝜇 |𝑛𝜇⟩ . (1.5c)

1.1.2 Особенности зонной структуры халькогенидов свинца

PbX, X=S, Se обладают гранецентрированной кубической решеткой со структурой

поваренной соли и пространственной группой 𝑂5
ℎ (#225 [45]). На Рис. 1.1 слева по-

казаны элементарная ячейка PbX, кристаллографические оси и базисные векторы

трансляций

𝑎1 =
𝑎0
2
(1, 0, 1) , 𝑎2 =

𝑎0
2
(1, 1, 0) , 𝑎3 =

𝑎0
2
(0, 1, 1) , (1.6)
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где 𝑎0 — постоянная решетки. Соответствующие им векторы обратной решетки

𝑏1 =
2𝜋

𝑎0
( 1,−1, 1) , 𝑏2 =

2𝜋

𝑎0
( 1, 1,−1) , 𝑏3 =

2𝜋

𝑎0
(−1, 1, 1) . (1.7)

Волновые векторы 𝐿 долин зафиксированы в виде

𝑘0 =
𝜋
𝑎0
( 1, 1, 1) , 𝑘1 =

𝜋
𝑎0
(−1,−1, 1) ,

𝑘2 =
𝜋
𝑎0
( 1,−1,−1) , 𝑘3 =

𝜋
𝑎0
(−1, 1,−1) .

(1.8)

Волновые векторы 𝐾 и Σ точек, отмеченных на Рис. 1.1, имеют вид

𝑘𝐾 =
3𝜋

2𝑎0
(1, 1, 0) , 𝑘Σ =

4𝜋

5𝑎0
(1, 1, 0) . (1.9)

K L K

2

0

2
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PbS

K L K

2
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PbSe

Рис. 1.1: Слева: элементарная ячейка PbX и векторы 𝑎1,𝑎2,𝑎3. Справа: зонная
структура PbS и PbSe, рассчитанная методом сильной связи (черные линии), и ее
подгонка вблизи 𝐿 точки в рамках анизотропной 𝑘 · 𝑝 модели (красные штрихо-
ванные линии).

В диссертации для PbS и PbSe используется 𝑠𝑝3𝑑5𝑠* вариант метода сильной

связи с учетом только ближайших соседей [26] с параметрами из работы [25]. Рас-

чет зонной структуры c ними показан на Рис. 1.1 справа. Эти параметры были по-

лучены путем подгонки зонной структуры к GW расчету [17] и эффективных масс

в 𝐿 точках к экспериментальным значениям [46]. Расчеты наноструктур с этими

параметрами показывают хорошее согласие с экспериментом [A4; 47] и не тре-

буют дополнительной пассивации поверхности. Из-за ярко выраженного ионного
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характера PbS и PbSe в них не возникает оборванных связей [18], а поверхностные

состояния лежат далеко за пределами запрещенной зоны [19].

Постоянные решетки 𝑎0 в используемой параметризации метода сильной связи

равны 5.9Å для PbS и 6.1Å для PbSe, ширины запрещенных зон 𝐸𝑔 = 0.294 эВ для

PbS и 𝐸𝑔 = 0.213 эВ для PbSe. Большая константа спин-орбитального взаимодей-

ствия на атомах свинца ∆ = 2.38 эВ отражает их релятивистский характер. Также

на Рис. 1.1 красными прерывистыми линиями показан расчет зонной структуры

в рамках четырехзонной анизотропной 𝑘 ·𝑝 модели (2.2) с параметрами для PbS:

𝑚0

𝑚−
𝑡

= 6.72 ,
𝑚0

𝑚−
𝑙

= 1.81 ,
𝑚0

𝑚+
𝑡

= 6.01 ,
𝑚0

𝑚+
𝑙

= 2.24 , 𝑃𝑡 = 0.26 , 𝑃𝑙 = 0.28 , (1.10a)

и для PbSe:

𝑚0

𝑚−
𝑡

= 6.01 ,
𝑚0

𝑚−
𝑙

= 1.90 ,
𝑚0

𝑚+
𝑡

= 7.24 ,
𝑚0

𝑚+
𝑙

= 1.57 , 𝑃𝑡 = 0.27 , 𝑃𝑙 = 0.22 . (1.10b)

Здесь отношения масс — безразмерные величины, 𝑚0 — масса электрона, пара-

метры 𝑃𝑡, 𝑃𝑙 приведены в атомных единицах Хартри ℏ = |𝑒| = 𝑚0 = 1.

1.1.3 Расчет вероятностей оптических переходов

В диссертации рассматриваются только прямые оптические переходы (без участия

фононов) и электромагнитное поле фотонов считается слабым. В результате взаи-

модействие электрона со светом описывается линейным по векторному потенциалу

оператором

𝐻̂𝐸𝑀 =
𝑒

2𝑚0𝑐
(𝑝𝐴+𝐴𝑝) . (1.11)

Векторный потенциал 𝐴(𝑟) это заданная функция, слабо зависящая от коорди-

наты (длинноволновое приближение), поэтому для расчета вероятностей оптиче-

ских переходов ключевым является вычисление матричных элементов оператора

импульса 𝑝 = 𝑚0𝑣 или оператора скорости 𝑣.

Классическая схема [48; 49] расчета матричных элементов 𝑣 в методе сильной

связи состоит в использовании коммутатора

𝑣 =
i

ℏ

[︁
𝐻̂, 𝑟

]︁
. (1.12)
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и приближения

⟨𝑛′𝜇′|𝑟|𝑛𝜇⟩ = 𝑟𝑛𝜇𝛿𝑛′𝑛𝛿𝜇′𝜇 или 𝑟 =
∑︁
𝑛𝜇

𝑟𝑛𝜇 |𝑛𝜇⟩ ⟨𝑛𝜇| , (1.13)

которое следует из формального равенства 𝑝(𝑘) = 𝑚0

ℏ ∇𝑘𝐻̂(𝑘), где 𝐻̂(𝑘) определен

в уравнении (1.4). В результате матричный элемент оператора скорости принимает

вид

𝑣𝑠′𝑠 = ⟨𝑠′|𝑣|𝑠⟩ = i

ℏ
∑︁

𝑛𝜇,𝑛′𝜇′

𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇′(𝑟𝑛′𝜇′ − 𝑟𝑛𝜇)𝐶
𝑠′

𝑛𝜇

*
𝐶𝑠

𝑛′𝜇′ . (1.14)

Аналогичную выкладку для периодических структур можно получить в базисе

блоховских волн |𝜇𝑘⟩ с коэффициентами 𝐶𝜇𝑘. Данный подход к вычислению ди-

польных и оптических матричных элементов обладает калибровочной инвариант-

ностью и не требует использования дополнительных подгоночных параметров.

Стоит отметить, что в работе [50] была предложена схема, позволяющая обоб-

щить оператор координаты для учета недиагональных матричных элементов 𝑑𝜇′𝜇

внутри атомов ⟨𝑛′𝜇′|𝑟|𝑛𝜇⟩ = (𝑟𝑛𝜇𝛿𝜇′𝜇 + 𝑑𝜇′𝜇)𝛿𝑛′𝑛. Однако в более поздней работе

[51] было показано, что, помимо дополнительных подгоночных параметров, учет

𝑑𝜇′𝜇 приводит к нарушению калибровочной инвариантности, и поэтому обычно не

используется.

Для расчета сечения оптического поглощения используется золотое правило

Ферми [52]. Для нанокристаллов оно записывается в виде [A6]

𝜎(𝜔) =
∑︁
𝑎𝑖

4𝜋2ℏ2𝑒2ℱ(𝜔)2

3 ℏ 𝑐 𝑛out(𝜔)
|𝑣𝑎𝑖|2
𝐸𝑎 − 𝐸𝑖

𝑔𝛾(𝐸𝑎 − 𝐸𝑖 − ℏ𝜔) , (1.15)

где индексы 𝑎 и 𝑖 нумеруют состояния из зоны проводимости и валентной зоны,

ℱ = 3𝜀out/(𝜀in + 2𝜀out) — фактор локального поля сферы из диэлектрика 𝜀in, по-

мещенной в диэлектрическую среду 𝜀out [53], который связывает амплитуду век-

торного потенциала внутри и снаружи сферы 𝐴in = ℱ𝐴out. Функция 𝑔𝛾 — это

гауссиан с уширением 𝛾, заменяющий 𝛿-функцию и моделирующий однородное

уширение.
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Учет диэлектрического контраста

В работах [A5; A6] были исследованы оптические свойства сферических Si и SiGe

нанокристаллов, встроенных в диэлектрическую матрицу SiO2. В этой системе

туннельные хвосты волновых функций нанокристалла проникают в матрицу и

могут вносить значительный вклад в суммарное оптическое поглощение. Меж-

ду нанокристаллом и матрицей имеется значительный диэлектрический контраст,

который приводит к изменению диэлектрической проницаемости от 𝜀in до 𝜀out на

масштабе длины химической связи на интерфейсе [54].

Диэлектрический контраст приводит к неоднородности векторного потенциа-

ла электромагнитной волны вблизи границы нанокристалла. Ее можно учесть в

выражении (1.11), заменив матричный элемент 𝐻̂𝐸𝑀 на⟨
𝑎
⃒⃒⃒
𝐻̂𝐸𝑀

⃒⃒⃒
𝑖
⟩
=

𝑒

2𝑚0𝑐

∑︁
𝑛𝜇,𝑛′𝜇′

𝐶𝑎
𝑛𝜇

* (𝑝𝑛𝜇,𝑛′𝜇′𝐴(𝑟𝑛′𝜇′) +𝐴(𝑟𝑛𝜇)𝑝𝑛𝜇,𝑛′𝜇′) 𝐶𝑖
𝑛′𝜇′ . (1.16)

В методе сильной связи с учетом только ближайших соседей это позволяет перейти

от ℱ𝑣𝑎𝑖 в выражении (1.15) к

ℱ𝑣NC𝑎𝑖 + 𝑣M𝑎𝑖 +
1 + ℱ

2
𝑣I𝑎𝑖 (1.17)

путем разделения суммы (1.16) на три части: i) 𝑟𝑛𝜇, 𝑟𝑛′𝜇′ лежат внутри нанокри-

сталла, ii) 𝑟𝑛𝜇, 𝑟𝑛′𝜇′ — вне нанокристалла (внутри диэлектрической матрицы), iii)

𝑟𝑛′𝜇′ лежит внутри, а 𝑟𝑛𝜇 — вне нанокристалла или наоборот. Каждое из этих

слагаемых описывает оптические переходы внутри нанокристалла 𝑣NC𝑎𝑖 , внутри

диэлектрической матрицы 𝑣M𝑎𝑖 и на интерфейсе 𝑣
I
𝑎𝑖. Перегруппировав слагаемые(︂

ℱ𝑣NC +
1 + ℱ

4
𝑣I
)︂
+

(︂
𝑣M +

1 + ℱ
4

𝑣I
)︂
, (1.18)

это позволяет вычислить сечение поглощения в виде суммы трех слагаемых

𝜎 = 𝜎NC + 𝜎M + 𝜎IF . (1.19)

Здесь 𝜎NC ∝ |ℱ𝑣NC + ℱ̃𝑣I/2|2 описывает оптическое поглощение внутри нано-

кристалла, 𝜎M ∝ |𝑣M + ℱ̃𝑣I/2|2 — внутри диэлектрической матрицы, а 𝜎IF — их

интерференцию.
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Расчет спектров оптического поглощения Si нанокристаллов, встроенных в

матрицу SiO2, с матричными элементами вида (1.17) показал хорошее согласие

с экспериментом [A5]. Группировка слагаемых (1.19) показала важность диэлек-

трической матрицы SiO2 в оптическом поглощении SiGe нанокристаллов с низким

содержанием Ge [A6].

1.1.4 Учет статических внешних полей

Для учета статических электрического и магнитного полей в диссертации исполь-

зуется стандартный подход, подробно описанный в работе [49]. Он состоит в моди-

фикации гамильтониана сильной связи следующим образом: i) учитывается зеема-

новское расщепление спиновых состояний электрона 𝑔0𝜇𝐵𝜎𝐵/2, ii) учитывается

электростатический потенциал вблизи каждого атома Φ(𝑟𝑛𝜇), сводящийся к энер-

гетическому сдвигу диагональных матричных элементов

𝐻𝑛𝜇,𝑛𝜇 → 𝐻𝑛𝜇,𝑛𝜇 − 𝑒Φ(𝑟𝑛𝜇) , (1.20)

где 𝑒 — это элементарный заряд, и iii) изменение фаз интегралов перекрытия

𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇′ → 𝐻𝑛𝜇,𝑛′𝜇′ exp

[︂
− i𝑒

2ℏ𝑐
(𝑟𝑛𝜇 − 𝑟𝑛′𝜇′) (𝐴(𝑟𝑛𝜇) +𝐴(𝑟𝑛′𝜇′))

]︂
. (1.21)

Для учета статического магнитного поля векторный потенциал удобно связать с

магнитным полем 𝐴 = 1
2
𝐵 × 𝑟, удовлетворяющим калибровке ∇𝐴 = 0.

Добавление фазовых множителей не меняет сложность численного расчета со-

стояний в квантовых точках и нанопроволоках, ось которых направлена вдоль

магнитного поля. В случае периодических структур учет статического магнитно-

го поля в общем случае является довольно трудной задачей, так как фазы (1.21)

приводят к нарушению трансляционной инвариантности гамильтониана и требует

использования представлений магнитных групп трансляций для классификации

электронных и дырочных состояний [55].
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1.1.5 Преобразование Фурье

Еще одной задачей в методе сильной связи является анализ долинной структуры

состояний с помощью преобразования Фурье. Его вычисление не является прин-

ципиально сложным, однако содержит ряд нюансов, которые изложены ниже.

Преобразование Фурье осуществляет отображение волновых функций в зону

Бриллюэна объемного кристалла, которая задается векторами обратной решетки

(1.7). Так как явный вид левдиновских орбиталей неизвестен, то преобразование

Фурье вычисляется не для всей волновой функции, а независимо для каждой под-

решетки примитивной ячейки и каждой базисной орбитали с учетом спина. В этом

подразделе номер подрешетки примитивной ячейки и тип орбитали обозначаются

индексом 𝜇. Используя индекс 𝜇 волновую функцию метода сильной связи можно

представить в виде суммы сверток Ψ𝑠(𝑟) =
∑︀

𝜇

∫︀
𝑑𝑟′𝜑𝜇(𝑟−𝑟′)Φ𝑠

𝜇𝑘(𝑟
′) левдиновских

орбиталей 𝜑𝜇 и решеточных функций (без учета нормировки)

⟨𝑟|𝑠;𝜇𝑘⟩ = Φ𝑠
𝜇𝑘(𝑟) =

∑︁
𝑁

∑︁
𝑛

ei𝑘𝑟𝑁𝑛𝜇𝐶𝑠
𝑛𝜇𝑘𝛿(𝑟 − 𝑟𝑁𝑛𝜇) , (1.22)

для каждой из которых можно вычислить Фурье образ.

В решеточной функции Φ𝑠
𝜇𝑘(𝑟) вместо одного индекса используются два состав-

ных индекса 𝑁 = (𝑁1, 𝑁2, 𝑁3), пробегающего по сверъхячейкам периодической на-

ноструктуры, и 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3), пробегающего по примитивным ячейкам внутри

сверхъячейки. Такая схема индексов достаточно громоздка, однако максимально

точно описывает координаты атомов наноструктуры

𝑟𝑁𝑛𝜇 ≡ 𝑟𝑁 + 𝑟𝑛 + 𝜏𝜇 =
3∑︁

𝑖=1

(𝑁𝑖𝐴𝑖 + 𝑛𝑖𝑎𝑖) + 𝜏𝜇 , (1.23)

где 𝐴𝑖 =
∑︀

𝑖′ 𝛼𝑖𝑖′𝑎𝑖′ — векторы трансляций сверъхячейки, 𝑎𝑖 — векторы трансля-

ций примитивной ячейки (1.6), формирующие решетку Браве, и 𝜏𝜇 — базисный

вектор подрешетки 𝜇. Связь векторов трансляций сверъхячейки 𝐴𝑖 с вектора-

ми 𝑎𝑖 осуществляется целочисленной матрицей 𝛼̂, то есть векторы 𝐴𝑖 являются

узлами решетки Браве. На практике направления 𝐴𝑖 удобно выбирать вдоль кри-

сталлографических осей 𝐴1 ‖ [100], 𝐴2 ‖ [010] и 𝐴3 ‖ [001]. При рассмотрении
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нанопроволок 𝐴3 обычно выбирается вдоль их оси, 𝐴1,𝐴2 — в перпендикулярных

направлениях.

Стоит отметить, что формализм сверъхячейки является стандартным для мо-

делирования твердых растворов [56; 57]. В таких кристаллах часть атомов одного

химического элемента случайным образом заменяется на атомы другого, что на-

рушает их трансляционную инвариантность. Использование сверхъячейки позво-

ляет рассмотреть квазипериодическую структуру с достаточно большим периодом

трансляции, и затем усреднить результат по ее различным конфигурациям. Также

концепция сверхъячейки существенно упрощает конструирование наноструктур,

так как позволяет пронумеровать все атомы внутри достаточно большого парал-

лелепипеда и за линейное по числу атомов время построить массивы, содержащие

координаты атомов и номера их ближайших соседей. После того, как массивы

координат и номеров ближайших соседей для атомов записаны, наноструктуру

можно буквально «вырезать» из сверхъячейки, просто удалив часть атомов.

Фурье образ решеточной функции ℱ
[︀
Φ𝑠

𝜇𝑘(𝑟)
]︀
(κ) ≡ Φ𝑠

𝜇𝑘(κ) равен

Φ𝑠
𝜇𝑘(κ) =

∫︁
𝑑𝑟e−i𝑘𝑟Φ𝑠

𝜇𝑘(𝑟) = ei(𝑘−κ)𝜏𝜇
∑︁
𝑁

∑︁
𝑛𝜇

ei(𝑘−κ)𝑟𝑁𝑛𝐶𝑠
𝑛𝜇𝑘 . (1.24)

Это периодическая функция κ, период которой задается векторами обратной ре-

шетки 𝑏𝑖 (1.7). Для численного расчета Φ𝑠
𝜇𝑘(κ) существует два разных подхода.

В случае периодических нанопроволок Фурье образ (1.24) является плавной

функцией в направлениях, перпендикулярных к их оси, и определен в семействе

эквивалентных плоскостей. Действительно, сумма по индексу 𝑁 ∈ Z в уравне-

нии (1.24) приводит к
∑︀

𝑁 ei(𝑘−κ)𝑟𝑁𝑛 =
∑︀

𝑁 ei(𝑘−κ)(𝑁𝑡+𝑟𝑛) ∝ 𝛿(𝑘−κ)·𝑡,0e
i(𝑘−κ)𝑟𝑛 , то есть

на вектор κ накладывается ограничение (𝑘 − κ) · 𝑡 = 2𝜋𝑞, 𝑞 ∈ Z. Это означа-

ет, что Фурье образ Φ𝑠
𝜇𝑘(κ) определен в семействе плоскостей, проходящих через

точку 𝑘, перпендикулярных к оси нанопроволоки и расположенных на расстоя-

нии 2𝜋/|𝑡| друг от друга. Эти плоскости, проходящие через 𝐿 долины и перпен-

дикулярные осям [111] и [110], показаны на Рис. 1.2 в виде сечений зоны Брил-

люэна. Расстояния между плоскостями задаются векторами 𝑏𝑘 = 2𝜋𝑡/|𝑡|2, где
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Рис. 1.2: Эквивалентные сечения зоны Бриллюэна, проходящие через волновые
векторы 𝐿 долин 𝑘0,𝑘1,𝑘2,𝑘3 и перпендикулярные осям [111] (слева) и [110] (спра-
ва). Изображенные здесь зоны Бриллюэна ориентированы так, что оси [111] (сле-
ва) и [110] (справа) направлены вверх. Красными стрелками показаны векторы
обратной решетки нанопроволок 𝑏𝑘, задающие их одномерные зоны Бриллюэна.

𝑡 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 ‖ [111] или 𝑎2 ‖ [110], см. (1.6). Для визуализации двумерного

Фурье образа вместо κ можно ввести вектор 𝜅 ⊥ 𝑡, вместо 𝑘 — его проекцию 𝑘𝑧

на ось ‖ 𝑡 и определить локальную плотность состояний в обратном пространстве

𝑛𝑠
𝑘𝑧(𝜅) =

∑︁
𝜇

⃒⃒
𝐹 𝑠
𝜇𝑘𝑧(𝜅)

⃒⃒2
, (1.25)

где

𝐹 𝑠
𝜇𝑘𝑧(𝜅) =

∑︁
𝑛𝜇

e−iκ𝑟𝑛𝜇+i𝑘𝑧𝑧𝑛𝜇𝐶𝑠
𝑛𝜇𝑘𝑧 . (1.26)

Расчет 𝑛𝑠
𝑘𝑧
(𝜅) позволяет определить долю состояний, локализованных вблизи той

или иной долины, и различить разные уровни размерного квантования [58]. Такой

способ вычисления преобразования Фурье был использован в работах [A2; A3] и

более подробно обсуждается в главе 2.

Другой подход к вычислению Фурье образа основан на формальном рассмотре-

нии наноструктур, даже одиночных квантовых точек, как полностью периодиче-

ских. Не умаляя общности, можно считать, что все пространство заполнено невза-

имодействующими между собой наноструктурами, которые полностью локализо-

ваны внутри достаточно большой сверхъячейки. Тогда Фурье образ ℱ
[︀
Φ𝑠

𝜇(𝑟)
]︀
(𝑘)

(1.24) становится решеточной функцией на сетке κ𝑞 =
∑︀
𝑞𝑗𝐵𝑗, где 𝐵𝑗 — векто-

ры обратной решетки сверхъячейки 𝐵𝑗𝐴𝑖 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗. Плотность сетки κ𝑞 является
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параметром и определяется размером сверхъячейки 𝐴𝑖, который ограничен сни-

зу размером рассматриваемой наноструктуры. Предел |𝐴𝑖| → ∞ соответствует

непрерывному преобразованию Фурье.

Преимущество дискретного преобразования Фурье состоит, во-первых, в том,

что его вычисление значительно проще, а, во вторых, — оно обратимо [59]. К недо-

статкам можно отнести ограниченную разрешающую способность, так как размер

сверхъячейки, как правило, выбирается наименьшим. Дискретное преобразование

Фурье использовалось в работе [A6] для анализа локальной плотности состояний

в обратном пространстве в SiGe нанокристаллах, внедренных в матрицу SiO2. Оно

позволило установить, что при низком содержании Ge в твердом растворе SiGe су-

щественный вклад в прямые оптические переходы вблизи края поглощения вносят

электронные состояния матрицы SiO2, локализованные вблизи Γ точки.

1.2 Расчет экситонов методом конфигурационного

взаимодействия

Для расчета кулоновского взаимодействия предполагается, что одночастичные со-

стояния — собственные функции гамильтониана метода сильной связи — являются

решениями уравнения Хартри-Фока [60]. Это позволяет использовать метод кон-

фигурационного взаимодействия [61] для расчета матричных элементов кулонов-

ского взаимодействия электронов и дырок.

В методе Хартри-Фока основное состояние наноструктуры, содержащей 𝑁

электронов, имеет вид слэтеровского определителя [62]

|0⟩ ≡ ΨHF = 𝐴[𝜒1(𝑟1) . . . 𝜒𝑁(𝑟𝑁)] = 𝐴Π0 ≡ detΠ0 . (1.27)

Его удобно представлять в виде произведения Хартри, Π0, и антисимметризую-

щего оператора 𝐴, являющегося суммой операторов перестановок

𝐴 =
1√
𝑁 !

[︃
1̂−

∑︁
𝑖𝑗

𝑃𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖𝑗𝑘

𝑃𝑖𝑗𝑘 − . . .

]︃
. (1.28)

23



Индексы одночастичных волновых функций метода сильной связи 𝜒𝑝(𝑟𝑝) ≡ ⟨𝑟𝑝|𝑝⟩
неявно содержат спин. Применительно к другим системам (атомы, молекулы) в

литературе они также известны как спиновые орбитали [63]. Здесь и далее, ко-

гда речь идет про кулоновское взаимодействие, для обозначения одночастичных

состояний из обеих зон используются индексы 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, для состояний из валент-

ной зоны — индексы 𝑖, 𝑗, а для состояний из зоны проводимости — 𝑎, 𝑏. Индексы

𝜇, 𝜈, 𝜆, 𝜎 используются для обозначения левдиновских орбиталей и 𝛼, 𝛽 — для яв-

ного обозначения спина.

Метод конфигурационного взаимодействия [61] состоит в представлении воз-

бужденного состояния системы в виде линейной комбинации однократно возбуж-

денных определителей

|𝑋⟩ =
∑︁

𝑎𝑋𝑖𝑎 |𝑖𝑎⟩ . (1.29)

Они отличаются от основного состояния |0⟩ тем, что в них одна волновая функция
электрона из валентной зоны 𝜒𝑖(𝑖) заменена на волновую функцию электрона в

зоне проводимости 𝜒𝑎(𝑖)

|𝑖𝑎⟩ = 𝐴[𝜒1(1) . . . 𝜒𝑎(𝑖) . . . 𝜒𝑁(𝑁)] ≡ detΠ𝑖𝑎 . (1.30)

Коэффициенты разложения 𝑎𝑋𝑖𝑎 для каждого экситонного состояния |𝑋⟩ находятся
как собственные векторы гамильтониана конфигурационного взаимодействия⟨

𝑖𝑎
⃒⃒⃒
𝐻̂
⃒⃒⃒
𝑗𝑏
⟩
= [𝐸𝐻𝐹 + 𝜖𝑎 − 𝜖𝑖]𝛿𝑖𝑗𝛿𝑎𝑏 − ⟨𝑗𝑎||𝑖𝑏⟩ , (1.31)

в который входят энергии одночастичных состояний 𝜖𝑖, 𝜖𝑎 и кулоновские мат-

ричные элементы. Не умаляя общности, энергия основного состояния 𝐸𝐻𝐹 ≡ 𝐸0

может быть выбрана равной нулю. Для прямого и обменного кулоновских инте-

гралов на спиновых орбиталях общепринятым [63] является обозначение ⟨𝑗𝑎||𝑖𝑏⟩,
которое расшифровывается как

⟨𝑝𝑞||𝑟𝑠⟩ =
∫︁
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 𝜒

†
𝑝(𝑥1)𝜒

†
𝑞(𝑥2)

𝑒2

𝜀(𝑟12) |𝑟12|
[𝜒𝑟(𝑥1)𝜒𝑠(𝑥2)− 𝜒𝑟(𝑥2)𝜒𝑠(𝑥1)] . (1.32)
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Здесь 𝜀(𝑟12) — диэлектрическая функция, зависящая от расстояния между элек-

тронами 𝑟12 = 𝑟1 − 𝑟2, а
∫︀
𝑑𝑥, 𝑥 = (𝑟, 𝛼), означает интегрирование по простран-

ственной координате 𝑟 и суммирование по спиновому индексу 𝛼. Эти интегралы

— описывают кулоновское отталкивание и обменное взаимодействие двух элек-

тронов, поэтому общий знак при множителе 𝑒2 — «+». Это особенность метода

конфигурационного взаимодействия. В гамильтониан (1.31) они входят со знаком

«−», что соответствует притяжению электрона и дырки.

Энергии 𝜖𝑖 и 𝜖𝑎 являются собственными числами гамильтониана метода силь-

ной связи. Расчет кулоновских матричных элементов требует использования при-

ближений, так как явный вид левдиновских орбиталей неизвестен.

Во-первых, интегралы (1.32) удобно переписать, используя разложение одно-

частичных волновых функции по базисным орбиталям 𝜒𝑝 =
∑︀
𝐶𝑝

𝑛𝜇𝜑𝑛𝜇

⟨𝑝𝑞||𝑟𝑠⟩ =
∑︁

𝑛𝜇,𝑚𝜈,𝑘𝜆,𝑙𝜎

[︀
𝐶𝑝 *

𝑛𝜇𝐶
𝑞 *
𝑚𝜈𝐶

𝑟
𝑘𝜆𝐶

𝑠
𝑘𝜎 − 𝐶𝑝 *

𝑛𝜇𝐶
𝑞 *
𝑚𝜈𝐶

𝑟
𝑙𝜎𝐶

𝑠
𝑙𝜆

]︀
⟨𝑛𝜇,𝑚𝜈|𝑘𝜆, 𝑙𝜎⟩ . (1.33)

Здесь ⟨𝑛𝜇,𝑚𝜈|𝑘𝜆, 𝑙𝜎⟩ — это интегралы между орбиталями 𝜑

⟨𝑛𝜇,𝑚𝜈|𝑘𝜆, 𝑙𝜎⟩ =
∫︁
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 𝜑

*
𝑛𝜇(𝑥1)𝜑

*
𝑚𝜈(𝑥2)

𝑒2

𝜀(𝑟12)𝑟12
𝜑𝑘𝜆(𝑥1)𝜑𝑙𝜎(𝑥2) . (1.34)

Во-вторых, общепринятыми приближениями [30; 64] являются пренебрежение

трех- и четырехцентровыми интегралами (когда орбитали локализованы вблизи

трех или четырех различных атомов) и предположение, что функция 1/𝜀(𝑟)𝑟 яв-

ляется плавной на масштабе локализации атомных орбиталей, даже если они рас-

положены на соседних атомах. Это позволяет вынести потенциал взаимодействия

из под знака интеграла (1.34) и упростить двухцентровые интегралы (𝑟𝑛𝜇 ̸= 𝑟𝑚𝜈)

⟨𝑛𝜇,𝑚𝜈|𝑘𝜆, 𝑙𝜎⟩ = 𝑉𝑛𝜇,𝑚𝜈𝛿𝑛𝜇,𝑘𝜆𝛿𝑚𝜈,𝑙𝜎 , 𝑉𝑛𝜇,𝑚𝜈 =
𝑒2

𝜀(𝑟𝑛𝜇 − 𝑟𝑚𝜈)|𝑟𝑛𝜇 − 𝑟𝑚𝜈 |
, (1.35)

в силу ортогональности левдиновских орбиталей 𝜑.

Выбор приближения для диэлектрической функции не является универсаль-

ным и может зависеть как о материала, так и от типа рассматриваемой системы
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[21; 65]. Для квантовых точек из PbS, рассмотренных в главе 3, в качестве диэлек-

трической функции используется постоянное значение 𝜀(𝑟) = 𝜀bulk∞ = 19.2. Оно

соответствует высокочастотной диэлектрической проницаемости PbS при низких

температурах и взято из работы [66]. Более подробное обоснование этого прибли-

жения приведено в разделе 3.4.1.

Постоянное значение 𝜀 означает, что кулоновское взаимодействие электронов

и дырок, локализованных на соседних атомах, оказывается полностью экраниро-

вано. Это объясняется с помощью модели Ресты [67], являющейся обобщением

модели Томаса — Ферми для полупроводников. В модели Ресты диэлектрическая

проницаемость полупроводника 𝜀(𝑟) ≡ 𝜀(𝑟) меняется от 1 до 𝜀∞ на длине 𝑅𝑠,

которая находится из условия

sinh(𝑞𝑅𝑠)

𝑞𝑅𝑠

= 𝜖∞, 𝑞 =

√︂
4𝑘𝐹
𝜋

𝑒2𝑚0

ℏ2
. (1.36)

Сюда входят постоянная Планка, масса и заряд электрона, и волновой вектор

Ферми — 𝑘𝐹 = (3𝜋2𝑛0)
1/3. Концентрация электронов 𝑛0 = 𝑁val.el./𝑉0 вычисляется

как отношение числа всех валентных электронов 𝑁val.el. с внешних оболочек ато-

мов в примитивной ячейке объемного кристалла к ее объему 𝑉0. Например, в PbS

на атоме свинца на внешней оболочке находятся четыре 6𝑠26𝑝2 электрона и шесть

3𝑠23𝑝4 — на внешней оболочке атома серы, суммарно 𝑁𝑣𝑎𝑙.𝑒𝑙. = 10. Объем прими-

тивной ячейки PbS 𝑉0 = 𝑎30/4, где 𝑎0 = 5.9Å— постоянная решетки в используемой

параметризации метода сильной связи, см. раздел 1.1.2. Решение уравнения (1.36)

дает значение 𝑅𝑠 ≈ 2.56 Å, то есть кулоновское взаимодействие в PbS оказывается

полностью экранированным на масштабе длины химической связи.

Наибольшую сложность представляет собой оценка одноцентровых (внутри-

атомных) интегралов (𝑟𝑛𝜇 = 𝑟𝑚𝜈), для которых в литературе также принято обо-

значение 𝜔(𝜇, 𝜈, 𝜆, 𝜎) [30]. В них кулоновский потенциал не экранирован и его нель-

зя считать плавным. Для оценки влияния таких интегралов на величину и харак-

тер обменного расщепления распространен подход, основанный на приближении

левдиновских орбиталей слэтеровскими орбиталями или гауссианами [68], причем
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в некоторых случаях ими можно вовсе пренебречь [64]. Важным преимуществом

слэтеровских орбиталей перед гауссианами является то, что они более похожи на

«настоящие» атомные орбитали [69]. Также для них известно множество аналити-

ческих выражений. Например, в работе [70] приведены формулы для интегралов

перекрытия между слэтеровскими орбиталями, через которые также выражаются

интегралы операторов кинетической энергии и градиента. В работе [71] приведены

аналитические выражения для одно- и двухцентровых кулоновских интегралов.

Более подробно процедура расчета внутриатомных кулоновских интегралов из-

ложена в работе [69], где была разработана и реализована простая численная схема

для реконструкции левдиновских орбиталей в виде линейной комбинации норми-

рованных слэтеровских ⟨𝑟|𝑛𝑙𝑚; 𝜁⟩ ∝ 𝑟𝑛−1 exp(−𝜁𝑟)𝑌𝑙,𝑚. Она состоит в оптимизации
параметров экранирования 𝜁 путем подгонки оптических матричных элементов в

симметричных точках зоны Бриллюэна и учитывает неортогональность ⟨𝑟|𝑛𝑙𝑚; 𝜁⟩.
Главное квантовое число 𝑛 соответствует периоду химического элемента (для 𝑠*

орбиталей — на один больше, так как эта орбиталь описывает возбужденное со-

стояние атома). Угловой момент 𝑙 соответствует типу орбитали — 𝑙 = 0, 1, 2 для

𝑠, 𝑝, 𝑑. Однако для грубой оценки внутриатомных кулоновских интегралов учет

не ортогональности орбиталей не требуется, а константы 𝜁 можно рассчитать по

правилам Слэтера [72]. Для атомов свинца Pb они равны 𝜁Pb = 1.35, 1.35, 0.24, 0.34

для 𝑠, 𝑝, 𝑑, 𝑠* орбиталей, а для атомов серы S: 𝜁S = 1.82, 1.82, 0.33, 0.47. Оцен-

ка внутриатомных кулоновских интегралов дает следующие значения (в эВ):

для атомов Pb — 𝜔𝑠 = 5.1, 𝜔𝑝 = 5.6, 𝜔𝑑 = 1.0, 𝜔𝑠* = 1.1, для атомов S —

𝜔𝑠 = 12.8, 𝜔𝑝 = 13.8, 𝜔𝑑 = 2.5, 𝜔𝑠* = 2.6, где 𝜔𝑠 = (𝑠, 𝑠|𝑠, 𝑠), 𝜔𝑝 = (𝑝, 𝑝|𝑝, 𝑝), и
так далее. По порядку величины они похожи на оценку из работы [60].

Численные расчеты квантовых точек из PbS показали, что вклад внутриатом-

ных кулоновских интегралов в обменное расщепление и энергию связи экситона

является незначительным. Это во многом объясняется слабым перекрытием элек-

тронных и дырочных волновых функций в квантовых точках на одном атоме. В

27



объемном кристалле в 𝐿 долинах перекрытие полностью отсутствует: дно зоны

проводимости в PbS образовано 𝑝 орбиталями на атомах Pb и 𝑠, 𝑑, 𝑠* на атомах S,

потолок валентной зоны — 𝑠, 𝑑, 𝑠* орбиталями на атомах Pb и 𝑝 на S. Аналогичная

структура наблюдается в PbSe. Учет внутриатомных интегралов качественно не

меняет тонкую структуру экситона и распределение сил осцилляторов в кванто-

вых точках, поэтому в диссертации ими пренебрегается.

С учетом вышеизложенного, кулоновские интегралы между базисными атом-

ными орбиталями в халькогенидах свинца (1.34) принимают вид

⟨𝑛𝜇,𝑚𝜈|𝑘𝜆, 𝑙𝜎⟩ = 𝑉𝑛𝜇,𝑚𝜈𝛿𝑛𝜇,𝑘𝜆𝛿𝑚𝜈,𝑙𝜎 , 𝑉 =

{︃
𝑒2

𝜀∞|𝑟𝑛𝜇−𝑟𝑚𝜈 | , 𝑟𝑛𝜇 ̸= 𝑟𝑚𝜈 ,

0 , 𝑟𝑛𝜇 = 𝑟𝑚𝜈 .
(1.37)

Следовательно, упрощаются интегралы (1.33)

⟨𝑝𝑞||𝑟𝑠⟩ =
∑︁
𝑛𝜇,𝑚𝜈

[︀
𝐶𝑝 *

𝑛𝜇𝐶
𝑞 *
𝑚𝜈𝐶

𝑟
𝑛𝜇𝐶

𝑠
𝑚𝜈 − 𝐶𝑝 *

𝑛𝜇𝐶
𝑞 *
𝑚𝜈𝐶

𝑟
𝑚𝜈𝐶

𝑠
𝑛𝜇

]︀
𝑉𝑛𝜇,𝑚𝜈 , (1.38)

где первое и второе слагаемые описывают прямое и обменное кулоновское взаи-

модействие. Наконец, используя (1.38), гамильтониан конфигурационного взаимо-

действия (1.31) принимает вид⟨
𝑖𝑎
⃒⃒⃒
𝐻̂
⃒⃒⃒
𝑗𝑏
⟩
= [𝜖𝑎 − 𝜖𝑖]𝛿𝑖𝑗𝛿𝑎𝑏 − 𝐽𝑖𝑎;𝑗𝑏 +𝐾𝑖𝑎;𝑗𝑏 , (1.39)

где 𝐽 описывает прямое кулоновское взаимодействие

𝐽𝑖𝑎;𝑗𝑏 =
∑︁
𝑛𝜇,𝑚𝜈

𝑉𝑛𝜇,𝑚𝜈 𝐶
𝑗
𝑛𝜇

*
𝐶𝑖

𝑛𝜇 𝐶
𝑎
𝑚𝜇

*𝐶𝑏
𝑚𝜇 , (1.40)

и 𝐾 — обменное

𝐾𝑖𝑎;𝑗𝑏 =
∑︁
𝑛𝜇,𝑚𝜈

𝑉𝑛𝜇,𝑚𝜈 𝐶
𝑗
𝑛𝜇

*
𝐶𝑏

𝑛𝜇 𝐶
𝑎
𝑚𝜇

*𝐶𝑖
𝑚𝜇 . (1.41)

Для реализации программы, осуществляющей их расчет, удобнее индексом 𝑛 ну-

меровать атомы, а индексом 𝜇 — атомные орбитали (с учетом спина, сорта атома

и номера подрешетки). Тогда потенциал 𝑉𝑛𝜇,𝑚𝜈 , зависящий от расстояния между

атомами, сводится к 𝑉𝑛,𝑚, и суммирование по индексам 𝑛,𝑚 и 𝜇, 𝜈 факторизуется.
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Для расчета сил осцилляторов 𝐹𝑋 экситонных состояний |𝑋⟩ =
∑︀
𝑎𝑋𝑖𝑎 |𝑖𝑎⟩ с

энергией 𝐸𝑋

𝐹𝑋 =
2

𝑚0𝐸𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁

𝑖𝑎

𝑎𝑋𝑖𝑎𝑝𝑖𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

, (1.42)

оптические матричные элементы

⟨0|𝑝|𝑋⟩ =
∑︁
𝑖𝑎

𝑎𝑋𝑖𝑎𝑝𝑖𝑎 (1.43)

выражаются через одночастичные 𝑝𝑖𝑎 = ⟨𝑖|𝑝1|𝑎⟩ [62; 63], см. раздел 1.1.3.

1.3 Симметрийный анализ в методе сильной связи

В последней части главы изложен формализм, использующийся в диссертации

для симметрийного анализа в рамках метода сильной связи. Первая часть раздела

посвящена поворотной симметрии одночастичных состояний, вторая — поворот-

ной симметрии двухчастичных (экситонных) состояний. В третьей части изложена

оригинальная процедура приведения состояний к каноническому виду.

1.3.1 Преобразование одночастичных состояний

В данном разделе получены компактные выражения для преобразования волно-

вых функций метода сильной связи (1.3) при операциях симметрии 𝑔Ψ, подходя-

щие для численной реализации.

Здесь удобно использовать несколько иной, по сравнению с разделом 1.1.5, на-

бор индексов 𝑁𝑚𝜎 для описания волновых функций. Индекс 𝑁 нумерует сверхъ-

ячейки,𝑚 — атомы внутри сверхъячеек, 𝜎 — базисные орбитали на каждом атоме.

В результате волновая функция (без учета нормировки) принимает вид

Ψ𝑠
𝑘(𝑟) =

∑︁
𝑁𝑚𝜎

ei𝑘𝑟𝑁𝑚𝐶𝑠
𝑚𝜎𝑘𝜑𝜎(𝑟 − 𝑟𝑁𝑚) . (1.44)

В ней единственное, что зависит от координаты 𝑟, это орбитали 𝜑(𝑟), которые и

определяют закон преобразования волновой функции.
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В общем виде преобразование симметрии 𝑔 = (𝑅|𝜏 ) задается поворотом —

𝑅 и трансляцией — 𝜏 . Поворотная симметрия орбиталей по определению [36]

задается матрицей 𝑅𝜑𝜎 = 𝜑𝜎′𝐷𝜎′𝜎(𝑅), явный вид которой зависит от порядка

следования орбиталей. В диссертации порядок орбиталей зафиксирован в виде

(↑, ↓)⊗ (𝑠, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑥2− 𝑦2, 𝑧2, 𝑠*). Соответственно, матрица поворота 𝐷(𝑅)

имеет вид прямого произведения𝐷1/2(𝑅)⊗𝐷orb(𝑅), где𝐷1/2(𝑅) — матрица поворо-

та спина [73]. Орбитальная часть 𝐷orb(𝑅) выражается через 𝐷-функции Вигнера

𝐷0, 𝐷1, 𝐷2 с полным угловым моментом 0, 1, 2 с помощью матриц 𝑇0 = 1,

𝑇1 =

⎛⎝− 1√
2

i√
2

0

0 0 1
1√
2

i√
2

0

⎞⎠ , 𝑇2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 − i√

2
1√
2

0
i√
2

− 1√
2

0 0 0

0 0 0 0 1
i√
2

1√
2

0 0 0

0 0 i√
2

1√
2

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.45)

которые связывают вещественные орбитали метода сильной связи со сферически-

ми гармониками (𝑌1,1, 𝑌1,0, 𝑌1,−1)𝑇1 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) и (𝑌2,2, . . . , 𝑌2−,2)𝑇2 = (𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑥2 −
𝑦2, 𝑧2), и блочно-диагональной матрицы 𝑇 = diag(1, 𝑇1, 𝑇2, 1). В результате матри-

ца поворота орбиталей принимает вид

𝐷(𝑅) = 𝐷 1
2
(𝑅)⊗ 𝑇−1 diag (1, 𝐷1(𝑅), 𝐷2(𝑅), 1)𝑇 . (1.46)

Далее необходимо учесть трансляцию на вектор 𝜏 . Для этого удобно предста-

вить (𝑔−1𝑟 − 𝑟𝑁𝑚) в виде 𝑅
−1(𝑟 − 𝑔𝑟𝑁𝑚) и учесть 𝑘𝑟 = (𝑅𝑘)(𝑔𝑟 − 𝜏 ). Тогда

𝑔Ψ𝑠
𝑘(𝑟) = e−i(𝑅𝑘)𝜏

∑︁
𝑁𝑚𝜎′𝜎

ei(𝑅𝑘)(𝑔𝑟𝑁𝑚)𝐶𝑠
𝑚𝜎𝑘𝜑𝜎′(𝑟 − 𝑔𝑟𝑁𝑚)𝐷𝜎′𝜎(𝑅) . (1.47)

При операциях симметрии атомы переходят в себя 𝑔𝑟𝑁𝑚 = 𝑟𝑁 ′ + 𝑟𝑁 ′
𝑚𝑚′ , где 𝑟𝑁 ′

определяет преобразование координат сверхъячеек, а 𝑟𝑁 ′
𝑚𝑚′ = 𝑟𝑁 ′

𝑚
+𝑟𝑚′ — атомов

внутри сверхъячейки. Индекс 𝑁 ′
𝑚 = 0, «±1» — описывает возможный переход ато-

ма𝑚 в другую сверхъячейку при операции симметрии 𝑔. Преобразование индексов

𝑚 = 1, . . . ,𝑀 удобно задать с помощью 𝑚′ ≡ 𝑝𝑚 или матрицы перестановки

(︀
𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑀

)︀
=
(︀
1 2 . . . 𝑀

)︀
𝑃 (𝑔) . (1.48)
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Вместо индексов 𝑁 ′
𝑚 можно ввести фазовые множители 𝜙𝑚 = exp(i𝑅𝑘 𝑟𝑁 ′

𝑚
). Опре-

делив 𝑃𝑚′𝑚 ≡ 𝑃𝑚′𝑚 𝜙𝑚, окончательно получаем

𝑔Ψ𝑠
𝑘(𝑟) = e−i(𝑅𝑘)𝜏

∑︁
𝑁 ′𝑚′𝜎′

ei(𝑅𝑘)𝑟𝑁′𝑚′𝜑𝜎′(𝑟 − 𝑟𝑁𝑚′)
∑︁
𝑚𝜎

𝑃𝑚′𝑚(𝑔)𝐷𝜎′𝜎(𝑅)𝐶
𝑠
𝑚𝜎𝑘 . (1.49)

Это выражение является самым общим видом преобразования волновой функции

в методе сильной связи при операциях симметрии.

Для операций симметрии из группы волнового вектора 𝑔𝑘 ≡ 𝑘 закон преобра-

зования коэффициентов сильной связи приобретает совсем компактный вид

𝑔 𝐶 = e−i𝑘𝜏 (𝑃 ⊗𝐷)𝐶 , (1.50)

который был использован в работах для классификаций состояний в нанопроволо-

ках и квантовых точках из халькогенидов свинца по симметрии. Если 𝑔 является

элементом пространственной группы кристалла и 𝑔𝑘 ̸= 𝑘 + 𝑏, где 𝑏 — это вектор

обратной решетки, то выражение (1.50) определяет закон преобразования состоя-

ний звезды волнового вектора.

Алгоритм вычисления матрицы перестановок 𝑃

Для наноструктур с большим количеством атомов наиболее ресурсоемким явля-

ется вычисление матрицы перестановок 𝑃 (𝑔). Поэтому в диссертации был разра-

ботан эффективный метод ее вычисления за линейно-логарифмическое время.

Для расчета 𝑃 (𝑔) каждому из 𝑁𝑎 атомов наноструктуры сопоставляется номер

подрешетки примитивной ячейки 𝑛′, сорт атома 𝑎 и три целых числа 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3,

описывающих положение примитивной ячейки в пространстве 𝑟𝑛 = 𝑛1𝑎1 +𝑛2𝑎2 +

𝑛3𝑎3. Соответственно, координата атома 𝑅 описывается пятью целыми числами

{𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛
′, 𝑎}. Зная границы, в которых изменяются числа 0 ≤ 𝑛𝑖 < 𝑁𝑖, 0 ≤

𝑛′ < 𝑁 ′ и 0 ≤ 𝑎 < 𝐴, из них можно составить номер:

𝒩 = 𝐴(𝑁 ′(𝑁2𝑁3𝑛1 +𝑁3𝑛2 + 𝑛3) + 𝑛′) + 𝑎 , (1.51)

который отображает координаты атомов в уникальный набор целых чисел {𝑅} →
{𝒩}. Например, для PbS 𝑁 ′ = 2, 𝐴 = 2, так как в нем две подрешетки и два
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сорта атома, а для алмаза 𝑁 ′ = 2 и 𝐴 = 1. Аналогичный набор {𝒩̃ } можно соста-
вить для атомов после преобразования 𝑔𝑅. Если наборы {𝒩̃ } и {𝒩} совпадают,
то преобразование 𝑔 является операцией симметрии. Явный учет сорта атомов 𝑎

гарантирует совпадение химических элементов до и после преобразования, в то

время как учет индекса подрешетки 𝑛′ гарантирует совпадение координат.

Используя два набора {𝒩} (исходные атомы) и {𝒩̃ }, можно составить мат-

рицу перестановок, используя два набора индексов 𝐼 = {𝑖1, 𝑖2, . . . 𝑖𝑁𝑎} и 𝐼 =

{̃𝑖1, 𝑖̃2, . . . , 𝑖̃𝑁𝑎}, осуществляющих сортировку номеров по возрастанию 𝑁𝑖1 < 𝑁𝑖2 <

. . . < 𝑁𝑖𝑁𝑎
и 𝑁̃𝑖̃1

< 𝑁̃𝑖̃2
< . . . < 𝑁̃𝑖̃𝑁𝑎

. Преобразование симметрии и наборы номеров

вычисляются за линейное по числу атомов 𝑁𝑎 время, таким образом сложность

вычисления матрицы перестановки ограничена сложностью сортировки и состав-

ляет 𝒪(𝑁𝑎 log𝑁𝑎).

1.3.2 Преобразование экситонных состояний

При сопоставлении расчета тонкой структуры экситона методом сильной связи

с 𝑘 · 𝑝 моделью [A7] возникает задача классификации экситонных состояний по

симметрии. В литературе [74; 75] этот вопрос рассмотрен не достаточно подробно,

а в квантовой химии такой задачи, как правило, не возникает [62; 63]. Поэтому

здесь приведены и доказаны основные выкладки, позволяющие установить закон

преобразования экситонных состояний при операциях симметрии.

При расчете экситонных состояний методом конфигурационного взаимодей-

ствия неявно предполагается, что основное состояние наноструктуры является

инвариантом относительно ее пространственной группы 𝐺. Это означает, что в

произведение Хартри Π0 = 𝜒1(1) . . . 𝜒𝑁(𝑁) входит полный базис (в общем случае

приводимого) представления 𝐷 группы 𝐺. Математически это выражается в виде

⟨0|𝑔|0⟩ =
∫︁
𝑑1 . . . 𝑑𝑁 𝜒*

1(1) . . . 𝜒
*
𝑁(𝑁)

∑︁
𝑘,𝑖

𝜖𝑘1...𝑘𝑁𝜒𝑖1(𝑘1)𝐷𝑖11 . . . 𝜒𝑖𝑁 (𝑘𝑁)𝐷𝑖𝑁𝑁 =

= det𝐷(𝑔) = 1 , ∀𝑔 ∈ 𝐺 , (1.52)
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в силу унитарности матрицы преобразования 𝐷. Здесь использованы свойства ан-

тисимметризующего оператора 𝐴 [62]: он эрмитов
⟨
𝐴Π
⃒⃒⃒
𝐴P
⟩
=
⟨
Π
⃒⃒⃒
𝐴𝐴P

⟩
, действу-

ет на аргументы функций и имеет место равенство 𝐴2 = 𝑁 !𝐴 = det. Определитель

удобнее представлять через полностью антисимметричный тензор 𝜖𝑘1...𝑘𝑁 [76].

Преобразование состояний с одним лишним электроном в зоне проводимости

|𝑎⟩ = 𝐴Π𝑎 вычисляется просто. Произведение Хартри в этом случае имеет вид

Π𝑎 = 𝜒1(1) . . . 𝜒𝑁(𝑁)𝜒𝑎(𝑁 + 1) . (1.53)

Используя выражение вида (1.52) для ⟨𝑏|𝑔|𝑎⟩, можно получить

𝑔 |𝑎⟩ =
∑︁
𝑏

|𝑏⟩𝐹𝑏𝑎(𝑔) , (1.54)

где матрица 𝐹 (𝑔) определяет закон преобразования электронных состояний зоны

проводимости 𝑔 𝜒𝑎 = 𝜒𝑏𝐹𝑏𝑎(𝑔). То есть состояния с одним лишним электроном

преобразуются так же, как соответствующие одночастичные.

Немного сложнее выводится закон преобразования «дырочных» состояний |̄𝑖⟩,
в которых отсутствует один электрон в валентной зоне. Они определяются как

|̄𝑖⟩ = (−1)𝑁−𝑖𝐴 [𝜒1(1) . . . 𝜒𝑖−1(𝑖− 1)𝜒𝑖+1(𝑖) . . . 𝜒𝑁(𝑁 − 1)] , (1.55)

причем выбор фазы (−1)𝑁−𝑖 не случаен и следует непосредственно из записи ос-

новного состояния через состояние вакуума в терминах вторичного квантования

|0⟩ = 𝑎̂†𝑁 . . . 𝑎̂
†
𝑖+1𝑎̂

†
𝑖 𝑎̂

†
𝑖−1 . . . 𝑎̂

†
1 |vac⟩ (1.56)

и, соответственно,

|̄𝑖⟩ = 𝑎̂𝑖 |0⟩ = (−1)𝑁−𝑖𝑎̂†𝑁 . . . 𝑎̂
†
𝑖+1𝑎̂𝑖𝑎̂

†
𝑖 𝑎̂

†
𝑖−1 . . . 𝑎̂

†
1 |vac⟩ . (1.57)

Отметим, что согласно теореме Вика [77] основное состояние можно представить

в виде усреднения по вакууму с полевым оператором Ψ̂ =
∑︀

𝑗 𝜒𝑗 𝑎̂𝑗

det[𝜒1(1) . . . 𝜒𝑁(𝑁)] =
⟨
vac
⃒⃒⃒
Ψ̂(1) . . . Ψ̂(𝑁)𝑎̂†𝑁 . . . 𝑎̂

†
1

⃒⃒⃒
vac
⟩
. (1.58)
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Для вычисления матричного элемента ⟨𝑗̄|𝑔|̄𝑖⟩, 𝑔 ∈ 𝐺 удобно записать опре-

делитель detΠ𝑖̄, используя полностью антисимметричный тензор размерности

𝑁 с одним фиксированным аргументом 𝜖𝑘1...𝑘𝑖−1𝑖𝑘𝑖+1...𝑘𝑁 , который затем заме-

нить на
∑︀

𝑘𝑖
𝜖𝑘1...𝑘𝑖−1𝑘𝑖𝑘𝑖+1...𝑘𝑁 𝛿𝑘𝑖𝑖, а в качестве дельта символа использовать 𝛿𝑘𝑖𝑖 =∑︀

𝑗 𝐷𝑘𝑖𝑗𝐷
*
𝑖𝑗. В результате получается

⟨̄𝑖|𝑔|𝑗̄⟩ =
⟨︀
Π𝑖̄

⃒⃒
𝑔
⃒⃒
detΠ𝑗̄

⟩︀
= 𝐷*

𝑖𝑗(𝑔) , (1.59)

где 𝐷(𝑔) – матрица преобразования состояний электронов в валентной зоне, то

есть дырочные состояния преобразуются по сопряженному представлению отсут-

ствующих электронов [75].

Похожие рассуждения позволяют установить закон преобразования однократ-

но возбужденных определителей (электрон-дырочных пар)

𝑔 |𝑖𝑎⟩ =
∑︁
𝑏𝑗

|𝑗𝑏⟩𝐷*
𝑗𝑖(𝑔)𝐹𝑏𝑎(𝑔) . (1.60)

Здесь 𝐷(𝑔), 𝐹 (𝑔) – матрицы преобразования электронных состояний в валентной

зоне и зоне проводимости. При этом знак здесь тоже фиксирован, так как

|𝑖𝑎⟩ = 𝑎̂†𝑎𝑎̂𝑖 |0⟩ =
(︀
𝑎̂†𝑎𝑎̂𝑖

)︀
𝑎̂†𝑁 . . . 𝑎̂

†
𝑖+1𝑎̂

†
𝑖 𝑎̂

†
𝑖−1 . . . 𝑎̂

†
1 |vac⟩ = 𝑎̂†𝑁 . . . 𝑎̂

†
𝑖+1𝑎̂

†
𝑎𝑎̂

†
𝑖−1 . . . 𝑎̂

†
1 |vac⟩ .

(1.61)

1.3.3 Приведение состояний к каноническому виду

В последнем разделе данной главы описана процедура поиска унитарной мат-

рицы, связывающей два эквивалентных неприводимых представления конечной

группы. Эта задача возникает, например, при извлечении из численного расчета

оптических матричных элементов для заданных по симметрии оптических пере-

ходов. При численной диагонализации гамильтониана вырожденные по энергии

состояния, как правило, оказываются случайным образом перемешаны, то есть их

матрицы поворотов определены с точностью до неизвестной унитарной матрицы.
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Постановка задачи выглядит следующим образом: имеется конечная группа 𝐺

и набор функций ℰ = (𝜒1, 𝜒2, . . . , 𝜒𝑑), образующих базис неприводимого представ-

ления группы 𝐺 размерности 𝑁 и преобразующихся по матрицам 𝑇 : 𝑔ℰ = ℰ𝑇 (𝑔).

Необходимо найти такую унитарную матрицу 𝑉 , которая преобразует этот набор

так ℰ ′ = ℰ𝑉 , чтобы он преобразовывался по матрицам 𝐷: 𝑔ℰ ′ = ℰ ′𝐷(𝑔). На-

пример, в качестве матриц 𝐷 могут быть использованы матрицы преобразований

канонических базисных функций, приведенных в таблицах Костера [78].

Используя матрицы 𝑇 и𝐷, можно составить матрицу 𝑉 в виде суммы по группе

𝑉 =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝑇 (𝑔)𝑈𝐷(𝑔−1) , (1.62)

где 𝑈 — квадратная матрица размерности 𝑑. Матрица 𝑉 −1𝑉 коммутирует со всеми

матрицами 𝐷(𝑔)

𝐷(𝑔)𝑉 −1𝑉 = 𝐷(𝑔)𝑉 −1
∑︁
𝑔′∈𝐺

𝑉 𝐷(𝑔′)𝑉 −1𝑈𝐷(𝑔′−1) =
∑︁
𝑔′∈𝐺

𝐷(𝑔𝑔′)𝑉 −1𝑈𝐷(𝑔′−1𝑔−1𝑔) =

=

(︃∑︁
𝑔∈𝐺

𝐷(𝑔𝑔′)𝑉 −1𝑈𝐷
(︀
(𝑔𝑔′)−1

)︀)︃
𝐷(𝑔) = 𝑉 −1𝑉 𝐷(𝑔) . (1.63)

По лемме Шура [75] она пропорциональна единичной 𝑉 −1𝑉 = 𝑐1. Ее след равен

Tr(𝑉 −1𝑉 ) =
∑︁
𝑔∈𝐺

Tr(𝐷(𝑔)𝑉 −1𝑈𝐷(𝑔−1)) = 𝑁 Tr(𝑉 −1𝑈) = 𝑐 𝑑 . (1.64)

Соответственно, матрица 𝑉 пропорциональна искомой матрице 𝑉

𝑉 = 𝑉
𝑁

𝑑
Tr(𝑉 −1𝑈) . (1.65)

Последний шаг — показать, что всегда можно выбрать матрицу 𝑈 так, чтобы

след Tr(𝑉 −1𝑈) был отличен от нуля. Для этого достаточно рассмотреть матрицу

𝑈 с одним ненулевым элементом. Так как искомая матрица 𝑉 унитарная, то у

ее обратной матрицы имеется как минимум один ненулевой элемент, например,

𝑉 −1
𝑖𝑘 ̸= 0. Тогда, если матрица 𝑈𝑗𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿𝑖𝑙, то

Tr(𝑉 −1𝑈) =
∑︁
𝑗,𝑙

𝑉 −1
𝑙𝑗 𝛿𝑗𝑘𝛿𝑖𝑙 = 𝑉 −1

𝑖𝑘 ̸= 0 , (1.66)
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и в качестве 𝑉 можно выбрать одну из матриц

𝑉𝑛 =
𝑉

det(𝑉 )
1
𝑑

, (1.67)

определенных с точностью до фазы 𝜀𝑛𝑑 = e
2𝜋i
𝑑

𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1 — корня 𝑧𝑑 = 1.

Численно матрицу 𝑈 можно найти перебором. Стоит отметить, что такой способ

построения матрицы 𝑉 с минимальными изменениями применим и для проектив-

ных представлений. Для спинорных представлений можно пользоваться методом

двойной группы [78] или просто рассмотреть набор всех различных матриц, кото-

рые можно получить из произведений матриц генераторов.

Важное замечание — описанный выше способ построения матрицы 𝑉 приме-

ним только в том случае, если матрицы 𝑇 и 𝐷 образуют эквивалентные непри-

водимые представления конечной группы 𝐺. Если представление 𝑇 приводимое,

но разбивается на сумму неэквивалентных неприводимых 𝑇 = 𝑇1 ⊕ 𝑇2 ⊕ . . .,

то процедуру можно модифицировать, используя в качестве промежуточного

этапа проекторы 𝑃1, 𝑃2, . . . на соответствующие инвариантные подпространства

𝑃𝑖 =
𝑑
𝑁

∑︀
𝑔∈𝐺 𝜒𝑖(𝑔)𝑇 (𝑔) [74].

Когда приводимое представление содержит два или более эквивалентных 𝑇 =

𝑇1 ⊕ 𝑇1 . . ., то данная процедура в общем случае не применима, так как не вы-

полняется условие леммы Шура. В методе сильной связи обычно это проблем не

вызывает, так как в нем эквивалентные неприводимые представления, как прави-

ло, соответствуют разным уровням энергии. Напротив, в 𝑘 · 𝑝 теории, особенно

в многодолинных халькогенидах свинца, состояния оказываются сильно вырож-

дены, что может приводить к невозможности построения матриц 𝑉 (1.67). Имен-

но такая ситуация реализуется в нанопроволоках из PbSe с осью, направленной

вдоль [111], которые рассмотрены в первой части главы 2. В таких нанопроволо-

ках группа состояний из долин, расположенных под углом к оси [111], вырождена

по энергии и образует базис представления 2Γ4 ⊕ Γ5 ⊕ Γ6 группы 𝐷3, что делает

невозможным однозначно связать комбинацию долинных состояний с конкретным

представлением Γ4 и тем самым однозначно построить гамильтониан междолин-
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ного смешивания по методу инвариантов [79]. При этом в квантовых точках из

PbS с симметрией 𝑇𝑑 такой проблемы не возникает. В них состояния долинных

мультиплетов основного уровня размерного квантования в обеих зонах образу-

ют базис представления Γ6 ⊕ Γ7 ⊕ Γ8 [A7], что позволяет найти соответствующие

комбинации долинных состояний. Подробнее симметризация долинных состояний

рассмотрена в главе 4.

1.4 Краткие итоги

В главе 1 получены следующие конкретные результаты:

� Предложен способ расчета оптических матричных элементов с учетом ди-

электрического контраста на интерфейсе между нанокристаллом и диэлек-

трической матрицей в рамках метода сильной связи.

� Разработан быстрый способ расчета преобразования волновых функций в

методе сильной связи при поворотах и процедура, позволяющая привести

базис неприводимого представления точечной группы к каноническому виду.
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Глава 2

Нанопроволоки из PbSe

Вторая глава посвящена нанопроволокам из селенида свинца PbSe. В начале гла-

вы приведен краткий обзор современного состояния исследований нанопроволок

из халькогенидов свинца и потенциала их практического применения. Во втором

разделе изложена обобщенная модель эффективной массы, учитывающая комби-

нации долинных состояний. В третьем разделе описана электронная структура

состояний в цилиндрических нанопроволоках с осью направленной вдоль [111].

В четвертом разделе приведены результаты расчета ограненных нанопроволок с

осью — вдоль [110]. В нем описана зависимость долинных расщеплений от формы

сечения нанопроволок, а также проанализировано влияние поверхностных дефек-

тов, пассивации и релаксации поверхности.

2.1 Введение

Нанопроволоки из халькогенидов свинца являются перспективной платформой

для нового поколения устройств фотовольтаики, так как в них наблюдаются

эффективные процессы многоэкситонной генерации [80–83] и подавленный темп

Оже-рекомбинации [84–86]. Сами нанопроволоки могут быть синтезированы раз-

личными методами коллоидной химии [87–90]. Помимо этого, нанопроволоки из

PbX могут использоваться в качестве устройств оптоэлектроники, таких как фото-

детекторы или светодиоды [2; 91], и в качестве компонентов интегральных схем [92;
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93].

Особенно активно развивались методы синтеза нанопроволок из халькогени-

дов свинца в начале 2000-х и первой половине 2010-х годов [22; 87; 90; 94–96]. В

это время было показано, что из халькогенидов свинца можно создавать множе-

ство различных одномерных наноструктур, начиная от сложных разветвленных,

собранных из отдельных нанокристаллов всевозможной формы [22], заканчивая

высококачественными однородными нанопроволоками и наностолбиками [94; 95].

Был продемонстрирован рост нанопроволок с диаметром всего несколько нано-

метров [97], а также показана возможность контролировать их форму сечения и

направление оси роста [98].

Теоретически электронная структура нанопроволок из халькогенидов свинца

исследовалась в основном в рамках 𝑘 · 𝑝 теории [99–101], которая хорошо описы-

вает уровни размерного квантования и дисперсию подзон, однако не позволяет

количественно исследовать более тонкие эффекты, например, долинное расщеп-

ление. Также имеется небольшое число работ с использованием атомистических

эмпирических [19] расчетов из первых принципов [33; 34; 102], однако долинное

расщепление в них систематически не изучалось.

В нанопроволоках имеется два основных механизма формирования тонкой

структуры уровней размерного квантования. Первый механизм — это анизотроп-

ное расщепление, которое возникает из-за анизотропии массы в 𝐿 долинах [99].

Второй — это междолинное смешивание на границе нанопроволок [14; 18], приво-

дящее к долинному расщеплению уровней. При этом анизотропное расщепление

определяется направлением оси нанопроволоки, а междолинное смешивание — ее

точечной симметрией и формой поверхности (сечения).

В главе рассмотрены два направления оси, несколько точечных симметрий и

различные типы поверхности нанопроволок. В первой части главы описаны ци-

линдрические нанопроволоки с осью направленной вдоль [111] [A1; A2]. Во второй

части — ограненные с осью — вдоль [110] [A3].
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2.2 Метод эффективной массы

В этом разделе, следуя работам [A1; A2; 99; 100], изложена 𝑘 · 𝑝 модель нанопро-

волок из халькогенидов свинца. Обсуждается размерное квантование, структура

спектра и квантовые числа в цилиндрических нанопроволоках. Ось нанопроволок

считается направленной вдоль одной из 𝐿 долин ‖ [111]. В конце раздела 𝑘 · 𝑝 мо-

дель обобщена для учета долинного индекса состояний, а также проанализирована

структура долинных расщеплений.

[100] [010]

[001]

k0

k1

k2

k3

[111]

[11̄0]

[112̄]θ

Рис. 2.1: Волновые векторы 𝐿 долин 𝑘𝜈 (красные стрелки), ориентация базисных
спиноров ↑𝜈 , ↓𝜈 (синие стрелки) и система координат в долине 𝐿0.

Для халькогенидов свинца наиболее распространенной является четырехзон-

ная (с учетом спина) 𝑘 · 𝑝 модель, предложенная в работе [10]. Она достаточно

хорошо описывает дисперсию зон вблизи 𝐿 точек зоны Бриллюэна, см. Рис. 1.1.

Гамильтониан этой модели, записанный в базисе «спин-долина»

ℰ =
(︀⃒⃒
𝐿−⟩︀ |↑⟩ , ⃒⃒𝐿−⟩︀ |↓⟩ , ⃒⃒𝐿+

⟩︀
|↑⟩ ,

⃒⃒
𝐿+
⟩︀
|↓⟩
)︀
, (2.1)

имеет вид

𝐻̂aniso =

⎛⎝ 𝐸𝑔

2
+ 𝑝2𝑧

2𝑚−
𝑙

+
𝑝2
⊥

2𝑚−
𝑡

𝑃𝑙

𝑚0
𝑝𝑧𝜎𝑧 +

𝑃𝑡

𝑚0
𝑝⊥𝜎⊥

𝑃𝑙

𝑚0
𝑝𝑧𝜎𝑧 +

𝑃𝑡

𝑚0
𝑝⊥𝜎⊥ −𝐸𝑔

2
− 𝑝2𝑧

2𝑚+
𝑙

− 𝑝2
⊥

2𝑚+
𝑡

⎞⎠ . (2.2)

Здесь |𝐿−⟩ и |𝐿+⟩ — это блоховские функции в зоне проводимости (нечетная) и в

валентной зоне (четная). Оператор импульса (волновой вектор) 𝑝 = −iℏ∇ ≡ ℏ𝑘,

𝑝⊥ = (𝑝𝑥, 𝑝𝑦) и матрицы Паули 𝜎 = (𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧) записаны в координатах 𝐿 долин,

как показано на Рис. 2.1. 𝑚0 — это масса электрона, 𝑚∓
𝑙(𝑡) — эффективные массы,
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учитывающие взаимодействие с далекими зонами, 𝑃𝑙(𝑡) — межзонные матричные

элементы оператора импульса. Ось 𝑧 считается направленной вдоль рассматривае-

мой 𝐿 долины, от волнового вектора которой отсчитывается вектор 𝑘, см. Рис 2.1.

В этом гамильтониане учитывается анизотропия зонной структуры, что значи-

тельно усложняет расчет уровней размерного квантования.

Гораздо более простой вид гамильтониан принимает если усреднить параметры

𝑚 и 𝑃 по углам [103] и, следуя работам [100; 101], записать его в атомной системе

единиц ℏ = 𝑚0 = |𝑒| = 1:

𝐻̂iso =

⎛⎝(︁𝐸𝑔

2
− 𝛼𝑐∆

)︁
−𝑖𝑃 (𝜎∇)

−𝑖𝑃 (𝜎∇) −
(︁

𝐸𝑔

2
− 𝛼𝑣∆

)︁⎞⎠ . (2.3)

Параметры 6/𝛼𝑐(𝑣) = 2/𝑚
𝑐(𝑣)
𝑡 + 1/𝑚

𝑐(𝑣)
𝑙 описывают эффективные массы, 3𝑃 2 =

2𝑃 2
𝑡 + 𝑃 2

𝑙 . В нанопроволоках размерное квантование осуществляется в попереч-

ных к их оси направлениях. Поэтому, если ось направлена вдоль 𝐿 долины, то в

точке экстремума, 𝑘𝑧 = 0, анизотропный гамильтониан 𝐻aniso сводится к изотроп-

ному 𝐻iso, но с другими параметрами. Если ось нанопроволоки направлена под

углом 𝜃 к рассматриваемой 𝐿 долине, см. Рис. 2.1, то гамильтониан 𝐻aniso можно

представить в виде 𝐻iso(𝜃) + 𝛿𝐻, где 𝛿𝐻 — это малая поправка, а 𝐻iso(𝜃) — это

гамильтониан вида (2.3), параметры которого 𝛼𝑐(𝜃), 𝛼𝑣(𝜃), 𝑃 (𝜃) зависят от угла 𝜃

[99]. В диссертации 𝛿𝐻 пренебрегается. Для расчета анизотропного расщепления

учитывается только перенормировка параметров [A1; A2].

2.2.1 Волновые функции в нанопроволоках, энергетический

спектр

Волновые функции в цилиндрических нанопроволоках выбираются в виде соб-

ственных функций оператора углового момента 𝐽𝑧 с собственным числом 𝑚 [99;

100]. В точке 𝑘𝑧 = 0, записанные в базисе (2.1), они имеют вид биспиноров [A2]

𝜇̂↑𝑚 =

⎛⎜⎜⎝
𝑢𝑚(𝜌)e

i(𝑚−1/2)𝜙

0
0

i𝑣𝑚(𝜌)e
i(𝑚+1/2)𝜙

⎞⎟⎟⎠ , 𝜇̂↓𝑚 =

⎛⎜⎜⎝
0

𝑢𝑚(𝜌)e
−i(𝑚−1/2)𝜙

i𝑣𝑚(𝜌)e
−i(𝑚+1/2)𝜙

0

⎞⎟⎟⎠ . (2.4)
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Радиальные функции 𝑢𝑚(𝜌), 𝑣𝑚(𝜌) выражаются через обычные и модифицирован-

ные функции Бесселя первого рода

𝑢𝑚(𝜌) = 𝑁𝑚

(︀
𝐽𝑚−1/2(𝑘+𝜌) + 𝑐 𝐼𝑚−1/2(𝑘−𝜌)

)︀
,

𝑣𝑚(𝜌) = 𝑁𝑚

(︀
𝑔𝐽𝑚+1/2(𝑘+𝜌) + 𝑐𝐺𝐼𝑚+1/2(𝑘−𝜌)

)︀
,

(2.5)

𝑐 = −𝐽𝑚−1/2(𝑘+𝑅)/𝐼𝑚−1/2(𝑘−𝑅), 𝑁𝑚 — нормировочная константа. Граничное усло-

вие — равенство нулю всех компонент 𝑢 и 𝑣 при 𝜌 = 𝑅, приводит к дисперсионному

уравнению

𝑔𝐽𝑚+1/2(𝑘+𝑅)𝐼𝑚−1/2(𝑘−𝑅)−𝐺𝐽𝑚−1/2(𝑘+𝑅)𝐼𝑚+1/2(𝑘−𝑅) = 0 . (2.6)

Остальные константы, входящие в него:

𝑔 =
𝑃𝑘+

𝛼𝑣𝑘2+ + 𝐸 + 𝐸𝑔/2
, 𝐺 =

𝑃𝑘−
𝛼𝑣𝑘2− − 𝐸 − 𝐸𝑔/2

, 𝑘± =
√
Σ± Λ,

Σ =

√︃
Λ2 +

4𝐸2 − 𝐸2
𝑔

4𝛼𝑣𝛼𝑐

, Λ =
𝐸(𝛼𝑣 − 𝛼𝑐)− 𝑃 2 − (𝛼𝑣 + 𝛼𝑐)𝐸𝑔/2

2𝛼𝑣𝛼𝑐

.

(2.7)

Корни уравнения (2.6), 𝐸𝑚,𝑛, удобно нумеровать следующим образом: каждому

значению 𝑚 = ±1/2,±3/2, . . . присваивается номер 𝑛 = ±1,±2, . . ., знак которого

соответствует знаку 𝐸𝑚,𝑛.

Пример расчета энергетического спектра нанопроволоки из PbSe диаметром

𝐷 ≈ 3 нм, ось которой направлена вдоль [111] приведен в таблице 2.1. В ней пред-

ставлены два набора энергий 𝐸𝐿0 и 𝐸𝐿123 , соответствующих уровням размерного

квантования состояний из долины 𝐿0, расположенной вдоль оси нанопроволоки, и

остальных долин 𝐿1,2,3, расположенных под углом. Параметры для расчета были

получены подгонкой зонной структуры метода сильной связи вблизи 𝐿 точки с

последующим усреднением по углам [99], см. раздел 1.1.2. Значения не усреднен-

ных параметров приведены в (1.10a) в атомных единицах, а значения усредненных

параметров равны: 𝑃 𝑙 = 3.89 эВ·Å, 𝛼𝑙
𝑐 = 22.91 эВ·Å2, 𝛼𝑙

𝑣 = 27.57 эВ·Å2 для долины

𝐿0 и 𝑃
𝑖 = 3.59 эВ·Å, 𝛼𝑖

𝑐 = 15.93 эВ·Å2, 𝛼𝑖
𝑣 = 17.98 эВ·Å2 для долин 𝐿123, ширина

запрещенной зоны 𝐸𝑔 = 0.213 эВ. Как видно из таблицы 2.1 и приведенной ря-

дом с ней схемы, уровни размерного в нанопроволоках квантования расположены
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Таблица 2.1: Энергии нескольких первых уровней размерного квантования при
𝑘𝑧 = 0 в цилиндрической нанопроволоке из PbSe с диаметром 𝐷 ≈ 3 нм. Энергии
приведены для двух наборов параметров, соответствующих долине 𝐿0, направлен-
ной вдоль оси нанопроволоки [111], и долинам 𝐿1,2,3. Состояния классифицирова-
ны по симметрии в соответствии с неприводимыми представлениями группы 𝐷3𝑑.
Справа для наглядности изображены приведенные в таблице уровни энергии 𝐸𝐿0 ,
𝐸𝐿123 с сохранением масштаба.

𝐸𝐿0 , эВ 𝑆𝐿0 𝐸𝐿123 , эВ 𝑆𝐿123 n m

3.45 Γ−
4 2.55 Γ−

5,6 ⊕ 2Γ−
4 2 1/2

3.04 Γ−
5,6 2.27 Γ−

5,6 ⊕ 2Γ−
4 1 −3/2

2.99 Γ−
4 2.21 Γ−

5,6 ⊕ 2Γ−
4 1 5/2

1.81 Γ+
4 1.39 Γ+

5,6 ⊕ 2Γ+
4 1 −1/2

1.77 Γ+
5,6 1.34 Γ+

5,6 ⊕ 2Γ+
4 1 3/2

0.81 Γ−
4 0.65 Γ−

5,6 ⊕ 2Γ−
4 1 1/2

−0.94 Γ+
4 −0.71 Γ+

5,6 ⊕ 2Γ+
4 −1 −1/2

−2.08 Γ−
5,6 −1.48 Γ−

5,6 ⊕ 2Γ−
4 −1 −3/2

−2.12 Γ−
4 −1.53 Γ−

5,6 ⊕ 2Γ−
4 −1 1/2

−3.55 Γ+
4 −2.46 Γ+

5,6 ⊕ 2Γ+
4 −1 −5/2

−3.59 Γ+
5,6 −2.51 Γ+

5,6 ⊕ 2Γ+
4 −1 3/2

−4.09 Γ+
4 −2.83 Γ+

5,6 ⊕ 2Γ+
4 −2 −1/2

𝐸𝐿0 𝐸𝐿123

группами: сначала идет основной уровень размерного квантования, затем — пара

близко лежащих по энергии уровней, потом — тройка, и так далее. Анизотропное

расщепление основного уровня в данной нанопроволоке составляет 160 мэВ в зоне

проводимости и 230 мэВ в валентной зоне.

2.2.2 Симметрия состояний в нанопроволоках

Для анализа симметрии состояний необходимо учитывать симметрию блоховских

функций в зоне проводимости |𝐿−⟩ и валентной зоне |𝐿+⟩. Для этого волновые

функции удобнее представить в виде кет векторов

|↑(↓), 𝑚⟩ = ℰ 𝜇̂↑(↓)𝑚 , (2.8)

собственных функций оператора полного углового момента 𝐽𝑧 = −i𝜕𝜑 + 𝜎𝑧/2

𝐽𝑧 |↑(↓), 𝑚⟩ = ±𝑚 |↑(↓), 𝑚⟩ , 2𝑚 ∈ Z . (2.9)
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Четность состояний |↑(↓), 𝑚⟩ определяется четностью блоховских функций и

множителем ei𝑚𝜙. Оператор пространственной инверсии 𝑖̂ в цилиндрических ко-

ординатах эквивалентен замене 𝜙 → 𝜙 + 𝜋 и 𝑧 → −𝑧. Биспиноры 𝜇̂↑(↓)𝑚 в точке

𝑘𝑧 = 0 от 𝑧 не зависят, поэтому четность состояний определяется

𝑖̂ |↑(↓), 𝑚⟩ = (−1)𝑚+1/2 |↑(↓), 𝑚⟩ . (2.10)

Оператор инверсии времени 𝑇 переводит блоховские функции в себя 𝑇 |𝐿±⟩ ≡
|𝐿±⟩, так как волновые векторы 𝐿 долин 𝑘𝜇 и −𝑘𝜇 связаны векторами обратной

решетки 1.1.2. На биспиноры 𝜇̂ действие оператора 𝑇 сводится к комплексному

сопряжению 𝐾̂0 и затем умножению на матрицу (12 ⊗−i𝜎𝑦). В результате преоб-

разование функций (2.8) при инверсии времени принимает вид

𝑇 (|↑, 𝑚⟩ , |↓, 𝑚⟩) = (|↑, 𝑚⟩ , |↓, 𝑚⟩) (−i𝜎𝑦) , (2.11)

то есть |↑, 𝑚⟩ и |↓, 𝑚⟩ обладают одной энергией и преобразуются как спиноры.
Помимо четности и инверсии времени, можно также рассмотреть операцию

зарядового сопряжения, которая задается оператором [104]

𝐶 = 𝛾2𝐾̂0 =

(︂
0 𝜎𝑦

−𝜎𝑦 0

)︂
𝐾̂0 , (2.12)

действующим на биспиноры. В общем случае, когда 𝛼𝑐 ̸= 𝛼𝑣, гамильтониан (2.3)

не обладает такой симметрией. Однако, если 𝛼𝑐 = 𝛼𝑣, то справедливо соотношение

𝐻̂𝐶 = −𝛾2𝐻̂*𝛾2 = −𝐻̂ и

𝐶 |↑(↓), 𝑚, 𝑛⟩ = sign(𝑛)(−1)𝑚−1/2 |↑(↓), −𝑚,−𝑛⟩ , (2.13)

что объясняет симметрию квантовых чисел 𝑚,𝑛 в Таблице 2.1. При этом плавное

изменение параметров 𝛼𝑐, 𝛼𝑣 от 𝛼𝑐 = 𝛼𝑣 к своим реальным значениям не меняет

структуру уровней, хоть нарушает симметрию зон.

Волновые функции |↑, 𝑚⟩ , |↓, 𝑚⟩ в цилиндрических нанопроволоках облада-

ют поворотной симметрией 𝐷∞ℎ. В реальных нанопроволоках точечная симмет-

рия ограничена точечной симметрией кристалла, сохраняющей направление ее
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оси. В нанопроволоках с осью вдоль [111] максимально возможной симметрией

является группа 𝐷3𝑑 = 𝐷3 × 𝐶𝑖, в которой имеется три (шесть с учетом четно-

сти) спинорных представления: двумерное Γ±
4 и пара сопряженных одномерных

Γ±
5 ⊕ Γ±

6 ≡ Γ±
5,6 [78]. Отметим, что сопряженные представления Γ±

5 и Γ±
6 связаны

инверсией времени, поэтому соответствуют одному уровню энергии и обознача-

ются также Γ±
5,6 ≡ Γ±

5 ⊕ Γ±
6 . Соответственно, в нанопроволоках с симметрией 𝐷3𝑑

или 𝐷3 может реализовываться только один из этих двух вариантов. Без учета

долинного индекса точечная симметрия биспиноров характеризуется следующим

образом: если 2𝑚 mod 3 = 0, то пара состояний {|↑,𝑚⟩ , |↓,𝑚⟩} преобразуется по
представлению Γ±

5,6, в остальных случаях — по Γ±
4 . Четность определена в 2.10.

При понижении симметрии до 𝐶2ℎ остается только одна пара сопряженных

одномерных спинорных представлений Γ±
3 ⊕Γ±

4 ≡ Γ±
3,4. Однако в этом случае из-за

сдвига положения центра инверсии меняется четность двух из четырех базисных

блоховских функций в 𝐿 долинах. Более подробный анализ требует явного задания

атомистической структуры нанопроволок и рассмотрен в следующем разделе 2.3.

2.2.3 Обобщение метода эффективной массы для комбина-

ций долин

Для учета долинного индекса при операциях симметрии необходимо рассмотреть

звезду волнового вектора 𝑆𝐿0123 = {𝑘0,𝑘1,𝑘2,𝑘3} и установить закон преобразова-
ния волновых векторов и соответствующих блоховских функций |𝐿±

𝜈 ⟩. Волновые
векторы 𝐿 долин в диссертации заданы в (1.8) таким образом, что долина 𝑘0

направлена вдоль оси [111], а остальные три 𝑘1,𝑘2,𝑘3 — связаны поворотом 𝐶3

вокруг нее.

Обобщенный базис [A2] блоховских функций в 𝑘 · 𝑝 модели задается

ℰ𝜈 = (|𝐿𝑐
𝜈⟩ |↑⟩ , |𝐿𝑐

𝜈⟩ |↓⟩ , |𝐿𝑣
𝜈⟩ |↑⟩ , |𝐿𝑣

𝜈⟩ |↓⟩) . (2.14)

В нем базисные спиноры |↑⟩ , |↓⟩ удобно выбрать ориентированными вдоль оси

нанопроволоки. Также в нем вместо |𝐿±⟩ используется
⃒⃒
𝐿𝑐(𝑣)

⟩︀
, так как четность
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блоховских функций зависит от положения центра инверсии в пространстве. Есте-

ственным образом обобщаются и волновые функции

|𝜈, ↑(↓), 𝑚⟩ = ℰ𝜈 𝜇̂↑(↓),𝑚 . (2.15)

В результате такого определения они преобразуются по долинному индексу так

же, как и волновые векторы 𝐿 долин. При этом, очевидно, долины, расположен-

ные под разным углом к оси нанопроволоки, не могут переходить друг в друга при

операциях ее точечной симметрии, а поворотная симметрия биспиноров не зави-

сит явно параметров 𝑘 ·𝑝 модели. Это позволяет установить долинную структуру

состояний и проанализировать структуру долинных расщеплений в нанопроволо-

ках.

Если ось нанопроволоки направлена вдоль [111], то долина 𝑘0 — инвариант, а

долины 𝑘1,𝑘2,𝑘3 преобразуются по матрицам перестановок 𝑔𝑘𝜈 = 𝑘𝜈′𝑇𝜈′𝜈(𝑔)

𝑇 (𝐶3𝑧) =

⎛⎝0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎠ , 𝑇 (𝐶2𝑥) =

⎛⎝1 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞⎠ . (2.16)

Оси 𝑧 ‖ [111] и 𝑥 ‖ [1̄10]. Таким образом, звезда 𝑆𝐿0123 в них разбивается на две: 𝑆𝐿0

и 𝑆𝐿123 , состояния из которых расщеплены в меру анизотропии массы, см. таблицу

2.1. Набор матриц 𝑇 образует приводимое представление Γ1 ⊕ Γ3 группы 𝐷3, что,

учитывая симметрию биспиноров основного уровня размерного квантования Γ4,

приводит к расщеплению состояний звезды 𝑆𝐿123 на три уровня (Γ1 ⊕ Γ3) ⊗ Γ4 =

Γ5,6 ⊕ 2Γ4 за счет междолинного смешивания.

В нанопроволоках с симметрией 𝐶2ℎ единственный нетривиальный элемент

симметрии — это поворот 𝐶2𝑥′ вокруг оси 𝑥′ ‖ [01̄1], соответствующий выбору их

микроскопической структуры, подробнее описанной в разделе 2.3. Поворот 𝐶2𝑥′ в

них переставляет местами долины 𝐿1, 𝐿3, тем самым звезда 𝑆𝐿123 разбивается на

𝑆𝐿2 и 𝑆𝐿13 , в последней из которых меняется четность блоховских функций. Чет-

ность блоховских функций непосредственно связана с четностью фазовых множи-

телей ei𝑟𝑟 в узлах решетки и меняется для долин 𝑘1,𝑘3 (1.8), так как в нанопро-

волоках с симметрией 𝐶2ℎ центр инверсии расположен в точке 𝑎0(2, 1, 1)/4. Это
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приводит к тому, что междолинное смешивание в таких нанопроволоках устро-

ено иначе: вместо смешивания всех со всеми, междолинное рассеяние возможно

только между парами долинных состояний, обладающих одинаковой четностью.

Рис. 2.2: Схема расщепления долинного мультиплета основного уровня размерного
квантования электрона в нанопроволоках с осью, направленной вдоль [110] (слева)
и [111] (справа), демонстрирующая последовательный учет анизотропии массы и
междолинного смешивания.

Если ось нанопроволок направлена вдоль [110], то столь подробный симметрий-

ный анализ оказывается избыточен. Максимальная симметрия в этом направлении

ограничена группой 𝐷2ℎ, в которой имеется только одно спинорное представление

Γ±
5 . Кроме того, пары долин 𝑘0,𝑘1 и 𝑘2,𝑘3 проецируются в неэквивалентные точ-

ки одномерной зоны Бриллюэна, поэтому долинное смешивание в них устроено

значительно проще.

Схема долинных расщеплений в соответствии с изложенным выше симметрий-

ным анализом приведена на Рис. 2.2. В нанопроволоках с осью, направленной

вдоль [111], 8-ми кратно вырожденный долинный мультиплет основного уровня

размерного квантования расщепляется на долинные синглет и триплет за счет

анизотропии массы, вырождение которых полностью снимается междолинным

смешиванием. При этом характер (и величина) долинных расщепления зависят

от микроскопической симметрии нанопроволок и могут существенно отличаться.

В случае, если ось нанопроволок направлена вдоль [110], то анизотропия массы

расщепляет состояния на два квадруплета, которые затем попарно расщепляются

за счет междолинного смешивания.
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2.3 Цилиндрические нанопроволоки с осью, на-

правленной вдоль [111]

2.3.1 Микроскопическая структура нанопроволок

Микроскопическая структура нанопроволок определяется атомной структурой их

элементарной ячейки. В работе [25] для квантовых точек из халькогенидов свинца

было обнаружено, что с понижением симметрии величина долинных расщеплений

в них уменьшается. Поэтому в работе [A2] были исследованы нанопроволоки с

различной точечной симметрией: 𝐷3𝑑, 𝐷3 и 𝐶2ℎ, элементарные ячейки которых

показаны на Рис. 2.3. Форма нанопроволок была выбрана цилиндрической, что

предполагает наилучшее согласие с 𝑘 · 𝑝 теорией.

В численном расчете нанопроволока задается как набор атомов идеального

объемного кристалла, лежащих внутри цилиндрической поверхности диаметра 𝐷,

а ее симметрия определяется исключительно положением оси в пространстве. При

этом атомная структура поверхности таких нанопроволок устроена сложным об-

разом и изменяется скачкообразно с увеличением 𝐷. Как показано на вставках на

Рис. 2.3a), 2.3b) и 2.3c), реальный размер нанопроволок определяется не диамет-

ром цилиндра, а размером атомной структуры, попадающим внутрь цилиндри-

ческой поверхности. Отклонение формы нанопроволок от цилиндрической при

определении их диаметра не учитывается.

В направлении [111] симметрия нанопроволок ограничена группой 𝐷3𝑑, являю-

щейся также группой волнового вектора долины 𝑘0. В диссертации рассмотрены

три типа нанопроволок с точечной симметрией 𝐷3𝑑, 𝐷3 и 𝐶2ℎ, атомная структу-

ра которых вблизи их оси показана на Рис. 2.3. Здесь изображены элементарные

ячейки минимально возможного диаметра и на вставках в плоскости (111) схе-

матически показаны границы соответствующих цилиндрических областей. Эле-

ментарные ячейки нанопроволок содержат шесть атомных плоскостей (111), а их
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трансляционная симметрия задается вектором

𝑡 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = 𝑎0(1, 1, 1) . (2.17)

Ось нанопроволок с симметрией 𝐷3𝑑 проходит через катион, расположенный в

точке (0, 0, 0), в котором также выбирается их центр инверсии. Оси нанопроволок

с симметрией 𝐷3 и 𝐶2ℎ выбраны проходящими через точки 𝑎0(2, 1, 0)/6 (между

атомов) и 𝑎0(2, 1, 1)/4 (через центр химической связи). Центр инверсии в группе

𝐶2ℎ расположен между двух катионов, 𝑎0(2, 1, 1)/4, а пространственная группа

𝐷3 является не симморфной, так как в ней ось третьего порядка — винтовая и

повороты 𝐶3 сопровождаются трансляцией на вектор 2𝑡/3.

Смещение центра инверсии в 𝐶2ℎ нанопроволоках относительно точки (0, 0, 0)

(атом Pb) приводит к тому, что в них блоховские функции в долинах 𝐿1 и 𝐿3 меня-

ют свою четность. Четность блоховской функции связана с четностью блоховской

амплитуды и четностью решеточной функции ei𝑘𝑟𝑛 , задающей фазовые множи-

тели на атомах. Явное вычисление показывает, если центр инверсии расположен

в точке 𝑎0(2, 1, 1)/4, то эта функция при 𝑘 = 𝑘1,𝑘3 является нечетной (четность

блоховских функций меняется), а при 𝑘 = 𝑘0,𝑘2 — четной (четность блоховских

функций не меняется). Это приводит к тому, что долины в 𝐿0,2 и 𝐿1,3 них смеши-

ваются попарно, что значительно упрощает анализ междолинного смешивания.

В обратном пространстве структура нанопроволок задается вектором

𝑏𝑘 =
2𝜋

3𝑎0
(1, 1, 1) , (2.18)

длина которого 𝑏𝑘 = 2𝜋/|𝑡| = 2𝜋/𝑎0
√
3 в три раза короче вектора обратной решет-

ки объемного кристалла. Этот вектор задает расстояние и направление между эк-

вивалентными плоскостями в обратном пространстве, при этом, строго говоря, не

является одномерной зоной Бриллюэна. В самом деле, 𝐿 долины в [111] нанопрово-

локах попадают в эквивалентные плоскости, изображенные цветными сечениями

зоны Бриллюэна на Рис. 2.3d), однако состояния в них обладают разной энергией

из-за анизотропии массы. Это приводит к тому, что, во-первых, в таких нанопро-
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Рис. 2.3: Атомная структура элементарных ячеек нанопроволок с симметрией 𝐷3𝑑

(a), 𝐷3 (b) и 𝐶2ℎ (c). Центр инверсии (при наличии) отмечен точкой 𝑖, маленькие
цветные R,G,B стрелки показывают кристаллографические оси 𝑥, 𝑦, 𝑧. Три вспо-
могательные оси 𝑥 ‖ [1̄10], 𝑥′ ‖ [01̄1], 𝑥′′ ‖ [101̄] показаны в элементарной ячейке
с симметрией 𝐶2ℎ (c). (Являются осями 𝐶2 в группах 𝐷3𝑑, 𝐷3, в группе 𝐶2ℎ ось
𝐶2 — 𝑥′.) На вставках показан срез объемного кристалла в плоскости (111) и ци-
линдрическая поверхность, содержащая нанопроволоку. Справа изображена зона
Бриллюэна PbSe, три ее эквивалентных сечения, векторы 𝑏𝑘 (красные стрелки) и
𝐿 долины 𝑘𝜈 .

волоках состояния из всех четырех 𝐿 долин могут смешиваться между собой, а,

во-вторых, к тому, что энергия чистых долинных состояний определяется не толь-

ко проекцией волнового вектора 𝑘𝑧 на ось нанопроволоки, но и его поперечными

компонентами 𝑘⊥, для анализа которых необходимо преобразование Фурье. В ре-

зультате тонкая структура уровней размерного квантования в них определяется

двумя конкурирующими вкладами: долинным и анизотропным расщеплениями.

2.3.2 Спектр, долинные расщепления, структура состояний

Для исследования долинных расщеплений в цилиндрических нанопроволоках из

PbSe в работах [A1; A2] был сделан расчет долинных мультиплетов нескольких

первых уровней размерного квантования в широком диапазоне диаметров мето-

дом сильной связи. На Рис. 2.4 показаны энергии состояний долинных мульти-
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Рис. 2.4: Энергии состояний долинных мультиплетов первых трех уровней размер-
ного квантования в каждой зоне в нанопроволоках с симметрией 𝐷3𝑑, построенные
как функция диаметра нанопроволок 𝐷 с обратной шкалой. Результаты расчета
методом сильной связи показаны символами + и ×, соответствующими неприво-
димым представлениям Γ4 и Γ5,6, цветом символов показана четность. Расчет тех
же уровней в рамках анизотропной 𝑘 · 𝑝 модели показан сплошными желтыми
(долина 𝐿0) и фиолетовыми (долины 𝐿0,1,2) линиями. Границы запрещенной зо-
ны объемного кристалла PbSe показаны черными штрихованными линиями, слева
показаны увеличенные участки основного графика.

плетов первых трех уровней размерного квантования (всего 3 × 8 = 24 состоя-

ния) в каждой зоне в нанопроволоках с симметрией 𝐷3𝑑. Энергетические уров-

ни здесь двукратно вырождены по спину и классифицированы в соответствии

с неприводимыми представлениями группы 𝐷3𝑑. Симметрия состояний, обозна-

ченная на рисунке цветными символами +,×, позволяет однозначно выделить в
численном расчете состояния, относящиеся к основному уровню размерного кван-

тования (𝑛 = 1,𝑚 = 1/2), так как второй и третий уровни размерного квантования

(𝑛 = 1, 𝑚 = −1/2, 3/2), как следует из таблицы 2.1, обладают противоположной

четностью. Как видно, долинные и анизотропные расщепления в нанопроволо-

ках сравнительно малого диаметра сопоставимы и вместе могут даже превышать

расстояние между соседними уровнями размерного квантования. (В нанопрово-

локах с пониженной симметрией, в том числе 𝐷3 и 𝐶2ℎ, они всегда меньше.) Это
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особенно хорошо заметно при 𝐷 ≲ 4 нм. При больших диаметрах наоборот, до-

линное расщепление практически отсутствует, и расщепление полностью опреде-

ляется анизотропией массы, что подтверждается хорошим согласием с расчетом

в рамках анизотропной 𝑘 · 𝑝 модели 2.2. Рассчитанные в рамках 𝑘 · 𝑝 уровни

размерного квантования показаны на Рис. 2.4 сплошными линиями. Для расчета

методом эффективной массы были использованы параметры, оптимизированные

для наилучшего согласия с методом сильной связи, см. Рис. 1.1 раздела 1.1.2.

Из-за сильного спин-орбитального взаимодействия на атомах Pb в методе силь-

ной связи невозможно разделить спиновую и орбитальную части волновых функ-

ций, как, например, в SiGe [14]. Кроме того, невозможно применить процедуру,

описанную в 1.3.3, так как состояния из наклоненных долин 𝐿1,2,3 образуют ба-

зис приводимого представления, содержащего два эквивалентных неприводимых

представления Γ4 𝐷3𝑑. Поэтому точно установить долинную структуру состояний,

преобразующихся по неприводимому представлению Γ4 невозможно. Для даль-

нейшего анализа необходимо преобразование Фурье.

Преобразование Фурье позволяет рассчитать распределение состояний по 𝐿

долинам и тем самым явно вычислить величину междолинного смешивания. Для

расчета величины междолинного смешивания в работе [A2] было использовано

непрерывное преобразование Фурье и рассчитана локальная плотность состояний

в обратном пространстве 𝑛𝑠
𝑘𝑧
(𝜅), (1.25), в плоскости (111), проходящей через доли-

ну 𝑘0. Подробнее способ расчета преобразования Фурье и 𝑛
𝑠
𝑘𝑧
(𝜅) изложен в разделе

1.1.5.

Так как волновые векторы 𝐿 долин 𝑘0 и 𝑘1,2,3 лежат в эквивалентных плос-

костях, то для анализа долинной структуры состояний в обратном пространстве

достаточно рассмотреть только одну из этих плоскостей. В самом деле, трансляци-

ями на векторы обратной решетки (1.7) сечения зоны Бриллюэна, изображенные

на Рис. 2.3, можно расположить таким образом, что из них формируется паттерн,

показанный на Рис. 2.5. Этот паттерн состоит из неравносторонних шестиуголь-
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𝐷3𝑑 𝐶2ℎ

Рис. 2.5: Усредненная по спину локальная плотность состояний в обратном про-
странстве. Расчет приведен для состояний долинного мультиплета основного уров-
ня размерного квантования в зоне проводимости в нанопроволоках с симметрией
𝐷3𝑑 (слева) и 𝐶2ℎ (справа), диаметр которых 𝐷 = 3 нм. Плоскость (111) проходит
через точку 𝑘0, проекции волновых векторов 𝐿 долин на ней отмечены «×» и «o».
Для каждой пары состояний указаны симметрия, долинная композиция или доля
плотности, локализованная вблизи долины 𝐿0.

ников, на гранях которых расположены проекции долин 𝐿1,2,3, а долина 𝐿0 про-

ецируется в центр правильных шестиугольников. Цвет шестиугольников выбран

в соответствии с Рис. 2.3 для наглядности.

В качестве примера на Рис. 2.5 показаны усредненные по спину локальные

плотности в обратном пространстве 𝑛𝑠
𝑘𝑧
(𝜅) для пар состояний долинного муль-

типлета основного уровня размерного квантования в зоне проводимости в нано-

проволоках с диаметром 𝐷 = 3 нм и симметрией 𝐷3𝑑 (слева) и 𝐶2ℎ (справа). В

нанопроволоках с симметрией 𝐷3𝑑 пара состояний Γ−
5,6 ожидаемо не смешивает-

ся с состояниями Γ−
4 , о чем свидетельствует их практически нулевая локальная

плотность вблизи долины 𝐿0 (имеется небольшое < 1% подмешивание за счет со-

седних уровней размерного квантования). Остальные пары состояний Γ−
4 заметно

смешиваются между собой, что видно по распределению их плотности по доли-

нам. За счет анизотропии массы состояния из долины 𝐿0 расположены выше по
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энергии, поэтому без учета междолинного смешивания ожидалось бы увидеть па-

ру состояний, локализованных полностью вблизи долины 𝐿0. Вместо этого на Рис.

2.5 (слева) наблюдается одна пара состояний, локализованных в основном вблизи

𝐿0, и три пары состояний, локализованных в основном вблизи 𝐿1,2,3, что демон-

стрирует эффект междолинного смешивания. Локальная плотность в обратном

пространстве состояний в нанопроволоках с симметрией 𝐷3 устроена схожим об-

разом и здесь не приведена. В нанопроволоках с симметрией 𝐶2ℎ, Рис. 2.5 (справа),

помимо анизотропного расщепления, состояния из долин 𝐿1,3 обладают противо-

положной четностью, в результате в обратном пространстве отчетливо видны две

пары долинных состояний с разной четностью, которые не смешиваются между

собой. При этом для двух пар состояний из долин 𝐿0,2 справедливы те же рассуж-

дения, что и для нанопроволок с симметрией 𝐷3𝑑.

Расчет плотности состояний в обратном пространстве позволяет не только уста-

новить долинную композицию состояний, но и явно вычислить величину междо-

линного смешивания как долю состояния, локализованную вблизи продольной до-

лины 𝐿0. Эта величина, как и само долинное расщепление, сильно осциллирует

с изменением диаметра нанопроволоки, так как их реальный размер и структура

поверхности меняется дискретным образом при изменении диаметра цилиндра,

см. вставки на Рис. 2.3. Похожие осцилляции долинного расщепления наблюда-

лись также Si и SiGe квантовых ямах [13; 14] и в сферических квантовых точках

из PbS [25].

Результаты расчета долинного и анизотропного расщеплений и величина меж-

долинного смешивания в экстремумах зон приведены на левой части Рис. 2.6.

На каждом из графиков (a), (b) и (c) показаны энергии 𝐸 состояний долинного

мультиплета основного уровня размерного квантования относительно их средне-

го значения ⟨𝐸⟩ в цилиндрических нанопроволоках с симметрией 𝐷3𝑑, 𝐷3 и 𝐶2ℎ

в диапазоне диаметров от 2 до 7 нм. Диаметр нанопроволок, как и микроскопи-

ческая структура их поверхности, меняется дискретным образом, поэтому уровни

54



энергии изображены на графиках точками, соединенными линиями для наглядно-

сти. Цветом точек показана величина междолинного смешивания, определенная

как доля состояний в обратном пространстве, локализованная вблизи долины 𝐿0.

Наиболее ярко корреляция междолинного смешивания и величины долинного рас-

щепления наблюдается в нанопроволоках с симметрией 𝐶2ℎ, так как в них из-за

смены четности блоховских функций долины смешиваются попарно.

Рис. 2.6: Слева: долинные и анизотропные расщепления состояний долинного
мультиплета основного уровня размерного квантования в зоне проводимости в
нанопроволоках с симметрией 𝐷3𝑑 (a), 𝐷3 (b) и 𝐶2ℎ (c) как функции их диаметра.
Справа: константы 𝛼𝑘 линейного по волновому вектору (числу 𝑘𝑧) спинового рас-
щепления дублетов основного долинного мультиплета в нанопроволоках с симмет-
рией 𝐷3. Доля состояний, локализованная вблизи долины 𝐿0, на каждом графике
изображена цветом точек, точки соединены линиями для наглядности.

Как видно, энергии состояний основного долинного мультиплета достаточно

сильно осциллируют. Осцилляции вызваны долинным расщеплением, их амплиту-

да достигает сотен мэВ и пропорциональна величине междолинного смешивания,

характеризуемой долей состояний вблизи долины 𝐿0. Максимальная амплитуда

наблюдается в нанопроволоках с симметрией 𝐷3𝑑, а в нанопроволоках с симмет-
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рией 𝐷3 и 𝐶2ℎ она несколько подавлена. Верхняя по энергии пара состояний ло-

кализована преимущественно вблизи продольной долины 𝐿0 и отщеплена за счет

анизотропии массы.

2.3.3 Линейные по 𝑘 спиновые расщепления

Рис. 2.7: Спиновые расщепления состояний долинного мультиплета основного
уровня размерного квантования в зоне проводимости в нанопроволоке с симмет-
рией 𝐷3 и диаметром 4 нм. Классификация состояний приведена в соответствии
с их симметрией в точке экстремума 𝑘𝑧 = 0 относительно группы 𝐷3.

При отсутствии центра инверсии в нанопроволоках симметрия 𝐸↑(𝑘𝑧) = 𝐸↓(𝑘𝑧)

может нарушаться. Феноменологически расщепление вблизи точки экстремума

𝑘𝑧 = 0 должно быть линейно и описываться выражением

∆𝐸 = 𝐸↑(𝑘𝑧)− 𝐸↓(𝑘𝑧) = 𝛼(1)𝑘𝑧 + 𝛼(2)𝑘2𝑧 + . . . . (2.19)

Возникает вопрос, чему равны константы 𝛼 в разложении.

Для ответа на него в работе [A2] были рассчитаны константы 𝛼
(1)
𝑆 для каж-

дого дублета 𝑆 = Γ4,Γ5,6 спиновых состояний долинного мультиплета основного

уровня размерного квантования в нанопроволоках с симметрией 𝐷3. Результаты

расчета для состояний из зоны проводимости приведены на правой части Рис. 2.6.

Каждый из графиков (a)–(d) соответствует одной паре состояний, а константы ли-

нейного расщепления 𝛼𝑆(𝐷) показаны точками. Цвет точек, как и на левой части
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Рис. 2.6, показывает долю состояний, локализованных вблизи долины 𝐿0. В отли-

чие от долинных расщеплений, такой явной корреляции между величиной 𝛼𝑆(𝐷)

и междолинным смешиванием не наблюдается, однако константы 𝛼𝑆(𝐷) мини-

мальны для состояний из продольной долины (график d) и достигают величины

1 эВ·Å для пары состояний Γ5,6, полностью локализованных вблизи долин 𝐿1,2,3.

Такие большие значения расщепления объясняются релятивистской природой ато-

мов свинца, константа спин-орбитального расщепления на которых ∆Pb = 2.38 эВ

(на атомах селена ∆Se = 0.42 эВ). Осцилляции спиновых расщеплений связаны с

изменениями микроскопической структуры поверхности нанопроволок.

Для иллюстрации спинового расщепления на Рис. 2.7 показана дисперсия со-

стояний основного долинного мультиплета в зоне проводимости в нанопроволоке

с диаметром 𝐷 = 4 нм вблизи точки экстремума. Помимо спиновых расщеплений

здесь также видно, что верхняя по энергии пара состояний обладает большей эф-

фективной массой. Это связано с тем, что оно локализовано в основном вблизи

продольной долины 𝐿0, которая обладает более тяжелой массой вдоль оси нано-

проволоки [111] и более легкой — в поперечных направлениях.

2.4 Ограненные нанопроволоки [110]

В последнем разделе данной главы рассмотрены ограненные нанопроволоки, ось

которых направлена вдоль [110] [A3]. Выбор направления [110] обусловлен тем,

что в них пары 𝐿 долин проецируются в неэквивалентные точки одномерной зоны

Бриллюэна, в результате чего структура междолинного смешивания в них устро-

ена значительно проще, чем в случае [111] или [001] нанопроволок. Кроме того,

согласно теоретическим [105; 106] и экспериментальным [22] данным, именно огра-

ненная форма является наиболее реалистичной для большинства наноструктур из

халькогенидов свинца. Поэтому важным является вопрос зависимости долинного

расщепления от формы сечения нанопроволок, а также влияние релаксации, пас-

сивации и поверхностных дефектов.
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2.4.1 Микроскопическая структура нанопроволок

В направлении [110] вектор трансляции нанопроволок совпадает с вектором пря-

мой решетки (1.6)

𝑡 = 𝑎2 =
𝑎0
2
(1, 1, 0) , (2.20)

а вектор обратной решетки и длина одномерной зоны Бриллюэна равны

𝑏𝑘 =
2𝜋

𝑎0
(1, 1, 0) , |𝑏𝑘| = 𝑏𝑘 =

4𝜋√
2𝑎0

. (2.21)

Проекции волновых векторов 𝑘0,𝑘1 (1.8) на ось [110] равны 𝑏𝑘/2 и −𝑏𝑘/2. Векторы
𝑘2,𝑘3 — перпендикулярны к оси [110] и проецируются в 0 (Γ точка). Это приводит к

тому, что дисперсия в таких нанопроволоках имеет два экстремума [19], а долинное

смешивание в каждом из них описывается гамильтонианом 2× 2

𝐻VM =

(︂
𝐸𝜇 𝑀𝜇,𝜈

𝑀*
𝜇,𝜈 𝐸𝜇

)︂
, 𝜇, 𝜈 = 0, 1 или 2, 3 . (2.22)

Здесь 𝐸𝜇 = 𝐸𝜈 , так как долины 𝑘0,𝑘1 расположены под одинаковым углом к

оси [110], а 𝑘2,𝑘3 — ей перпендикулярны. 𝑀𝜇,𝜈 описывает матричный элемент

междолинного смешивания и связан с величиной долинного расщепления ∆𝐸𝜇,𝜈 =

2|𝑀𝜇,𝜈 |.
В работе [A3] для задания геометрии нанопроволок использовано четыре це-

лых числа 𝑁,𝑀, 𝑑𝑁1, 𝑑𝑁2. Размер элементарной ячейки нанопроволоки задается

числом атомных плоскостей (2𝑁 + 2 + 𝑑𝑁1) × (2𝑁 + 1 + 𝑑𝑁2) вдоль кристалло-

графических направлений [1̄10] и [001]. Форма сечения контролируется числом

𝑀 , 0 ≤ 𝑀 ≤ 𝑁 , атомных плоскостей, которые «срезаются» вдоль направлений

[11̄1] и [1̄11] с углов получающегося прямоугольника. Схематически построение

элементарной ячейки нанопроволоки с 𝑁 = 2 показано на Рис. 2.8 слева. Крас-

ная, фиолетовая и синяя области на рисунке соответствуют микроскопической

структуре элементарных ячеек с 𝑀 = 0, 𝑀 = 1 и 𝑀 = 𝑁 = 2. В результате тако-

го построения форма сечения нанопроволок меняется от прямоугольной (𝑀 = 0)

до ромбической (𝑀 = 𝑁), при этом, в отличие от цилиндрических, структура

58



[1̄10]

[001] [1̄11][11̄1]

Pb

Se

M = 0

M = 1

M = 2
[110]

типы нанопроволок и их симметрия

I,Ia II III IV

x x
x x

𝐷2ℎ 𝐶2𝑣 𝐶2𝑣 𝐶2ℎ

𝑑𝑁1,2 = 1, 0 0, 0 1, 1 0, 1

Рис. 2.8: Слева: вид вдоль направления [110] на элементарную ячейки нанопрово-
локи II-го типа с параметром 𝑁 = 2. Форма элементарных ячеек с параметрами
𝑀 = 0, 1, 2 схематически обозначена красным, фиолетовым и синим многоуголь-
никами. Серая область в центре выделяет центральную ячейку нанопроволоки —
нанопроволоки минимального размера с заданной симметрией. Красная, зеленая
и синяя стрелки показывают направление кристаллографических осей 𝑥𝑦𝑧. Спра-
ва: четыре типа центральных ячеек нанопроволок, их симметрия, параметры 𝑑𝑁
и точка ×, указывающая на катион, расположенный в начале кристаллографиче-
ских координат.

их поверхности четко определена и ограничена комбинацией атомных плоскостей

{110}, {100} (прямоугольное сечение) и {111} (ромбическое сечение). Не смотря

на то, что грани {110} и {100} у халькогенидов свинца являются химически более
стабильными [105; 106], полярные грани {111} также присутствуют в реальных

структурах, где они могут быть пассивированы различными лигандами [24; 34;

107]. Этот же факт позволяет пренебречь возникающим встроенным электриче-

ским полем в расчете.

Для исследования эффекта понижения симметрии [25] в диссертации рассмот-

рены четыре типа нанопроволок: один с симметрией 𝐷2ℎ (I и Ia — с катионом и

анионом в центре), два — с 𝐶2𝑣 (II, III) и один — с 𝐶2ℎ (IV). Симметрия нано-

проволоки задается числами 𝑑𝑁1, 𝑑𝑁2 = 0, 1 дополнительных атомных слоев эле-

ментарной (центральной) ячейки вдоль направлений [1̄10] и [001], как показано

на Рис. 2.8 справа. Первый тип нанопроволок обладает максимально возможной в

направлении [110] симметрией, но содержит разное число катионов и анионов. На-
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нопроволоки с симметрией 𝐶2𝑣 отличаются друг от друга размером и ориентацией

поворотной оси 𝐶2, а пространственная группа нанопроволок IV типа с точеч-

ной симметрией 𝐶2ℎ является несимморфной, что приводит к дополнительному

вырождению состояний для одной из пары долин. Более подробно этот случай

рассмотрен в подразделе 2.4.4.

2.4.2 Зависимость долинных расщеплений от формы по-

верхности

В каждом из двух экстремумов, долины 𝐿0,1 и 𝐿2,3, нанопроволок с осью [110]

нет анизотропного расщепления, поэтому уровни размерного квантования доста-

точно хорошо определены. Как и в случае [111] нанопроволок 2.3, в диссертации

рассматривается только основной уровень размерного квантования в точках экс-

тремума.
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Рис. 2.9: Энергия долинных расщеплений основного мультиплета в зоне прово-
димости, образованного состояниями из долин 𝐿0, 𝐿1 (слева) и 𝐿2, 𝐿3 (справа), в
нанопроволоках типа Ia как функция формы сечения нанопроволоки (параметра
𝑀) и ее размера (параметр 𝑁). Линии соединяют значения расщеплений в на-
нопроволоках с фиксированным параметром 𝑀 , каждая такая линия начинается
при 𝑁 = 𝑀 и ее начало обозначено соответствующим маркером. Для удобства
восприятия каждая линия имеет уникальную комбинацию пунктира и цвета. На
вставках показаны те же расщепления, но для валентной зоны.

Величина расщеплений состояний долинных мультиплетов 𝐿0, 𝐿1 основного

уровня размерного квантования в нанопроволоках с симметрией 𝐷2ℎ, центриро-
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ванных на анионе (тип Ia), изображена на Рис. 2.9 слева. На основном графике

показаны величины расщеплений в зоне проводимости, на вставке — в валентной

зоне. Величины расщеплений показаны ломаными линиями разного цвета и стиля,

которые соответствуют фиксированному 𝑀 , и построены как функция числа 𝑁 .

Начало каждой линии в точке𝑁 =𝑀 (так как𝑀 ≤ 𝑁) отмечено маркером, допол-

нительно показаны две линии 𝑀 = 0 (сплошная красная) и 𝑀 = 𝑁 (прерывистая

синяя), которые соединяют маркеры. Такая сложная схема построения графиков

показывает две вещи: i) зависимость долинного расщепления от поперечного раз-

мера сечения нанопроволоки, которое определяется числом 𝑁 и ii) зависимость

долинного расщепления от формы сечения, задающейся числом 𝑀 — для каждо-

го заданного 𝑁 . Справа на Рис. 2.9 изображено то же самое, но для мультиплетов

из долин 𝐿2, 𝐿3. Видно, что характер зависимости долинного расщепления от раз-

мера и формы нанопроволок (чисел 𝑁,𝑀) для этих двух мультиплетов одинаков.

Диапазон представленных на Рис. 2.9 значений параметра 2 ≤ 𝑁 ≤ 9 соответ-

ствует диапазону размеров сечения прямоугольных нанопроволок в пределах от

13× 12 Å до 43× 55 Å вдоль осей [1̄10] и [001].

Схожую зависимость расщеплений от размера и формы сечения нанопрово-

локи этих двух долинных мультиплетов можно объяснить тем, что в матричном

элементе 𝑀𝜇,𝜈 =
⟨
Ψ𝜇

⃒⃒⃒
𝐻̂VM

⃒⃒⃒
Ψ𝜈

⟩
, который пропорционален сумме интегралов по

примитивным ячейкам
∑︀

𝑛 e
−i(𝑘𝜇−𝑘𝜈)𝑟𝑛|Ψ(𝑟𝑛)|2

⟨
𝑢𝜇

⃒⃒⃒
𝐻̂VM

⃒⃒⃒
𝑢𝜈

⟩
[25], а разности фаз

e−i(𝑘0−𝑘1)𝑛𝑛 и e−i(𝑘2−𝑘3)𝑅𝑛 одинаковы в узлах решетки Браве.

Максимальные значения долинного расщепления ∆𝐸 = 2|𝑀 |2 достигаются в

прямоугольных нанопроволоках, ограниченных гранями {110} и {100}, и затухают
как 1/𝑁2 с увеличением их размера, в то время как ширина запрещенной зоны за-

висит от 𝑁 как ≈ 1/𝑁 , что хорошо согласуется с результатами, полученными для

цилиндрических нанопроволок, представленных на Рис. 2.4 и 2.6. Интересен так-

же тот факт, что при заданном 𝑁 нанопроволоки с ромбической формой сечения

(большие 𝑀) обладают большей шириной запрещенной зоны, чем прямоугольные
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(малые 𝑀), так как их элементарная ячейка содержит меньше атомов и их эф-

фективный диаметр меньше. При этом величина долинного расщепления в них

меньше, чем в прямоугольных, что говорит о значительном подавлении междо-

линного рассеяния на гранях {111} и, наоборот, об эффективности междолинного
рассеяния на гранях {100}.
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Рис. 2.10: Расщепления долинных мультиплетов 𝐿0, 𝐿1 (слева) и 𝐿2, 𝐿3 (справа)
основного уровня размерного квантования в зоне проводимости нанопроволок ти-
па I, II и III с параметром 𝑁 = 5 как функция формы сечения 𝑀 = 0, 1, . . . , 5.
Элементарные ячейки соответствующих нанопроволок (тип I) для наглядности
показаны между графиков. Для нанопроволок типа IV на правом графике вместо
энергии долинного расщепления показано относительное подмешивание долинных
состояний (∆𝜌2 +∆𝜌3)/2 (правая шкала в %).

На Рис. 2.10 показана зависимость долинного расщепления не только от фор-

мы, но и от типа центральной ячейки. Слева показаны величины расщепления

состояний основного долинного мультиплета 𝐿0, 𝐿1 в зоне проводимости, справа

— состояний мультиплета 𝐿2, 𝐿3. Здесь приведены результаты расчета нанопро-

волок с 𝑁 = 5, соответствующему размеру их поперечного сечения 25 × 30 Å.

Основной результат состоит в том, что характер долинных расщеплений во всех

типах рассмотренных нанопроволок очень похож: максимальные значения долин-

ного расщепления достигаются в прямоугольных нанопроволоках, а минимальные

— в ромбических. При этом абсолютный максимум достигается в наиболее симмет-

ричных нанопроволоках с точечной группой 𝐷2ℎ, особенно если они центрированы
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на катионе. Существенная разница в величине долинных расщеплений мультипле-

тов 𝐿0, 𝐿1 и 𝐿2, 𝐿3 объясняется тем, что долины 𝐿0, 𝐿1 расположены под углом к

оси [110], в то время как 𝐿2, 𝐿3 ей перпендикулярны и, соответственно, обладают

большей эффективной массой в поперечных направлениях.

Рассмотрим теперь подробнее нанопроволоки IV типа. В них состояния долин-

ного мультиплета 𝐿2, 𝐿3 расщепляются из-за взаимодействия с соседними уровня-

ми размерного квантования. Дело в том, что центр инверсии в них расположен

между атомов, см. Рис. 2.8. Это приводит к тому, что блоховские функции в до-

линах 𝐿2 и 𝐿3 имеют разную четность, и состояния в них не могут смешиваться

напрямую. Поэтому вместо величины долинного расщепления на Рис 2.10 в правой

колонке правого графика изображена усредненная по двум дублетам доля подме-

шивания состояний соседнего уровня размерного квантования из другой долины.

Доля подмешивания для каждого из дублетов вычисляется как

∆𝜌2(3) =
𝜌2(3)
𝜌2 + 𝜌3

, (2.23)

где 𝜌2, 𝜌3 — доля состояния, локализованная вблизи соответствующей долины

𝐿2, 𝐿3. Величина подмешивания имеет точно такую же зависимость от формы

сечения и размера нанопроволок, как долинные расщепления в случае других

рассмотренных типов нанопроволок I, Ia, II и III.

Для демонстрации того, что к основному уровню размерного квантования под-

мешивается именно соседний уровень, на Рис. 2.11 показан расчет локальной плот-

ности состояний в обратном пространстве для нескольких таких дублетов. На Рис.

2.11a) показано подмешивание долины 𝐿3 к 𝐿2 в прямоугольной нанопроволоке с

𝑁 = 5,𝑀 = 0, На Рис. 2.11b) показано подмешивание 𝐿2 к 𝐿3 в той же нанопрово-

локе: видно, что состояния вблизи долины 𝐿2 имеют два максимума вместо одного,

что свидетельствует о смешивании разных уровней размерного квантования. На

Рис. 2.11c) показан тот же расчет, но в ромбической нанопроволоке 𝑁 = 𝑀 = 5,

где междолинное смешивание практически отсутствует.
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Рис. 2.11: Локальная плотность в обратном пространстве состояний основного до-
линного мультиплета 𝐿2, 𝐿3 в зоне проводимости в нанопроволоках типа IV с па-
раметром 𝑁 = 5 и 𝑀 = 0, 𝑁 . (a) Подмешивание долины 𝐿2 к 𝐿3 в прямоугольной
нанопроволоке с 𝑀 = 0, (b) подмешивание долины 𝐿3 к 𝐿2 и (c) — то же, но в
ромбической нанопроволоке с 𝑀 = 5. Красными и зелеными кругами выделена
область интегрирования для доли 𝜌2, 𝜌3 состояний вблизи долин 𝐿2 и 𝐿3.

2.4.3 Влияние возмущений поверхности

С практической точки зрения важным является вопрос устойчивости величины

долинного расщепления к возмущениям поверхности, так как в эксперименте есте-

ственно ожидать, что поверхность нанопроволок не будет идеальной. Для ответа

на него в работе [A3] было рассмотрено три основных механизма нарушения струк-

туры поверхности нанопроволок: пассивация полярных граней {111}, протяжен-
ные поверхностные дефекты (атомные дефекты элементарных ячеек) и релакса-

ция поверхностных атомов к теоретическим положениям равновесия.

Результаты расчета приведены на Рис. 2.12. В качестве примера здесь пока-

заны изменения долинных расщеплений мультиплета 𝐿0, 𝐿1 при возмущении по-

верхности только для нанопроволок типа Ia с 𝑁 = 5 в зоне проводимости, так

как в валентной зоне и в других рассмотренных в этом разделе нанопроволоках

наблюдается схожая тенденция.

В самой левой колонке с индексом (0) (идеальная нанопроволока) приведены

те же энергии, что на Рис. 2.10. Во второй колонке (S) приведены долинные рас-

щепления с учетом смещения трех слоев поверхностных атомов к положениям

равновесия. Плавные линии, соединяющие колонки (0) и (S), показывают измене-

ние величины долинных расщеплений при плавном смещении атомов. Геометрия
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Рис. 2.12: Влияние сдвига (S) поверхностных атомов к равновесному положению
(при плавном включении релаксации), (A/R) добавления/удаления одного атома
на поверхность элементарной ячейки, (P) пассивации полярных граней {111} на
поверхности нанопроволоки. В левой колонке (0) приведены величины расщеп-
лений в идеальной нанопроволоке. Иллюстрация соответствующего возмущения
поверхности приведена внизу каждой колонки. Все данные приведены для долин-
ного расщепления в зоне проводимости в нанопроволоках типа Ia с центром на
анионе и параметром 𝑁 = 5.

равновесных положений атомов была задана в соответствии с работами [106; 108],

изменение параметров перекрытия в гамильтониане сильной связи было учтено

в соответствии с квадратичным законом Харрисона [26; 109]. Третья (A) и чет-

вертая (R) колонки показывают величины долинных расщеплений, усредненные

по всем конфигурациям дефекта при добавлении и удалении одного атома с по-

верхности элементарной ячейки нанопроволоки, вертикальными линиями показан

разброс значений. Такой дефект элементарной ячейки соответствует протяженно-

му атомному дефекту поверхности нанопроволоки и моделирует неидеальность ее

атомной структуры. В правой колонке (P) приведен расчет долинных расщепле-

ний с учетом пассивации полярных граней {111}. Пассивация была учтена путем
смягчения потенциала на границе — к граням {111} был добавлен дополнитель-

ный атомный слой того же материала, но со сдвигом энергий орбиталей на ±4 эВ
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[25; 110] в зависимости знака энергии.

Устойчивость долинных расщеплений к незначительным возмущениям поверх-

ности и поверхностным дефектам позволяет сделать вывод о том, что долинные

расщепления в нанопроволоках и других наноструктурах из халькогенидов свин-

ца зависят в основном от формы поверхности, которую можно контролировать в

эксперименте. Второй немаловажный фактор, влияющий на величину долинных

расщеплений, — это точечная симметрия.

2.4.4 Симметрийный нанопроволок с несимморфной про-

странственной группой

Симметрийный анализ нанопроволок с точечными группами 𝐷2ℎ (I, Ia) и 𝐶2𝑣 (II,

III) тривиален, так как в каждой из этих групп имеется только одно двумерное

спинорное представление Γ
(±)
5 , базис которого образуют электронные и дырочные

состояния в точке экстремума.

Более сложно устроена симметрия нанопроволок IV типа с точечной группой

𝐶2ℎ. В них пространственная группа является несимморфной и центр инверсии

расположен между атомов, см. Рис. 2.8. Это приводит к тому, что в них долинный

мультиплет 𝐿0, 𝐿1 оказывается четырехкратно вырожден, а состояния из мульти-

плета 𝐿2, 𝐿3 смешиваются с соседними уровнями размерного квантования из-за

смены четности блоховской функции в долине 𝐿2.

В группе 𝐶2ℎ имеется два класса проективных представлений: 𝐾0, содержа-

щий в себе одномерные векторные Γ±
1,2 и спинорные Γ±

3,4 представления, и 𝐾1,

содержащий одно двумерное представление 𝑃 (1) [75]. Пространственная группа

нанопроволоках IV типа задается факторгруппой по подгруппе трансляций{︂
𝑒, 𝑎 =

(︂
𝐶𝑧

2 ,
𝑡

2

)︂
, 𝑏 = (𝜎𝑧

ℎ,0) , 𝑎𝑏 =

(︂
𝑖,
𝑡

2

)︂}︂
, (2.24)

где ось 𝑧 ‖ [110], 𝑡 = 𝑎2 и центр инверсии 𝑖 расположен в точке 𝑎0(−1, 1, 2)/8 в кри-

сталлографической системе координат (катион, расположенный в точке (0, 0, 0)

показан на Рис. 2.8 символом ×). Долины 𝐿2, 𝐿3 проецируются в Γ точку одно-
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мерной зоны Бриллюэна, поэтому состояния в них принадлежат классу𝐾0 и могут

быть классифицированы в соответствии с таблицами Костера [78]. Состояния из

долин 𝐿0, 𝐿1 принадлежат к классу 𝐾1 и, соответственно, преобразуются по двух-

мерному представлению 𝑃 (1). При 𝑘 = 𝑘0 или 𝑘 = 𝑘1 (1.8) факторсистема

𝜔𝑘(𝑔1, 𝑔2) = ei(𝑘−𝑅−1
1 𝑘)𝜏2 (2.25)

принимает стандартный для класса 𝐾1 вид [75]

𝜔𝑘0(1)
(𝑎𝑘𝑏𝑝, 𝑎𝑘

′
𝑏𝑝

′
) = (−1)𝑝𝑘

′
, (2.26)

где 𝑎, 𝑏 — элементы симметрии (2.24), а 𝑝, 𝑝′ и 𝑘, 𝑘′ — целые числа. Так как все

несобственные векторы трансляций 𝜏 ‖ [110], то факторсистема зависит только от

проекции 𝑘 на ось нанопроволоки.

Симметрия к инверсии времени проверяется с помощью критерия Херринга

[111], который записывается в виде условия

1

ℎ

∑︁
𝑔∈𝐺/𝑇

𝜒(𝑔2) =

⎧⎨⎩
𝐾2, (𝑎)
0, (𝑏)

−𝐾2, (𝑐)
(2.27)

и позволяет установить связь между 𝜓 и 𝑇𝜓. Здесь 𝑇 — оператор инверсии вре-

мени, величина 𝐾2 определяется соотношением 𝑇 2 = 𝐾2 и равна −1 для спиноров

[75]. Всего имеется три варианта связи 𝜓 и 𝑇𝜓: (a) они линейно зависимы, (b) они

линейно независимы и преобразуются по сопряженным или (c) эквивалентным

представлениям. В случаях (b) и (c) инверсия времени приводит к дополнитель-

ному вырождению состояний. Так как факторсистема в долинах 𝐿0, 𝐿1 имеет стан-

дартный вид (2.26), то сумму по группе (2.27) можно вычислить явно, используя

стандартный вид матриц генераторов 𝑎 = 𝜎𝑧, 𝑏 = 𝜎𝑥 представления 𝑃
(1) [75]

2 + Tr(𝜎2
𝑧) + Tr(𝜎2

𝑥)− Tr(𝜎2
𝑦)

4
= 1 = −𝐾2 . (2.28)

Таким образом, в нанопроволоках типа IV реализуется случай (𝑐), то есть долин-

ные мультиплеты 𝐿0, 𝐿1 оказываются вырождены.
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2.5 Краткие итоги

В главе 2 получены следующие конкретные результаты:

� Показано, что в нанопроволоках без центра инверсии могут наблюдаться ги-

гантские, линейные по волновому вектору спиновые расщепления, константы

которых достигают единиц эВ·Å.

� Показано, что долинные расщепления в нанопроволоках из селенида свинца

могут достигать сотен мэВ, зависят от точечной симметрии и контролируют-

ся формой поверхности нанопроволок. Также показано, что долинные рас-

щепления устойчивы к небольшим возмущениям поверхности нанопроволок.
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Глава 3

Квантовые точки из PbS

Третья глава посвящена моделированию квантовых точек из сульфида свинца

PbS методом сильной связи. В первой части главы приведен краткий обзор совре-

менного состояния исследования квантовых точек из PbX, X––S, Se, Te. Во втором

разделе описана микроскопическая структура моделируемых квантовых точек с

огранкой. В третьем разделе представлены результаты расчета электронных и

дырочных состояний и долинных расщеплений в зависимости от размера и фор-

мы квантовых точек. Четвертый раздел посвящен расчету экситонных состояний.

В нем описаны используемые применительно к квантовым точкам приближения,

а также проанализирован относительный вклад обменного кулоновского взаимо-

действия и междолинного смешивания в тонкую структуру экситона, также пред-

ставлено сравнение с экспериментом. Последний раздел посвящен моделированию

тонкой структуры экситона в магнитном поле, в нем представлена модель кван-

товых точек с дефектами.

3.1 Введение

Квантовые точки (КТ) из халькогенидов свинца обладают энергией пика фото-

люминесценции, перестраиваемой в широком диапазоне инфракрасной области

спектра. Это делает их крайне перспективными для целого ряда практических

приложений, начиная от визуализации биологических тканей [112; 113] до созда-
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ния классических и квантовых источников света, работающих на телекоммуника-

ционных длинах волн [9; 114].

При этом на сегодняшний день имеется ряд фундаментальных вопросов, каса-

ющихся тонкой структуры основного экситонного состояния в КТ из PbX. Напри-

мер, активно обсуждается причина гигантского Стоксова сдвига [34; 115–117], их

равновесная форма поверхности [106; 118] и роль точечных дефектов [119]. Также

стоит отметить серию работ Алекса Цунгера и соавторов [20; 21], в которых была

исследована тонкая структура экситона в сферических КТ из PbSe методом псев-

допотенциала, и работу Канга и Вайза [103], где был рассчитан энергетический

спектр и константы кулоновского взаимодействия в КТ из PbX в рамках 𝑘 · 𝑝
теории.

В диссертации подробно исследуются эти и другие вопросы, касающиеся тон-

кой структуры экситона в квантовых точках из халькогенидов свинца. Одним из

важнейших результатов является систематический расчет с использованием со-

временного варианта метода сильной связи [25] величин энергии размерного кван-

тования и долинного расщепления в зависимости от формы и размера квантовых

точек, а также уровней тонкой структуры экситона. Другой важный результат,

полученный в диссертации и описанию которого посвящена глава 4, — это модель

тонкой структуры экситона в КТ из PbX. Она построена в рамках метода эффек-

тивной массы с использованием теории представлений групп и учитывает междо-

линное смешивание, а также внутри- и междолинный обмен. Эта модель позволила

рассчитать константы кулоновского взаимодействия и объяснить наблюдающуюся

в расчете и эксперименте необычную структуру экситонных спектров.

3.2 Микроскопическая структура квантовых точек

В диссертации рассмотрены ограненные квантовые точки с реалистичными фор-

мами поверхности [24; 120–123]: куб, усеченный куб, кубоктаэдр, усеченный окта-

эдр и октаэдр, как показано на Рис. 3.1. Поверхность таких КТ ограничена атом-
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Рис. 3.1: Микроскопическая структура квантовых точек из PbS с параметром
𝑁 = 4 и 𝑀 = −4,−2, 0, 2, 4 (слева направо). Справа показана центральная ячейка
квантовой точки, соответствующая 𝑁 = 0 и обладающая симметрией 𝑇𝑑.

ными плоскостями с низкими индексами Миллера {001}, {110} и {111}. Как пока-
зано в литературе [106; 118], эти грани, за исключением {111}, образуют наиболее
стабильные и энергетически выгодные конфигурации поверхности халькогенидов

свинца. В вакууме грани {111} полярны и не стабильны [106] и, как следствие,

подвергаются реконструкции. Однако они встречаются в реалистичных системах,

где могут быть пассивированы или стабилизированы, например, пассивирующими

лигандами в коллоидных растворах [24; 107] или в квантовых точках со структу-

рой ядро/оболочка [114; 124]. Более того, как было показано в работах [A4; 125], в

КТ из PbX со структурой ядро/оболочка PbX/CdX именно грани {111} могут об-
ладать идеальным, эпитаксиальным интерфейсом с согласованными постоянными

решетки.

В диссертации исследованы квантовые точки с переменной формой поверх-

ности, меняющейся от кубической до октаэдрической с промежуточной формой

в виде кубоктаэдра, как показано на Рис. 3.1. Микроскопическая структура КТ

задается как набор атомов идеального кристалла, ограниченный атомными плос-

костями {001} и {111}, которые расположены на фиксированном друг от друга

расстоянии вдоль каждого из направлений ⟨001⟩ и ⟨111⟩. Расстояния между атом-
ными плоскостями равны

𝑑{001}(𝑁,𝑀) = 𝑎0

(︂
𝑁 +

1

2

)︂
, 𝑑{111}(𝑁,𝑀) = 𝑎0

2𝑁 −𝑀√
3

(3.1)

и задаются двумя целыми числами 𝑁 и 𝑀 , 𝑁 ≥ 0, |𝑀 | ≤ 𝑁 , которые определя-

ют размер и форму поверхности КТ. Процесс построения квантовой точки можно
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также описать следующим образом: i) подготавливается куб, состоящий из 2𝑁 +2

атомных плоскостей {001}, ii) вдоль его вершин «срезается» 𝑁+𝑀 атомных плос-

костей {111}. Число 𝑁 задает линейный размер куба (квантовой точки) и опреде-

ляет число атомных слоев {001}, которые добавляются к ядру КТ, состоящей из

двух атомных слоев и показанной на Рис. 3.1 справа. Число 𝑀 определяет форму

поверхности КТ: если𝑀 = −𝑁 , то срезается 0 атомных слоев, то есть КТ является

кубом. При 𝑀 = 0 срезается ровно 𝑁 атомных слоев и форма КТ является куб-

октаэдром, при 𝑀 = 𝑁 — октаэдром. Эти и промежуточные формы КТ показаны

на Рис. 3.1 слева. Вместо чисел 𝑁,𝑀 удобнее перейти к

𝜂 =
𝑀

𝑁
, 𝐷eff =

(︂
6𝑉QD
𝜋

)︂1/3

, (3.2)

которые описывают форму и размер КТ. Параметр 𝜂 = −1 соответствует кубиче-

ской форме КТ, 𝜂 = 0 — кубоктаэдрической, а 𝜂 = 1 — октаэдрической. Остальные

значения соответствуют промежуточным формам — усеченному кубу и усеченно-

му октаэдру. Эффективный диаметр 𝐷eff определен через объем КТ 𝑉QD, который

сложным образом зависит от 𝑁,𝑀 и прямо пропорционален числу атомов в КТ.

Указанная выше процедура построения квантовых точек приводит к тому, что

их точечная симметрия ограничена точечной симметрией центральной ячейки,

которая обладает группой 𝑇𝑑. Форма поверхности обладает кубической симмет-

рией. Отметим, что такой же тип центральной ячейки был рассмотрен ранее в

работе [25], но для сферических КТ. Для исследования междолинного смешива-

ния одного типа центральной ячейки достаточно, так как долинные расщепления

контролируются в основном формой поверхности, как было продемонстрировано

в разделе 2.4.2. Кроме того, симметрия 𝑇𝑑 гарантирует электронейтральность КТ,

тем самым позволяя исключить эффекты влияния встроенного электрического

поля. При этом группа 𝑇𝑑 изоморфна группе 𝑂 и отличается от точечной группы

объемного кристалла только отсутствием инверсии 𝑂ℎ = 𝑂 × 𝐶𝑖 = 𝑇𝑑 × 𝐶𝑖. Это

позволяет получить максимум информации из симметрийного анализа и обобщить

полученные результаты на случай группы 𝑂ℎ.
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3.3 Одночастичные состояния

В данном разделе описаны результаты расчета одночастичных состояний и долин-

ных расщеплений в ограненных КТ и PbS методом сильной связи.

3.3.1 Размерное квантование

При расчете электронных и дырочных состояний в квантовых точках не учиты-

вались эффекты пассивации и деформации поверхности. Во-первых, как было

показано в разделе 2.3 для ограненных нанопроволок, пассивация или релаксация

полярных граней слабо влияет на структуру и величину долинных расщеплений.

Во-вторых, в расчете предполагается [A4], что КТ из PbS встроены в диэлектри-

ческую матрицу CdS, которая, с одной стороны, стабилизирует полярные грани

{111}, а, с другой, с хорошей точностью моделируется вакуумом, так как ширина

запрещенной зоны объемного кристалла CdS почти вдвое больше ширины размер-

но квантованной запрещенной зоны даже в небольших КТ из PbS. Кроме того,

в расчете пренебрегается упругими деформациями в КТ из PbS, которые могут

быть вызваны рассогласованием постоянных решетки PbS и CdS, и возможным

нарушением симметрии КТ. Как было показано в работе [124], подобные дефор-

мации незначительно влияют на симметрию ядра из PbS в оболочке из CdS.

В квантовых точках из PbS с симметрией 𝑇𝑑 состояния долинного мультиплета

основного уровня размерного квантования образуют базис приводимого представ-

ления Γ6 ⊕ Γ7 ⊕ Γ8 и расщеплены на два дублета Γ6,Γ7 и один квадруплет Γ8, как

показано на Рис. 3.4a. Это следует непосредственно из симметрийного анализа,

приведенного в разделе 4.1.2. Более простое рассмотрение сводится к произве-

дению представления Γ1 ⊕ Γ5 группы 𝑇𝑑, по которому преобразуются волновые

векторы 𝐿 долин (1.8), и одному из спинорных — Γ6 или Γ7, так как в каждой

долине только два спина. В численном расчете выделить четырехкратно вырож-

денный уровень Γ8 очень просто, в то время как для классификации дублетов

необходим дополнительный симметрийный анализ. Поэтому наиболее естественно
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Рис. 3.2: Энергии основного уровня размерного квантования в ограненных кван-
товых точках из PbS как функция их эффективного диаметра. Цветными точ-
ками показан расчет методом сильной связи для значений параметра 𝜂 =
−1,−.5, 0, 0.5, 1, см. (3.2). Сплошными линиями показан расчет для сферических
квантовых точек в рамках изотропной 𝑘 · 𝑝 модели [103]. Справа снизу изображе-
на кубоктаэдрическая квантовая точка, задающейся параметрами 𝑁 = 8 и 𝑀 = 0
(𝐷eff ≃ 5.9 нм, 𝜂 = 0).

в расчете ассоциировать энергии размерного квантования 𝐸𝑐(𝑣) с энергией квад-

руплета 𝐸8, так как величина долинных расщеплений в КТ из PbS значительно

меньше. Это не единственный способ определения, однако он позволяет не вводить

дополнительных параметров для описания размерного квантования и долинного

расщепления.

Результаты расчета энергий размерного квантования 𝐸𝑐(𝑣) ≡ 𝐸
𝑐(𝑣)
8 в огранен-

ных КТ из PbS показаны на Рис. 3.2 в зависимости от их эффективного диаметра.

Точками, форма и цвет которых соответствует определенному параметру 𝜂 (фор-

ме КТ), показан расчет методом сильной связи, сплошными желтыми линиями —

аналогичный расчет для сферических КТ в рамках изотропной 𝑘 ·𝑝 модели [103].

Параметры 𝑘 · 𝑝 модели приведены в разделе 1.1.2 в (4.18) в атомных единицах.

Как видно из Рис. 3.2, энергия уровней размерного квантования в методе сильной
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связи неожиданно хорошо совпадает с 𝑘 · 𝑝 теорией и практически не зависит от

формы квантовой точки.

3.3.2 Долинные расщепления

По аналогии с энергией размерного квантования, долинные расщепления удобно

ассоциировать с разностями энергий дублетов 𝐸6, 𝐸7 и квадруплета 𝐸8

𝐸78 = 𝐸Γ7 − 𝐸Γ8 , 𝐸86 = 𝐸Γ8 − 𝐸Γ6 . (3.3)

Состояния, преобразующиеся по представлению Γ8, четырехкратно вырождены и

лежат вдали от соседних уровней размерного квантования, поэтому легко выделя-

ются в численном расчете. Для классификации дублетов по симметрии достаточно

рассмотреть зеркальный поворот 𝑆4𝑧 вокруг кристаллографической оси 𝑧 ‖ [001],

так как характеры представлений Γ6,Γ7 группы 𝑇𝑑 для него отличаются знаком

𝜒Γ6(𝑆4) = −𝜒Γ7(𝑆4) =
√
2. Знак долинных расщеплений выбран для удобства ви-

зуализации на Рис 3.3.

Результаты расчета долинных расщеплений 𝐸78 и 𝐸86 приведены на Рис. 3.3

для октаэдрических (𝜂 = 1), кубоктаэдрических (𝜂 = 0) и кубических (𝜂 = −1)

квантовых точек из PbS как функция эффективного диаметра 𝐷eff. Чтобы не

перегружать график, долинные расщепления в КТ с промежуточными форма-

ми −1 < 𝜂 < 1 не показаны, однако в них зависимость долинных расщепле-

ний от 𝐷eff устроена схожим образом и по модулю не превышает расщепления

в кубических КТ. Видно, долинные расщепления 𝐸78, 𝐸86 сильно зависят от фор-

мы поверхности и, за исключением кубических КТ, осциллируют с изменением

диаметра. Такие осцилляции связаны с изменением размера КТ на целое число

атомных слоев при изменении параметра 𝑁 . В КТ с промежуточными формами

(усеченный куб, усеченный октаэдр) они тоже есть, но не так явно выражены.

Полное отсутствие осцилляций в кубических КТ можно объяснить феноменоло-

гически. Действительно, ∀𝜇, 𝜈 фазовый множитель exp(i(𝑘𝜇,𝑧 − 𝑘𝜈,𝑧)𝑎0) = 1, где

𝑘𝜇,𝑧 — проекции волновых векторов 𝐿 долин (1.8) на ось [001], а постоянная ре-
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Рис. 3.3: Долинные расщепления 𝐸78 (слева) и 𝐸86 (справа) в валентной зоне (сни-
зу) и в зоне проводимости (сверху) в квантовых точках из PbS как функция их
эффективного диаметра. Красными, зелеными и синими точками, в соответствии
с Рис. 3.2, показаны расщепления в октаэдрических (𝜂 = 1), кубоктаэдрических
(𝜂 = 0) и кубических квантовых точек (𝜂 = −1).

шетки 𝑎0 = 𝑑{001}(𝑁 + 1,𝑀) − 𝑑{001}(𝑁,𝑀) соответствует изменению линейного

размера КТ вдоль [001] при увеличении числа 𝑁 на 1. Это означает, что при из-

менении 𝑁 фаза матричного элемента междолинного рассеяния в кубических КТ

не меняется.

Долинные расщепления достигают максимальных значений в кубических КТ,

поверхность которых состоит из граней {001}. В октаэдрических КТ долинные

расщепления, наоборот, подавлены, так как их поверхность состоит из граней

{111}, перпендикулярных 𝐿 долинам. Аналогичный результат был получен в раз-

деле 2.4.2 для нанопроволок. Более подробный аналитический анализ долинного

расщепления, как, например, в работах [14; 25; 126], здесь затруднен, так как тре-

бует аккуратного учета микроскопики и по сложности не сильно отличается от

диагонализации гамильтониана сильной связи.

Величины долинных расщеплений в квантовых точках из PbS достигают де-

76



сятков мэВ и затухают с ростом диаметра как ∼ 1/𝐷2 ÷ 1/𝐷3, в то время как

энергия размерного квантования 𝐸𝑐(𝑣)(𝐷) зависит от диаметра как ∼ 1/𝐷. Это

довольно важный с практической точки зрения результат, свидетельствующий о

том, энергию пика люминесценции и тонкую структуру экситона в них можно

контролировать независимо.

3.4 Тонкая структура экситона

Вторым наиболее значимым механизмом формирования тонкой структуры эксито-

на в квантовых точках из PbS является дальнодействующее обменное кулоновское

взаимодействие. В этом разделе изложены детали его расчета в методе сильной

связи и представлены результаты расчета.

3.4.1 Детали численной реализации

Для учета кулоновского взаимодействия электронов и дырок в методе сильной свя-

зи используется метод конфигурационного взаимодействия, основной формализм

которого изложен в разделе 1.2 первой главы. Ниже приведены детали расчета,

касающиеся непосредственно квантовых точек из PbS.

В диссертации для расчета матричных элементов кулоновского взаимодей-

ствия в КТ ⟨𝑝𝑞||𝑟𝑠⟩, см. (1.33) и (1.35), используется приближение независящей

от координат диэлектрической функции 𝜀(𝑟1, 𝑟2) = 𝜀bulk∞ ≡ 𝜀∞ = 19.2. Значение

𝜀∞ = 19.2 взято из работы [66] и соответствует экспериментальной интерполяции

показателя преломления в области высокочастотного (сантиметрового) излучения

до нулевой длины волны при температуре 77∘К. Такой подход использовался в ра-

боте [21] для расчета обменного расщепления в сферических КТ из PbSe методом

псевдопотенциала, а его обоснование приведено в работе [127]. В ней показано,

что изменение зарядовой плотности внутри квантовой точки при внесении в нее

точечного заряда практически совпадает с аналогичным откликом в объемном

кристалле. Использование приближения не зависящей от координат экраниров-

77



ки также приводит к хорошему согласию константы обменного взаимодействия,

рассчитанной в рамках методов сильной связи и 𝑘 · 𝑝 теории возмущений [103].

Отметим, что в литературе [128; 129] приводятся и другие значения 𝜀∞, варьирую-

щиеся от 17 до 19.5, которые также близки к 20 (в действительности более высокая

точность не нужна). В общем случае, особенно в расчетах из первых принципов,

выбор диэлектрической функции 𝜀(𝑟) в полупроводниках является сложной зада-

чей, которая активно обсуждаются в литературе [130].

При расчете вероятностей оптических переходов в КТ со структурой яд-

ро/оболочка из PbS эффекты диэлектрического контраста не учитываются,

несмотря на большую величину 𝜀 ≈ 20 в PbS. Учет диэлектрического контра-

ста при расчете оптических переходов в КТ важен в случае, если i) КТ встроена в

диэлектрическую матрицу и при этом важна роль туннельных хвостов волновых

функций [A5; A6], ii) необходимо вычислить абсолютную величину сечения погло-

щения или времени жизни iii) имеется сильная асимметрия зон или КТ заряжена,

и необходимо учитывать эффекты зарядов изображений. В КТ из PbS ни один из

этих случаев не реализуется: i) в КТ со структурой ядро/оболочка PbS/CdS, кото-

рые более подробно описаны в разделе 3.4.3, оболочка из широкозонной матрицы

CdS практически не влияет на состояния внутри нанокристалла, ii) в эксперимен-

те и в расчетах основное внимание уделено тонкой структуре экситона и форме

линии люминесценции 3.4.3, а не абсолютным значениям сечения поглощения, iii)

зонная структура в PbS вблизи 𝐿 долины в достаточной степени симметрична и

состояния в КТ локализованы вдали от поверхности, поэтому эффектами, связан-

ные диэлектрическим контрастом и зарядами изображениями, в расчете можно

пренебречь [131].

Кроме того, результаты расчета показывают, что энергии экситонных уровней,

получающиеся в результате диагонализации гамильтониана конфигурационного

взаимодействия
⟨
𝑖𝑎
⃒⃒⃒
𝐻̂
⃒⃒⃒
𝑗𝑏
⟩

= [𝜖𝑎 − 𝜖𝑖]𝛿𝑖𝑗𝛿𝑎𝑏 − ⟨𝑗𝑎||𝑖𝑏⟩, (1.31), быстро сходятся по

числу использованных в расчете базисных однократно возбужденных определи-
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телей |𝑖𝑎⟩ (1.30), то есть по числу электронных и дырочных состояний. Настолько
быстро, что достаточно учитывать только первые 8 состояний в каждой из зон,

относящиеся к основному уровню размерного квантования. Такая хорошая сходи-

мость обусловлена слабой энергией связи экситона в PbS, из-за чего в КТ реа-

лизуется режим сильного размерного квантования и кулоновское взаимодействие

можно считать небольшим возмущением. В результате гамильтониан конфигура-

ционного взаимодействия в КТ из PbS имеет размерность dim𝐻CI = 64 × 64 (8

одночастичных состояний в каждой зоне), и его диагонализация не представляет

собой технических трудностей. В то же время детальный анализ матрицы такой

размерности несколько затруднителен, поэтому для интерпретации результатов

расчета в КТ из PbS здесь используется эффективная модель тонкой структуры,

вывод которой приведен в главе 4.

3.4.2 Результаты расчета экситонных состояний

В методе эффективной массы [103] основной вклад в расщепление тонкой структу-

ры экситона в КТ из PbS вносит дальнодействующее обменное кулоновское взаи-

модействие, которое описывается одной константой 𝐾, уравнение (4.65), и опреде-

ляет величину расщепления светлых и темных экситонных уровней, как показано

на схеме 3.4b. В методе сильной связи, который автоматически учитывает анизо-

тропию массы, геометрию формы поверхности и долинные расщепления, тонкая

структура основного экситона устроена значительно сложнее. В КТ с симметрией

𝑇𝑑 экситонные состояния преобразуется как прямое произведение электронных и

дырочных представлений (Γ6⊕Γ7⊕Γ8)×(Γ6⊕Γ7⊕Γ8) = 3Γ1⊕3Γ2⊕5Γ3⊕8Γ4⊕8Γ5,

что в сумме дает 27 энергетических уровней, среди которых имеется 8 оптически

активных триплетов Γ5, при этом вырождение всех этих уровней полностью снято.

Поэтому в методе сильной связи невозможно, в отличие от долинного расщепле-

ния, непосредственно ассоциировать энергии или разности энергий этих уровней

с одной константой 𝐾.

Для расчета константы𝐾 необходима аналитическая модель тонкой структуры
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(b)

64× X

12× bright

52× dark

2K
3
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52× dark

8K
3

3×1Γ5

21× 7Γ5

24×8Γ4

10×5Γ3

3×3Γ2

3×3Γ1

exchange: intravalley intervalley + valley mixing

Рис. 3.4: (a) Схема формирования тонкой структуры основного экситонного состо-
яния в квантовых точках из PbS с точечной симметрией 𝑇𝑑 на основе классифика-
ции состояний по угловому моменту 𝐽 . 64 экситонных уровня условно разделяются
на 16 прямых (электрон и дырка локализованы в одной 𝐿 долине) и 48 непрямых
(электрон и дырка в разных 𝐿 долинах) состояния. В рамках изотропной 𝑘 ·𝑝 мо-
дели без учета долинного смешивания эти состояния расщепляются на состояния с
𝐽 = 0, 1. Учет долинного смешивания полностью снимает вырождение и приводит
к расщеплению состояний на уровни с симметрией 3Γ1⊕3Γ2⊕5Γ3⊕8Γ4⊕8Γ5, где два
из восьми оптически активных уровней Γ5 (выделены желтым цветом) образованы
прямыми экситонными состояниями, то есть когда электрон и дырка локализова-
ны вблизи одной 𝐿 долины. На вставке слева сверху показана схема расщепления
одночастичных состояний за счет междолинного смешивания. (b) Такая же схема,
полученная при последовательном учете внутридолинного и междолинного обмен-
ного взаимодействия и междолинного смешивания на границе квантовых точек.
Внутридолинное обменное взаимодействие отщепляет 4 триплета Γ5 на величи-
ну 2𝐾/3, где 𝐾 — константа обменного взаимодействия. Междолинное обменное
взаимодействие в рамках изотропной модели приводит к формированию «сверхъ-
яркого», симметричного по долинному индексу триплета, отщепленного на вели-
чину 8𝐾/3, так как ему переходит вся сила осциллятора остальных состояний,
в результате чего остальные триплеты Γ5 оказываются «темными» (дипольный
матричный элемент равен нулю). Последующий учет междолинного смешивания
приводит снятию вырождения и перераспределению силы осциллятора («просвет-
лению») между всеми триплетами с симметрией Γ5, при этом наибольшая сила
осциллятора, как правило, остается у верхнего по энергии триплета.
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Рис. 3.5: Сечения поглощения 𝜎𝛾(𝐸) с уширением 𝛾 = 2 мэВ, построенные для
двух кубоктаэдрических квантовых точек с 𝐷eff = 3.2 нм (слева) и 𝐷eff = 5.9
(справа). Сплошной синей линией показан расчет методом сильной связи, преры-
вистой черной — расчет в рамках расширенной 𝑘 · 𝑝 модели. Квантовые точки
изображены на вставках с соблюдением масштаба. Параметры (𝑁,𝑀) этих точек
равны соответственно (4, 0) и (8, 0).

экситона, которая изложена в главе 4. Модель содержит в себе девять парамет-

ров: шесть энергий одночастичных уровней 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8 (по три в каждой из зон),

константы прямого 𝐽 и дальнодействующего обменного 𝐾 кулоновского взаимо-

действия и параметр анизотропии 𝜂𝑃 . Параметр 𝜂𝑃 (4.92) феноменологически учи-

тывает анизотропию 𝑃𝑐𝑣 в 𝐿 долинах, однако расчет показывает, что наилучшим

приближением для всего набора рассмотренных КТ является полностью изотроп-

ное, 𝜂𝑃 = 1/3. По своему построению модель экситона не учитывает отклонение

формы поверхности КТ от сферической, микроскопическую структуру КТ, а так-

же кулоновское взаимодействие на соседних атомах (на масштабе постоянной ре-

шетки). Соответственно, точно воспроизвести энергии всех 27 уровней экситона

она не может. Не смотря на это, как показано в работе [A7], согласие результатов

расчета может быть очень хорошим. Этот факт позволил извлечь константы 𝐽 и

𝐾 непосредственно из атомистического расчета путем подгонки нормированного
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сечения поглощения

𝜎𝛾(𝐸) ∝
∑︁
𝑋

𝐹𝑋𝑔𝛾(𝐸 − 𝐸𝑋) . (3.4)

Здесь 𝐹𝑋 , 𝐸𝑋 — это силы осциллятора и энергии экситонных уровней, а 𝑔𝛾 — гаус-

сиан с уширением 𝛾 = 2 мэВ. Небольшое уширение было выбрано эмпирически

для разрешения нескольких пиков поглощения и сглаживания более тонких де-

талей структуры уровней. Пример таких спектров 𝜎𝛾(𝐸), рассчитанных методом

сильной связи и в рамках 𝑘 · 𝑝 модели, приведен на Рис. 3.5 для двух кубоктаэд-

рических КТ с диаметром 𝐷eff = 3.2 нм (слева) и 𝐷eff = 5.9 (справа). Как видно,

согласие амплитуды пиков не идеальное. В то же время положение пиков и форма

кривых с хорошей точностью совпадают. Похожее согласие спектров наблюдается

и для остальных рассмотренных в диссертации КТ.

Для более подробного сравнения спектров поглощения кубоктаэдрической КТ

с 𝐷eff ≈ 3.2 нм, изображенных на Рис. 3.5 слева, в таблице 3.1 приведены резуль-

таты расчета энергий экситонных уровней и сил осцилляторов в рамках метода

сильной связи и 𝑘·𝑝 модели с оптимизированными параметрами кулоновского вза-
имодействия 𝐽 и 𝐾. В первой и второй колонках таблицы 3.1 приведены энергии

экситонных уровней относительно энергии 𝐸 = 0.00 наиболее яркого, обладающе-

го максимальной силой осциллятора триплета. В третьей и четвертой колонках

приведены нормированные на 1 силы осцилляторов 𝑓𝑋 соответствующих уровней,

которые определяются как

𝑓𝑋 =
𝐹𝑋∑︀
𝑋′ 𝐹𝑋′

, 𝐹𝑋 =
1

𝐸𝑋

∑︁
𝑌 :𝐸𝑌 =𝐸𝑋

∑︁
𝜆=𝑥,𝑦,𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁

𝑖𝑎

𝑎𝑌𝑖𝑎 ⟨𝑖|𝑣𝜆|𝑎⟩
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

. (3.5)

Индекс 𝑌 пробегает по всем состояниям каждого спинового триплета и 𝜆— по всем

поляризациям. Как видно из таблицы 3.1, расщепления энергетических уровней и

их силы осцилляторов практически совпадают. При этом сила осциллятора эксито-

на по состояниям распределена не равномерно: среди восьми оптически активных

(по симметрии) триплетов Γ5 наибольшей «ярким» является один, на который

приходится больше половины суммарной силы осциллятора тонкой структуры. В
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Symmetry TB, meV 𝑘 · 𝑝, meV 𝑓𝑖, TB 𝑓𝑖, 𝑘 · 𝑝
Γ1 −44.16 −44.30

−31.36 −31.90
−2.73 −2.14

Γ2 −53.45 −54.25
−22.08 −22.36
−2.69 −2.57

Γ3 −31.03 −31.66
−25.19 −24.87
−21.60 −21.90
−3.30 −2.72
−2.86 −2.57

Γ4 −44.13 −44.41
−31.53 −32.03
−30.87 −31.74
−25.21 −24.96
−21.59 −22.01
−3.40 −2.84
−2.74 −2.57
−2.69 −2.35

Γ5 −52.74 −53.03 0.135 0.213
−30.98 −31.62 0.001 0.001
−25.14 −24.83 0.001 0.001
−22.08 −22.15 0.002 0.001
−20.48 −20.84 0.208 0.203
−3.31 −2.72 0.003 0.001
−2.74 −2.39 0.001 0.000
0.00 0.23 0.649 0.580

Таблица 3.1: Энергии экситонных уровней и нормированные силы осцилляторов
в кубоктаэдрической квантовой точке (𝑁 = 4,𝑀 = 0,𝐷eff ≈ 3.2 нм), рассчитанные
методом сильной связи и в рамках эффективной модели 4 с оптимизированными
параметрами 𝐽 = 59.8 и 𝐾 = 1.91 (мэВ). Энергии (мэВ) долинных расщеплений:
𝐸𝑐

7 − 𝐸𝑐
8 = −29.2, 𝐸𝑐

8 − 𝐸𝑐
6 = 19.5, 𝐸𝑣

7 − 𝐸𝑣
8 = 0.3, 𝐸𝑣

8 − 𝐸𝑣
6 = −22.4.
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Рис. 3.6: Константы прямого 𝐽 (слева) и обменного 𝐾 (справа) кулоновского
взаимодействия в квантовых точках из PbS, рассчитанные методом сильной связи
и в рамках 𝑘·𝑝 теории. Расчет методом сильной связи показан символами, форма и
цвет которых соответствует Рис. 3.3 и отображает форму квантовых точек. Расчет
в рамках метода эффективной массы показан сплошными желтым линиями.

работе [A7] такой триплет был назван «сверхъярким», так как он доминирует в

спектрах оптического поглощения КТ и проявляется в спектрах фотолюминес-

ценции уже при комнатной температуре. Причиной его формирования является

междолинное обменное кулоновское взаимодействие, в то время как сила осцилля-

тора остальных триплетов Γ8 обусловлена междолинным смешиванием состояний.

С ростом размера КТ роль междолинного смешивания уменьшается, что проявля-

ется в меньших амплитудах побочных пиков в КТ большего размера на Рис. 3.5.

Формирование «сверхъяркого» триплета, роль обмена и долинного расщепления

объясняются в разделе 4.2.4 в рамках 𝑘 · 𝑝 модели.

Для подгонки спектров константы 𝐽 и 𝐾 в нулевом приближении были рас-

считаны по формулам (4.53) и (4.65), затем их значения были оптимизированы

методом наименьших квадратов. Отметим, что константу 𝐽 с достаточной точ-

ностью можно также вычислить как сдвиг средней энергии экситона до и после

учета кулоновского взаимодействия. Результаты расчета констант прямого 𝐽 и об-

менного 𝐾 кулоновского взаимодействия методом сильной связи и в рамках 𝑘 · 𝑝
теории приведены на Рис. 3.6 как функция эффективного диаметра КТ из PbS.

Форма и цвет символов соответствуют Рис. 3.2 и 3.3 и отображают форму КТ.
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Аналитические кривые (желтые линии) рассчитаны в соответствии с (4.65), (4.53)

с параметрами (4.18), которые приведены в атомных единицах и получены путем

подгонки зонной структуры вблизи 𝐿 долин, см. раздел 1.1.2. Как видно, величи-

ны 𝐽 и𝐾 в методе сильной связи и 𝑘·𝑝 теории очень похожи, особенно в диапазоне
диаметров от 10 до 20 нм, где они практически совпадают. Кроме того, парамет-

ры кулоновского взаимодействия слабо зависят от формы поверхности квантовых

точек, так же как и энергии уровней размерного квантования 𝐸8, см. Рис. 3.2.

Небольшие осцилляции константы обменного расщепления 𝐾 и ее зависимость от

формы поверхности связаны с микроскопической структурой квантовых точек.

3.4.3 Сравнение с экспериментом

Тонкая структура экситона не может быть измерена на массиве квантовых точек

из PbS из-за слишком большого неоднородного уширения [132]. Поэтому в работе

[A4] результаты расчета были сопоставлены с экспериментом по фотолюминесцен-

ции (ФЛ) одиночных квантовых точек PbS/CdS со структурой ядро/оболочка.

В эксперименте исследовались спектры ФЛ одиночных квантовых точек со

структурой ядро/оболочка PbS/CdS с размером ядра порядка 3 нм, в диапазоне

температур от 4∘до 250∘К. Один из наиболее значимых результатов этой работы

приведен на Рис. 3.7, где показана температурная зависимость спектров ФЛ трех

разных КТ из PbS. Также здесь приведен пример электронных микрофотогра-

фий двух КТ в высоком разрешении. Как было отмечено ранее в разделе 3.3.1,

широкозонная матрица CdS (𝐸𝑔 ≈ 2.5 эВ) практически не влияет на спектр ядра

из PbS и поэтому не учитывается в расчете, так как наблюдаемая энергия пика

люминесценции составляет порядка 1 эВ.

В эксперименте [A4] КТ со структурой ядро/оболочка были получены мето-

дами коллоидной химии в два этапа: сначала выращивались КТ из PbS, затем

формировались их оболочки из CdS путем реакции ионного обмена. Размер ядер

по мере роста оболочки контролировался по положению ансамблевого пика фото-

люминесценции. Реакция ионного обмена прекращалась при достижении энергией

85



Рис. 3.7: (a,b,c) Температурная зависимость спектров фотолюминесценции трех
разных квантовых точек из PbS. Красными линиями показаны эксперимен-
тальные спектры, светло-синими — результат моделирования с учетом экситон-
фононного взаимодействия и без учета тонкой структуры экситона (симметричное
уширение), сплошными синими линиями — то же, но с учетом тонкой структуры
экситона (асимметричное уширение за счет заселения «сверхъяркого» триплетно-
го уровня, лежащего выше по энергии). (d) Пример микрофотографии одиночных
квантовых точек из PbS в оболочке CdS. Приблизительные границы ядра из PbS
выделены зеленым цветом. (e) КТ с 𝐷 ≈ 3.16 нм и 𝜂 = 0, моделирующая КТ-1,3.
Уровни тонкой структуры экситона показаны тонкими вертикальными линиями,
сила осцилляторов наиболее ярких триплетов показана красными линиями. Для
наглядности черной линией показан спектр поглощения с фиктивным уширением
𝛾 = 4 мэВ. (f) То же для КТ с 𝐷 ≈ 3.25 нм и 𝜂 = 0.6, моделирующей КТ-2.

пика порядка 1 эВ, в результате чего размер ядер из PbS составлял от 2 до 3 нм, а

толщина оболочки из CdS — около 3 нм. Для исследования спектров ФЛ кванто-

вые точки возбуждались титан-сапфировым лазером на длине волны 840 нм (1.48

эВ), значительно большей энергии пика ФЛ (1 ÷ 1.2 эВ). При низких темпера-

турах за счет быстрой релаксации фотовозбужденных носителей ФЛ происходит

от нижнего по энергии оптически активного спинового триплета, а ширина линии

составляет от 8 до 25 мэВ. Форма пика при низкой температуре имеет вид нулевой

фононной линии с боковой полосой и описывается феноменологической моделью

с учетом трех фононных мод. Такая модель достаточно хорошо описывает спек-

тры ФЛ квантовых точек при низких температурах, однако с ростом температуры
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форма спектра становится асимметричной: справа от пика люминесценции появ-

ляется плечо, которое эта модель описать не может.

Появление плеча в спектре ФЛ с ростом температуры обусловлено наличием

тонкой структуры экситонных состояний. Для того, чтобы это показать, были вы-

браны две модельные КТ с параметрами 𝑁 = 4,𝑀 = 0 (КТ-1,3) и 𝑁 = 5,𝑀 = 3

(КТ-2), в которых положение пика люминесценции похоже на наблюдающееся в

эксперименте. Расщепление тонкой структуры экситона, то есть расстояние меж-

ду верхним и нижним по энергии оптически активными триплетами, составляет в

них несколько десятков мэВ. Это соответствует сдвигу дополнительного гауссиана,

необходимого для описания наблюдающегося плеча в спектрах люминесценции,

относительно основного пика. Эти две модельные КТ использовались для подгон-

ки экспериментальных спектров, показанных на Рис. 3.7a,b,c). Тонкая структура

и силы осцилляторов экситонных уровней, а также микроскопическая структура

и форма поверхности модельных КТ изображены на Рис. 3.7e,f). Тот факт, что

для описания трех экспериментальных спектров использовались две модельные

КТ обусловлен тем, что в эксперименте нет доступа к точной микроскопической

структуре КТ и они, вероятнее всего, не идеальны.

Результаты расчета спектров фотолюминесценции модельных КТ с учетом

теплового уширения и коэффициентов заселенности ∝ e−𝐸/𝑘𝑇 состояний тонкой

структуры экситона приведены на Рис. 3.7a,b,c). Сплошными синими линиями по-

казан расчет с учетом тонкой структуры экситона, прерывистыми светло-синими

линиями — без нее. Экспериментальные спектры показаны красными линиями.

Видно, что модельные спектры с учетом тонкой структуры экситона значительно

лучше описывают эксперимент при температурах выше 100∘K. Особенно хорошо

это заметно для КТ-1 и КТ-3, показанных на Рис. 3.7a,c). При низких температу-

рах форма спектра определяется экситон-фононным взаимодействием.
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3.5 Низкотемпературная фотолюминесценция в

магнитном поле: модель квантовых точек с де-

фектами

Помимо эксперимента по температурной зависимости фотолюминесценции, в дис-

сертации также был проанализирован эксперимент по низкотемпературной фото-

люминесценции квантовых точек из PbS в магнитном поле [A9].

В эксперименте исследовалась низкотемпературная (4∘K) фотолюминесценция

одиночных квантовых точек в линейных 𝑆, 𝑃 и циркулярных 𝜎± поляризациях

в диапазоне магнитных полей 𝐵 от 0 до 8.5 Т. В линейных 𝑆 и 𝑃 поляризаци-

ях наблюдалось анизотропное расщепление пиков ∆𝐸𝑋𝑌 порядка десятых долей

мэВ, которое слабо зависит от магнитного поля, а в циркулярных поляризациях

— зеемановское расщепление. Примеры экспериментальных спектров в линейной

и циркулярной поляризациях приведены на Рис. 3.8 для трех разных КТ. Так-

же здесь приведены значения угла поворота 𝑆 поляризации в плоскости 𝑋𝑌 , при

котором анизотропное расщепление максимально. Разброс значений углов пово-

рота свидетельствует о случайной ориентации КТ и их излучающих диполей в

пространстве. При этом малые значения анизотропного расщепления свидетель-

ствуют о том, что форма КТ близка к кубической.

На Рис. 3.10 приведены экспериментальные данные для 10 КТ PbS/CdS со

структурой ядро/оболочка и результаты численного моделирования энергии пика

ФЛ 𝐸𝑃𝐿, анизотропного расщепления ∆𝐸𝑋𝑌 и 𝑔-факторов для 14 модельных КТ

из PbS. В данной выборке 𝑔-фактор неравномерно возрастает с ростом энергии

пика (при уменьшении размера КТ), в то время как анизотропное расщепление

четкой зависимости от энергии пика не имеет. Результаты численного моделиро-

вания показывают, что наблюдаемые в эксперименте величины ∆𝐸𝑋𝑌 и 𝑔 скорее

зависят от энергии пика 𝐸𝑃𝐿 случайным образом и обусловлены в основном фор-

мой поверхности КТ и структурой поверхностных дефектов.
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Рис. 3.8: a,c,e) Экспериментальные спектры фотолюминесценции квантовых то-
чек из PbS в магнитном поле. Спектры в циркулярной поляризации 𝜎± показаны
красными и синими линиями для разных значений магнитного поля, спектры в
линейной 𝑆, 𝑃 поляризации показаны светло-зелеными и коричневыми линиями
в нулевом магнитном поле. b,d,f) Расщепление пиков циркулярной поляризации
∆𝐸𝜎± и линейное приближение с 𝑔-факторами 2.44, 1.88 и 0.95 показаны красны-
ми точками. Анизотропные расщепления ∆𝐸𝑋𝑌 ≈ 335, 184(211) и 19(23) мкэВ при
𝐵 = 0 (𝐵 = 8.5 T) показаны синими точками

3.5.1 Модель квантовых точки с дефектами

Для моделирования наблюдаемых в эксперименте энергий пиков люминесценции

𝐸𝑃𝐿, 𝑔-факторов и анизотропного расщепления ∆𝐸𝑋𝑌 в работе [A9] были рас-

смотрены квантовые точки с поверхностными дефектами. Как и для описания

температурной зависимости фотолюминесценции 3.4.3, роль оболочки из CdS и

возможного наличия упругих деформаций при моделировании не учитывалась.

На первом этапе был сделан расчет 𝑔-факторов идеальных КТ с кубической

симметрией, подробно описанных в разделе 3.2. Так как в эксперименте исследу-

ется низкотемпературная ФЛ, а расщепления между оптически активными три-

плетами составляет десятки мэВ 3.4, то в фотолюминесценции участвуют только

нижние по энергии экситонные уровни как схематически показано на Рис. 3.9.
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Рис. 3.9: a) Схема расщепления основного 64-х кратно вырожденного экситон-
ного состояния в квантовых точках из PbS. b) Распределение силы осциллятора
по уровням тонкой структуры экситона и нормированный спектр поглощения. c)
Расщепление нижнего по энергии оптически активного спинового триплета, фор-
мирующего структуру спектра низкотемпературной фотолюминесценции.

В КТ с симметрией 𝑇𝑑 анизотропное расщепление отсутствует, диполи и 𝑔-

фактор полностью изотропны, поэтому достаточно рассмотреть магнитное поле,

направленное вдоль оси 𝑧 ‖ [001]. Вероятность испускания фотона с заданной

поляризацией 𝑒𝜆 определяется силой осциллятора

𝐹 𝜆
𝑋 ∝

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁

𝑖𝑎

𝐶𝑋
𝑖𝑎

*
𝑝𝑎𝑖𝑒𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

, (3.6)

где 𝐶𝑋
𝑖𝑎 — это коэффициенты разложения экситонного состояния 𝑋 в методе кон-

фигурационного взаимодействия, см. раздел 1.2, и 𝑝𝑎𝑖 = ⟨𝑖𝑎|𝑝|0⟩ ≡ ⟨𝑎|𝑝|𝑖⟩ — мат-

ричный элемент оператора импульса. Cпектр фотолюминесценции 𝜎𝜆 пропорцио-

нален

𝜎𝜆(𝐵, 𝐸) ∝
∑︁
𝑋

𝐹 𝜆
𝑋(𝐵)𝑔𝛾 (𝐸 − 𝐸𝑋(𝐵)) e−

𝐸
𝑘𝑇 , (3.7)

где 𝑔𝛾 — гауссиан, описывающий однородное уширение 𝛾, а 𝐸𝑋(𝐵) – уровни энер-

гии экситонных состояний в магнитном поле. Учет тепловых коэффициентов за-

селения exp(−𝐸/𝑘𝑇 ) приводит к тому, что в расчете достаточно учитывать толь-
ко четыре нижних по энергии уровня, как схематически показано на Рис. 3.9.

Однородное уширение в КТ из PbS 𝛾 ≈ 16 ± 8 мэВ [A4] намного больше зеема-
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Рис. 3.10: Анизотропные расщепления, 𝑔-факторы и энергии пиков люминесцен-
ции 𝐸𝑃𝐿 одиночных квантовых точек из PbS. Синие сплошные точки со шкалой
погрешности — экспериментальные данные, красные полые точки — результат
численного моделирования методом сильной связи.

новского расщепления, поэтому разностью заселенности нижних уровней можно

пренебречь, и положение пика люминесценции вычисляется как усредненное по

силе осциллятора значение

𝐸𝜆(𝐵) =

∑︀
𝑋 𝐹𝑋(𝐵)𝐸𝑋(𝐵)∑︀

𝑋 𝐹𝑋(𝐵)
, (3.8)

а 𝑔-фактор в направлении 𝑛 ‖ 𝐵 определить как

𝑔(𝑛) = lim
𝐵→0+

𝐸+(𝐵)− 𝐸−(𝐵)

𝜇𝐵𝐵
. (3.9)

Результаты расчета 𝑔 факторов идеальных кубических, кубоктаэдрических и

октаэдрических КТ приведены на Рис. 3.11. Для сравнения здесь же приведены

экспериментальные данные ансамблевых измерений коллоидных КТ из PbS из

работы [133]. Расчет показывает, что 𝑔-факторы нижних по энергии экситонных

состояний крайне чувствительны к форме квантовых точек и к числу атомных

слоев, вплоть до того, что КТ с четным или нечетным числом атомных слоев

𝑁 демонстрируют разную зависимость 𝑔-факторов от размера и, соответственно,

энергии пика люминесценции. Это обусловлено тем, что структура нижнего по

энергии спинового триплета полностью определяется междолинным смешиванием.

Поэтому естественно ожидать схожие с долинным расщеплением 3.3.2 осцилляции

𝑔-факторов. В частности, данные из работы [133] очень похожи на 𝑔 факторы

октаэдрических КТ с нечетным числом 𝑁 .
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Рис. 3.11: 𝑔-фактор нижнего по энергии оптически активного триплета в иде-
альных КТ с (a) четным и (b) нечетным числом 𝑁 как функция эффективного
диаметра. Красными, зелеными и синими символами показаны октаэдрические,
кубоктаэдрические и кубические КТ. На графиках также приведены × результа-
ты ансамблевых измерений 𝑔-факторов из работы [133].

Второй этап — моделирование анизотропных расщеплений ∆𝐸𝑋𝑌 и 𝑔-факторов

в реальных КТ. Анизотропные расщепления являются прямым следствием на-

рушения кубической симметрии КТ, поэтому для их учета в расчете требуется

понижение симметрии. Так как анизотропные расщепления небольшие, и микро-

фотографии исследуемых КТ [A4] показывают скорее незначительные отклонения

от формы от ограненных с кубической симметрией КТ, то в работе [A9] была вы-

двинута гипотеза, что ∆𝐸𝑋𝑌 обусловлено наличием поверхностных дефектов в

виде лишних/отсутствующих атомов, возникающих в результате реакции ионно-

го обмена Pb и Cd. Более сильная анизотропия формы КТ была исключена из

рассмотрения. В отличие от CdSe [134] где анизотропное расщеплений порядка

1÷ 3 мэВ обусловлено анизотропией формы КТ, здесь это вероятнее всего не так.

Расчеты показывают, что даже один удаленный или добавленный слой атомов к

одной из граней КТ приводит к гораздо большим анизотропным расщеплениям,

чем наблюдаются в эксперименте.

Для моделирования КТ поверхностными дефектами не использовались допол-

нительные параметры и не учитывались упругие деформации. Такое приближе-
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ние безусловно является достаточно грубым и не претендует на возможность ре-

конструкции реальной атомной структуры КТ в эксперименте, однако позволяет

оценить масштаб вызываемых поверхностными дефектами анизотропных расщеп-

лений, исследовать разброс 𝑔-факторов и энергий пика люминесценции.

В качестве базовых (без дефектов) КТ использованы идеальные КТ с куби-

ческой симметрией 𝑇𝑑, форма и размер которых задается двумя целыми числами

𝑁,𝑀 , как описано в разделе 3.2. Для систематизации поверхностных дефектов

в численном расчете использовались три дополнительных целых числа: 𝑆 — се-

мя генератора псевдослучайных чисел (алгоритм «Вихрь Мерсена», стандартный

ГПСЧ для библиотеки numpy [135]), 𝐾 — количество отсутствующих (𝐾 > 0) или

лишних (𝐾 < 0) атомов на поверхности КТ, и 𝐼 — порядковый номер случайной

выборки поверхностных атомов, которая задает конфигурацию дефекта. (Семя

и номер выборки характеризует внутреннее состояние ГПСЧ). Такой способ по-

строения позволяет, с одной стороны, сгенерировать достаточно большую выборку

КТ с поверхностными дефектами, а, с другой, — обеспечивает воспроизводимость

результатов, так как порядок атомов при построении КТ фиксирован. Всего для

моделирования экспериментальных данных было рассмотрено несколько десят-

ков тысяч КТ с различными формами, размерами и разными конфигурациями

дефектов.

Из-за случайности конфигураций поверхностных дефектов изотропные спи-

новые триплеты в них расщеплены, и их дипольные моменты направлены тоже

случайным образом. Это моделирует случайность ориентации КТ в пространстве,

поэтому магнитное поле достаточно зафиксировать направленным вдоль оси [001].

При этом первые четыре экситонных уровня в таких КТ не обязательно являются

спиновыми синглетом и триплетом. Из-за наличия дефекта и междолинного сме-

шивания порядок этих уровней может быть любым: они могут оказаться набором

синглетов и дублетов или темного триплета. Считается, что такие КТ практиче-

ски не излучают и, соответственно, не видны в эксперименте. В диссертации они
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не рассматриваются.

Анализ выборки модельных КТ с дефектами на возможность совпадения энер-

гии пика 𝐸𝑃𝐿, 𝑔-фактора и анизотропного расщепления ∆𝐸𝑋𝑌 с эксперименталь-

ными данными в работе [A9] был проведен в два этапа. На первом этапе КТ про-

верялись по критерию похожести четырех нижних по энергии экситонных состоя-

ний 𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 на пару синглет-триплет: одно состояние 𝑒0 должно быть темным,

а дипольные моменты остальных 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 должны быть с хорошей точностью ор-

тогональны и иметь схожие силы осцилляторов. На этом этапе было рассмотрено

несколько десятков тысяч КТ с разными конфигурациями дефектов в диапазоне

диаметров от 2.5 до 3.5 нм, что соответствует диапазону наблюдаемых в экспери-

менте пиков люминесценции. Отметим, что точная ортогональность и равенство

сил осцилляторов в КТ со случайными дефектами не достигается.

На втором этапе среди КТ с похожими на синглет-триплет нижними уровня-

ми были рассчитаны энергии пика 𝐸𝑃𝐿, 𝑔-факторы и анизотропное расщепление

∆𝐸𝑋𝑌 . В качестве анизотропного расщепления в соответствии с экспериментом

использовалась максимально возможная разность энергий пика в 𝑆 и 𝑃 поляри-

зациях в нулевом магнитном поле

∆𝐸𝑋𝑌 = max
𝜙

|𝐸𝑥′(0)− 𝐸𝑦′(0)| . (3.10)

Здесь 𝜙 – угол поворота между осями 𝑥 и 𝑥′ в плоскости (𝑥, 𝑦) ≡ (001), а 𝐸𝜆(𝐵)

определено в (3.8). Для расчета 𝑔-фактора использовалось выражение (3.9). В ре-

зультате было отобрано 14 КТ, в которых одновременно 𝐸𝑃𝐿, ∆𝐸𝑋𝑌 и 𝑔-фактор

очень близки к экспериментальным. Результаты расчета вместе с эксперименталь-

ными данными приведены на Рис. 3.10. Для каждой из этих КТ был проведен ана-

лиз эволюции четырех нижних по энергии экситонных состояний и наблюдаемых

пиков люминесценции в магнитном поле, пример которого показан на Рис. 3.12.

На Рис. 3.12a изображена одна из таких КТ, имеющая форму усеченного куба

(𝜂 = −0.5) с энергией пика люминесценции 𝐸𝑃𝐿 = 1.05 эВ и поверхностным дефек-

том из 𝐾 = 34 отсутствующих атомов. Здесь же показаны кристаллографические
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Рис. 3.12: Эволюция нижних экситонных состояний в модельной квантовой точке
(a) с формой усеченного куба (𝜂 = −0.5) и поверхностным дефектом из 𝐾 = 34
отсутствующих атомов. Кристаллографические оси и оси диполей 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 изоб-
ражены цветными стрелками. Эволюция состояний и положений видимых пиков
люминесценции в магнитном поле в линейных (b) и циркулярных (c) поляриза-
циях. Положения пиков в линейных поляризациях показаны широкими желтой
и зеленой линиями, аналогичные пики в циркулярных поляризациях показаны
красной и синей линиями. Спектры 𝜎𝑥(𝑦) и 𝜎± построены с небольшим уширением
𝛾 = 0.02 мэВ. Серыми линиями показаны 𝜌𝐿, 𝜌𝐶 — степени линейной и циркуляр-
ной поляризации соответствующих спектров, границы их значений ±1 обозначены
светло серыми областями.

оси [100], [010], [001] ‖ 𝐵 и векторы дипольных моментов триплетных состояний

𝑒1, 𝑒2, 𝑒3. Дипольный момент 𝑒1 лежит практически в плоскости (001) и выбран в

качестве оси 𝑥 линейной поляризации 𝜎𝑥. На Рис. 3.12b показана эволюция ниж-

них экситонных состояний в магнитном поле. Уровни энергии показаны черными

линиями, сплошными желтыми и прерывистыми зелеными линиями изображены

нормированные спектры (3.7) в линейной 𝑆 и 𝑃 поляризации 𝜎𝑥(𝐸) и 𝜎𝑦(𝐸) при

𝐵 = 0, 2.5, 5, 7.5 и 10 T. Для визуализации сил осцилляторов соответствующих

уровней спектры 𝜎𝜆(𝐸) построены относительно энергии диполя 𝑒1 с небольшим

уширением 𝛾 = 0.02 мэВ. Широкие желтая и зеленая линии показывают положе-

ние видимых пиков люминесценции (3.8) 𝑥 и 𝑦 поляризациях. Степень линейной

поляризации 𝜌𝐿 = (𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)/(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) показана тонкой серой линией, область ее

значений от −1 до +1 — широкими серыми областями. На Рис. 3.12c изображено

то же самое для циркулярных поляризаций 𝜎+, 𝜎−.
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На Рис. 3.12 оба диполя 𝑒2, 𝑒3 направлены под углом к оси [001] ‖ 𝐵 и имеют

ненулевые проекции в плоскости (001). Соответственно, они оба вносят вклад в

люминесценцию в линейных 𝑆 и 𝑃 поляризациях, наблюдаемых в эксперименте.

Эволюция энергий в магнитном поле показывает, что структура нижнего излу-

чающего триплета устроена сложным образом: в ней имеются антипересечения

темного и светлого состояний (между 𝑒0 и 𝑒1 при 𝐵 = 4 Т на Рис. 3.12), а кон-

стант анизотропного расщепления несколько ∆𝐸𝑋𝑌 ,∆𝐸𝑋𝑍 ,∆𝐸𝑌 𝑍 ,∆𝑋𝑆. Однако,

из-за большого однородного уширения (16 ± 8 мэВ [A4]) наблюдение таких тон-

ких эффектов является трудной задачей и на сегодняшний день не реализовано в

эксперименте. Остальные 13 модельных КТ имеют схожую структуру нижних по

энергии экситонных уровней и анизотропных расщеплений.

Результаты расчета показывают, что в КТ из PbS взаимодействие экситонов

с магнитным полем является нетривиальным и во многом определяется междо-

линным смешиванием и микроскопической структурой их поверхности. Нижние

по энергии экситонные состояния, как правило, являются темным синглетом и оп-

тически активным триплетом, уровни которых расщепляются в магнитном поле

в соответствии с проекциями углового момента. В рассмотренной выборке мо-

дельных КТ с поверхностными дефектами величина анизотропного расщепления

прямо пропорциональна размеру дефекта и достигает не более единиц мэВ. Также

в выборке наблюдался сравнительно небольшой разброс энергий пиков люминес-

ценции относительно своих положений в идеальных КТ. В то же время разброс

𝑔-факторов в ней довольно значительный (от 0 до 10), что говорит о важной роли

поверхностных дефектов в его формировании.

3.6 Краткие итоги

В главе 3 получены следующие конкретные результаты:

� Сделан расчет энергий размерного квантования, долинных расщеплений и

констант кулоновского взаимодействия в ограненных квантовых точках из
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PbS. Показано, что в них, как и в нанопроволоках, долинное расщепление

сильно зависит от формы поверхности, при этом остальные величины с хо-

рошей точностью могут быть рассчитаны в рамках изотропной 𝑘 ·𝑝 модели.

� Показано, что анизотропные расщепления и разброс 𝑔-факторов, наблюдае-

мые в эксперименте по низкотемпературной фотолюминесценции квантовых

точек из PbS в магнитном поле, могут быть обусловлены поверхностными

атомными дефектами.
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Глава 4

Модель тонкой структуры экситона

в квантовых точках из

халькогенидов свинца

Последняя глава диссертации посвящена построению модели тонкой структуры

экситона в квантовых точках из PbS, обладающих кубической симметрией. Здесь

подробно рассмотрены размерное квантование и симметрия состояний, а также

приведен расчет матричных элементов внутри- и междолинного кулоновского вза-

имодействия и оптических переходов. В первой части главы описана используемая

𝑘 · 𝑝 модель [103], явный вид волновых функций и их симметризация, вычислен

матричный элемент оператора импульса. Во второй части представлен расчет ку-

лоновских матричных элементов с учетом многодолинности PbS и объяснена при-

чина формирования «сверхъяркого» триплета.

В этой главе, если не оговорено иначе, используется атомная система единиц

Хартри, в которой постоянная Планка, элементарный заряд и масса электрона

равны ℏ = 𝑒 = 𝑚0 = 1.

4.1 Обобщенный метод эффективной массы

В основе модели тонкой структуры экситона в квантовых точках из PbS и других

халькогенидов свинца лежит 4-х зонная изотропная 𝑘 · 𝑝 модель [103], описанная

в разделе 2.2 для нанопроволок. В этой главе волновые функции удобнее пред-
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ставлять в виде спиноров

|Ψ⟩ = 𝑢̂
⃒⃒
𝐿−⟩︀+ 𝑣

⃒⃒
𝐿+
⟩︀
, (4.1)

где |𝐿−⟩ , |𝐿+⟩ — блоховские функции в зоне проводимости (нечетная) и валентной

зоне (четная) в 𝐿 долине, а 𝑢̂, 𝑣 — комбинации плавных огибающих и спиноров,

являющиеся решениями изотропного 𝑘 · 𝑝 гамильтониана⎛⎝(︁𝐸𝑔

2
− 𝛼𝑐∆

)︁
−i𝑃 (𝜎∇)

−i𝑃 (𝜎∇) −
(︁

𝐸𝑔

2
− 𝛼𝑣∆

)︁⎞⎠⎛⎝𝑢̂
𝑣

⎞⎠ = 𝐸

⎛⎝𝑢̂
𝑣

⎞⎠ . (4.2)

Стоит отметить, что в квантовых точках из PbS с кубической или сферической

симметрией учет анизотропии массы, в отличие от нанопроволок, не приводит к

дополнительному расщеплению основного уровня размерного квантования и, как

показано в работе [103], им можно пренебречь.

4.1.1 Размерное квантование и явный вид волновых функ-

ций

Основная цель данного раздела — представить явно волновые функции в кван-

товых точках из PbS, необходимые для расчета кулоновского взаимодействия, в

компактном виде (4.1). Также здесь, следуя работам [103] и [A7], изложены основ-

ные выкладки для расчета уровней размерного квантования.

Размерное квантование в сферических КТ

В рамках 𝑘 · 𝑝 теории КТ из PbS с кубической симметрией 𝑇𝑑 моделируются

идеальными сферами с радиусом 𝑅 = 𝐷/2. Как показано в разделе 3.3.1, это

приближение достаточно хорошо согласуется с расчетом методом сильной связи

даже для ограненных КТ.

В сферических КТ решения удобно искать в виде собственных функций опе-

ратора полного углового момента 𝐽 , которые являются комбинациями обычных

𝑗𝑙 и модифицированных 𝑖𝑙 сферических функций Бесселя первого рода и шаро-

вых спиноров Ω̂𝑙
𝐽,𝑀 [73]. Четность шаровых спиноров (−1)𝑙 задается орбитальным
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квантовым числом, связанным с полным угловым моментом как 𝑙 = 𝐽 ± 1/2. Оно

должно отличаться на 1 для спиноров 𝑢̂ и 𝑣, так как блоховские функции в разных

зонах имеют разную четность.

С учетом этого набор решений уравнения (4.2), который соответствует четно-

сти (−1)𝐽+1/2 волновой функции (4.1), можно представить в виде{︃
𝑢̂𝑀(r) = 𝐴𝑗𝐽−1/2(𝑘+𝑟) Ω̂

𝐽−1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

𝑣𝑀(r) = 𝐵 𝑗𝐽+1/2(𝑘+𝑟) Ω̂
𝐽+1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

(4.3)

где, используя соотношение

(𝜎∇) 𝑗𝐽±1/2(𝑘+𝑟) Ω̂
𝐽±1/2
𝐽,𝑀 = ∓𝑘+ 𝑗𝐽∓1/2(𝑘+𝑟) Ω̂

𝐽∓1/2
𝐽,𝑀 (4.4)

и первую пару уравнений (4.2), можно найти связь 𝐴 и 𝐵

𝐵 = i
𝐸𝑔 + 2𝛼𝑐 𝑘

2
+ − 2𝐸

2𝑃 𝑘+
𝐴 ≡ i 𝜌+(𝐸)𝐴 . (4.5)

Вторая пара уравнений (4.2) приводит к 𝑘+ =
√︀
Σ(𝐸) + Λ(𝐸) где Σ,Λ определены

в уравнении (2.7) главы 2.

Второй набор линейно независимых решений (4.2) с четностью волновой функ-

ции (−1)𝐽+1/2 выражается через модифицированные функции Бесселя{︃
𝑢̂𝑀(r) = 𝐶 𝑖𝐽−1/2(𝑘−𝑟) Ω̂

𝐽−1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

𝑣𝑀(r) = 𝐷 𝑖𝐽+1/2(𝑘−𝑟) Ω̂
𝐽+1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

(4.6)

где, используя соотношение

(𝜎∇) 𝑖𝐽±1/2(𝑘−𝑟) Ω̂
𝐽±1/2
𝐽,𝑀 = −𝑘− 𝑖𝐽∓1/2(𝑘−𝑟) Ω̂

𝐽∓1/2
𝐽,𝑀 (4.7)

и первую пару уравнений (4.2), можно найти связь 𝐶 и 𝐷

𝐷 = i
𝐸𝑔 − 2𝛼𝑐 𝑘

2
− − 2𝐸

2𝑃 𝑘−
𝐶 ≡ i 𝜌−(𝐸)𝐶 . (4.8)

Вторая пара уравнений (4.2) приводит к 𝑘− =
√︀
Σ(𝐸)− Λ(𝐸).

Аналогичным образом строятся линейно независимые решения (4.2) с четно-

стью волновых функций (спиноров 𝑣) (−1)𝐽−1/2{︃
𝑢̂𝑀(r) = 𝐴𝑗𝐽+1/2(𝑘+𝑟) Ω̂

𝐽+1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

𝑣𝑀(r) = 𝐵 𝑗𝐽−1/2(𝑘+𝑟) Ω̂
𝐽−1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

𝐵 = −i 𝜌+(𝐸)𝐴, (4.9a)
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{︃
𝑢̂𝑀(r) = 𝐶 𝑖𝐽+1/2(𝑘−𝑟) Ω̂

𝐽+1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

𝑣𝑀(r) = 𝐷 𝑖𝐽−1/2(𝑘−𝑟) Ω̂
𝐽−1/2
𝐽,𝑀

(︀
r
𝑟

)︀
,

𝐷 = i 𝜌−(𝐸)𝐶 , (4.9b)

куда входят те же 𝜌± и 𝑘±, что и в соотношения (4.5) и (4.8).

С учетом граничного условия, равенства нулю всех компонент спиноров 𝑢̂, 𝑣

на поверхности сферы радиуса 𝑅, комбинация функций (4.3) и (4.6) приводит к

дисперсионному уравнению

𝑖𝑙+1(𝑘−𝑅)𝑗𝑙(𝑘+𝑅)𝜌−(𝐸)− 𝑖𝑙(𝑘−𝑅)𝑗𝑙+1(𝑘+𝑅)𝜌+(𝐸) = 0 , (4.10a)

где 𝑙 = 𝐽−1/2 — это орбитальный угловой момент спинора 𝑢̂ в зоне проводимости,

а 𝑙 + 1 — орбитальный момент спинора 𝑣 в валентной зоне. Из второй пары пары

функций (4.9) получается уравнение

𝑖𝑙(𝑘−𝑅)𝑗𝑙+1(𝑘+𝑅)𝜌−(𝐸) + 𝑖𝑙+1(𝑘−𝑅)𝑗𝑙(𝑘+𝑅)𝜌+(𝐸) = 0 , (4.10b)

где 𝑙 = 𝐽 − 1/2 — это орбитальный момент спинора 𝑣 в валентной зоне, а 𝑙 + 1

— спинора 𝑢̂ в зоне проводимости. Структура корней этих уравнений является

достаточно сложной, так как корни каждого из них определяют разные уровни

энергии размерного квантования в КТ из PbS в обеих зонах. Кратность вырожде-

ния корней без учета долинного индекса и анизотропии массы составляет 2𝐽 + 1,

так как проекция полного углового момента в них явно не входит. Учет анизотро-

пии массы приводит к частичному снятию вырождения по индексу𝑀 при 𝐽 ≥ 3/2

[103], однако в диссертации эти эффекты не рассматриваются.

Основные уровни энергии размерного квантования соответствуют полному

угловому моменту 𝐽 = 1/2 и являются двукратно вырожденными по индексу

𝑀 = ±1/2 из-за крамерсова вырождения. При 𝑙 = 0 (𝑙 = 𝐽−1/2 и 𝐽 = 1/2) первое

из уравнений (4.10a) позволяет найти основной уровень размерного квантования

в зоне проводимости, а второе (4.10b) — в валентной зоне.

В работе [103] те же уравнения выражены в несколько ином виде

𝜚±(𝑘)𝑗𝑙+1(𝑘𝑅)𝑖𝑙(𝜆±(𝑘)𝑅)− 𝜇±(𝑘)𝑗𝑙(𝑘𝑅)𝑖𝑙+1(𝜆±(𝑘)𝑅) = 0 , (4.11a)
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𝜚±(𝑘)𝑗𝑙(𝑘𝑅)𝑖𝑙+1(𝜆±(𝑘)𝑅) + 𝜇±(𝑘)𝑗𝑙+1(𝑘𝑅)𝑖𝑙(𝜆±(𝑘)𝑅) = 0 , (4.11b)

где 𝜚±, 𝜇±, 𝜆± — функции волнового числа 𝑘 > 0 и энергии

𝐸±(𝑘) =
1

2

(︂
(𝛼𝑐 − 𝛼𝑣)𝑘

2 ±
√︁
(𝐸𝑔 + (𝛼𝑐 + 𝛼𝑣)𝑘2)

2 + 4𝑃 2𝑘2
)︂
, (4.12)

соответствующей ветке дисперсии объемного кристалла в зоне проводимости «+»

или в валентной зоне «−». Остальные величины, входящие в уравнения (4.11)

выражаются согласно

𝜆±(𝑘) =
√︀
𝑘2 − 2Λ(𝐸±(𝑘)), 𝜚 ≡ 𝜌+, 𝜇 ≡ 𝜌− , (4.13)

где Λ, 𝜌± определены в уравнениях (2.7), (4.5) и (4.8).

Явный вид волновых функций основных состояний

Для построения модели тонкой структуры экситона в КТ из PbS учитываются

только основные уровни размерного квантования с энергией 𝐸𝑐(𝑅), 𝐸𝑣(𝑅) в каж-

дой из зон. Их волновые функции удобно записывать в виде спиноров

𝜓𝑣
±1/2(𝑟) = 𝐵

[︁
𝑧𝑣1(𝑟) Ω̂

1
1/2,∓1/2

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝐿−⟩︀− i𝑧𝑣0(𝑟) Ω̂

0
1/2,∓1/2

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝐿+
⟩︀]︁

, (4.14a)

𝜓𝑐
±1/2(𝑟) = 𝐴

[︁
𝑧𝑐0(𝑟) Ω̂

0
1/2,±1/2

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝐿−⟩︀+ i𝑧𝑐1(𝑟) Ω̂

1
1/2,±1/2

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝐿+
⟩︀]︁

. (4.14b)

Здесь ⟨𝑟|𝐿∓⟩ — это координатное представление Блоховских функций в 𝐿 долине,

𝑧
𝑐/𝑣
0/1 — плавные огибающие

𝑧𝑐0(𝑟) = 𝑗0(𝑘
𝑐
+𝑟)−

𝑗0(𝑘
𝑐
+𝑅)

𝑖0(𝑘𝑐−𝑅)
𝑖0(𝑘

𝑐
−𝑟) , (4.15a)

𝑧𝑐1(𝑟) = 𝜌𝑐+𝑗1(𝑘
𝑐
+𝑟)− 𝜌𝑐−

𝑗0(𝑘
𝑐
+𝑅)

𝑖0(𝑘𝑐−𝑅)
𝑖1(𝑘

𝑐
−𝑟) , (4.15b)

𝑧𝑣0(𝑟) = 𝜌𝑣+𝑗0(𝑘
𝑣
+𝑟) + 𝜌𝑣−

𝑗1(𝑘
𝑣
+𝑅)

𝑖1(𝑘𝑣−𝑅)
𝑖0(𝑘

𝑣
−𝑟) , (4.15c)

𝑧𝑣1(𝑟) = 𝑗1(𝑘
𝑣
+𝑟)−

𝑗1(𝑘
𝑣
+𝑅)

𝑖1(𝑘𝑣−𝑅)
𝑖1(𝑘

𝑣
−𝑟) , (4.15d)
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где 𝑘
𝑐/𝑣
± =

√︀
Σ(𝐸𝑐/𝑣)± Λ(𝐸𝑐/𝑣) и 𝜌

𝑐/𝑣
± = 𝜌±(𝐸𝑐/𝑣), см. (2.7), (4.5) и (4.8). Нормиро-

вочные константы 𝐴,𝐵 находятся из условия

𝑅∫︁
0

[︂(︁
𝑧
𝑐/𝑣
0 (𝑟)

)︁2
+
(︁
𝑧
𝑐/𝑣
1 (𝑟)

)︁2]︂
𝑟2𝑑𝑟 = 1 . (4.16)

Шаровые спиноры Ω̂𝑙
𝐽𝑀 при 𝐽 = 1/2 имеют вид [73]

Ω̂0
1/2,1/2 =

(︂
𝑌0,0
0

)︂
≡ 1

2
√
𝜋
↑ , Ω̂0

1/2,−1/2 =

(︂
0
𝑌0,0

)︂
≡ 1

2
√
𝜋
↑ , (4.17a)

Ω̂1
1/2,1/2 =

(︃ − 1√
3
𝑌1,0√︁

2
3
𝑌1,1

)︃
, Ω̂1

1/2,−1/2 =

(︃
−
√︁

2
3
𝑌1,−1

1√
3
𝑌1,0

)︃
. (4.17b)

0 1
x

1

0

1

2

3

4

N
R

3
/
2
z(

x
R

)

zv0

zc0

zv1

zc1

R = 1 nm
R = 3 nm
R = 5 nm
R = 7 nm

Рис. 4.1: Плавные огибающие 𝑧
𝑐/𝑣
0/1, построенные с учетом нормировки, как функ-

ция безразмерного параметра 𝑥 = 𝑟/𝑅 для разных значений радиуса квантовых
точек 𝑅. Функции зоны проводимости 𝑧𝑐0, 𝑧

𝑐
1 показаны сплошными линиями, ва-

лентной зоны 𝑧𝑣0 , 𝑧
𝑣
1 — штрихованными.

Для визуализации плавных огибающих 𝑧(𝑟) удобно вместо 𝑟 ∈ [0, 𝑅] использо-

вать безразмерную величину 𝑥 = 𝑟/𝑅 ∈ [0, 1] и изображать их с учетом нормиров-

ки 𝑁 = 𝐴,𝐵. Это соответствует переходу от функций 𝑁𝑧
𝑐(𝑣)
0(1)(𝑟) к 𝑁𝑅

3/2𝑧
𝑐(𝑣)
0(1)(𝑥𝑅),
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графики которых изображены на Рис. 4.1 для значений 𝑅 = 1 нм, 3 нм, 5 нм

и 7 нм. Для расчета использовались усредненные по углами 𝑘 · 𝑝 параметры из

раздела 1.1.2. В атомных единицах значения этих параметров равны

𝛼𝑐 = 2.5407 , 𝛼𝑣 = 2.3773 , 𝑃 = 0.2694 , 𝐸𝑔 = 0.0108 . (4.18)

Небольшая разность функций 𝑧𝑐0(1) и 𝑧
𝑣
0(1) обусловлена асимметрией зон 𝛼𝑐 ̸= 𝛼𝑣.

4.1.2 Гамильтониан долинного смешивания

Для учета междолинного смешивания в рамках 𝑘 · 𝑝 теории необходимо исполь-

зовать базис блоховских волн во всех четырех 𝐿 долинах, см. раздел 2.2.3.

[100] [010]

[001]

k0

k1

k2

k3

[111]

[11̄0]

[112̄]θ

Рис. 4.2: Волновые векторы 𝐿 долин 𝑘𝜈 (красные стрелки) и ориентация псевдо-
спиноров ↑𝜈 , ↓𝜈 (синие стрелки) в кристаллографической системе координат. Оси
[11̄0], [112̄] и [111] задают систему координат в долине 𝐿0.

В каждой из 𝐿 долин волновые функции 𝜓±1/2 основного уровня размерно-

го квантования (4.14) преобразуются при поворотах как спиноры ↑, ↓ с учетом

их четности. Поэтому здесь и далее они называются псевдоспинорами и для них

используется сокращенная кет нотация |↑ (↓)⟩ =
⃒⃒
𝜓±1/2

⟩︀
. Используя ее, с учетом

долинного индекса 𝜈 состояния долинного мультиплета основного уровня размер-

ного квантования можно записать в виде

ℰ𝑐(𝑣) =
(︁
ℰ𝑐(𝑣)

0 ,ℰ𝑐(𝑣)
1 ,ℰ𝑐(𝑣)

2 ,ℰ𝑐(𝑣)
3

)︁
, (4.19)
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где ℰ𝑐(𝑣)
𝜈 = (|𝜈, ↑𝜈⟩ , |𝜈, ↓𝜈⟩) обозначает пару псевдоспиноров (4.14) с блоховскими

функциями |𝜈±⟩ в долине 𝐿𝜈 . Проекции углового момента (псевдоспины) ↑𝜈 , ↓𝜈
здесь зависят от долинного индекса 𝜈, так как наиболее естественный способ вы-

бора оператора углового момента 𝐽𝑧 в каждой из 𝐿 долин — вдоль ее волнового

вектора 𝑘𝜈 , см. (1.8) и Рис. 4.2.

Для того, чтобы построить гамильтониан междолинного смешивания, необхо-

димо найти такие комбинации долинных состояний (4.19), которые преобразуются

по неприводимым представлениям точечной группы рассматриваемой квантовой

точки. Ниже приведены комбинации псевдоспиноров, образующих базис непри-

водимых представлений Γ6,Γ7 и Γ8 группы 𝑇𝑑, соответствующей симметрии КТ,

рассмотренных в главе 3. При этом полученный результат применим и для мак-

симально возможной симметрии КТ — группы 𝑂ℎ = 𝑇𝑑 × 𝐶𝑖.

Симметризация многодолинного базиса

Первый этап для построения симметричных комбинаций долинных состояний —

это задание закона преобразования волновых векторов 𝐿 долин 𝑘𝜈 (1.8) и псевдо-

спиноров ℰ𝜈 . В группе 𝑇𝑑 наиболее удобно это сделать через зеркальный поворот

𝑆4𝑧 вокруг кристаллографической оси [001] волнового вектора 𝑘0

𝑘1 = 𝑆2
4𝑧𝑘0 , 𝑘2 = 𝑆3

4𝑧𝑘0 , 𝑘3 = 𝑆4𝑧𝑘0 . (4.20)

Аналогично задается связь псевдоспиноров

ℰ𝑐(𝑣)
1 = 𝑆2

4𝑧ℰ
𝑐(𝑣)
0 , ℰ𝑐(𝑣)

2 = 𝑆3
4𝑧ℰ

𝑐(𝑣)
0 , ℰ𝑐(𝑣)

3 = 𝑆4𝑧ℰ𝑐(𝑣)
0 (4.21)

и систем координат 𝑛𝑥𝜈 ,𝑛𝑦𝜈 ,𝑛𝑧𝜈 в каждой из 𝐿 долин. В долине 𝐿0 координатные

оси зафиксированы в виде

𝑛𝑥0 ‖ [11̄0] , 𝑛𝑦0 ‖ [112̄] , 𝑛𝑧0 ‖ [111], (4.22)

как показано на Рис.4.2. Такой способ выбора систем координат приводит к тому,

что в долинах 𝐿2 и 𝐿3 координатные оси образуют левую тройку, однако он хорошо

согласуется с выбором волновых векторов 𝐿 долин (4.20) и псевдоспиноров (4.21).
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Далее необходимо установить закон преобразования псевдоспиноров ℰ𝜈 при

операциях симметрии группы 𝑇𝑑. Эта группа содержит два генератора: зеркаль-

ный поворот 𝑆4𝑧 и поворот 𝐶3 вокруг кристаллографической оси [111]. Согласно

определению (4.21), при зеркальном повороте 𝑆4𝑧 псевдоспиноры преобразуются

как 𝑆4 ℰ𝑐(𝑣) = ℰ𝑐(𝑣) 𝑇 (𝑆4), где матрица 𝑇 (𝑆4) одинакова для обеих зон и равна

𝑇 (𝑆4) =

⎛⎜⎜⎝
0 0 −1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠⊗ 12 . (4.23)

Знак «−» соответствует повороту псевдоспиноров на угол 2𝜋 = 𝑆4
4 [75].

Немного сложнее выглядит закон преобразования псевдоспиноров при поворо-

те 𝐶3. Во первых, в этом случае матрица поворота зависит от четности псевдоспи-

норов (индекса зоны) 𝐶3 ℰ𝑐(𝑣) = ℰ𝑐(𝑣) 𝑇 𝑐(𝑣)(𝐶3). Во вторых, необходимо аккуратно

рассматривать каждое из преобразований вида 𝑔ℰ𝜈 = ℰ𝜇𝑇𝜈→𝜇(𝑔).

Проще всего такое преобразование выглядит для долины 𝐿0, где пара псевдо-

спиноров ℰ𝑐(𝑣)
0 преобразуется как пара спиноров (↑, ↓)

𝐶3 ℰ𝑐(𝑣)
0 = ℰ𝑐(𝑣)

0 𝐷1/2(2𝜋/3, [111]) , (4.24)

где 𝐷1/2(𝜔,𝑛) = cos(𝜔/2) − i𝑛𝜎 sin(𝜔/2) это матрица поворота спина на угол 𝜔

против часовой стрелки вокруг оси 𝑛: 𝑔 (↑, ↓) = (↑, ↓)𝐷1/2(𝑔).

Для вычисления остальных преобразований ℰ𝑐(𝑣)
𝜈 → ℰ𝑐(𝑣)

𝜇 повороты 𝐶3 и 𝑆4𝑧

необходимо выразить в координатных осях соответствующей долины 𝜈. Например,

преобразования ℰ𝑐(𝑣)
1 → ℰ𝑐(𝑣)

2 имеют вид

𝑆4 ℰ𝑐(𝑣)
1 = ∓ℰ̃𝑐(𝑣)

2 𝐷1/2(6𝜋/4, 𝑛̃[001]) ≡ ℰ𝑐(𝑣)
2 ,

𝐶3 ℰ𝑐(𝑣)
1 = ℰ̃𝑐(𝑣)

2 𝐷1/2(2𝜋/3, 𝑛̃[111]) = ℰ𝑐(𝑣)
2 𝑇

𝑐(𝑣)
1→2(𝐶3) ,

(4.25)

где знак «∓» соответствует четности псевдоспиноров и поворотные оси

𝑛̃[001] =
(︁
0,−

√︀
2/3,

√︀
1/3
)︁
, 𝑛̃[111] =

(︁
0,−2

√︀
2/3, 1/2

)︁
. (4.26)

выражены в координатах долины 𝐿1

𝑛𝑥1 ‖ [1̄10] , 𝑛𝑦1 ‖ [1̄1̄2̄] , 𝑛𝑧1 ‖ [1̄1̄1] . (4.27)
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Выражения (4.25) означают буквально следующее: при повороте 𝑆4𝑧 псевдоспино-

ры ℰ𝑐(𝑣)
1 переходят в ℰ𝑐(𝑣)

2 по определению. При повороте 𝐶3 они также переходят

в ℰ𝑐(𝑣)
2 , но в виде линейных комбинаций, то есть оказываются связаны унитарной

матрицей 𝑇
𝑐(𝑣)
1→2(𝐶3), так как повороты не коммутируют. В системе координат до-

лины 𝐿1 оба преобразования (4.25) можно рассматривать как повороты неизвест-

ных псевдоспиноров ℰ̃𝑐(𝑣)

1 с перестановкой долинного индекса, от которого зависят

только блоховские функции |𝜈∓⟩. В результате блок матрицы 𝑇 𝑐(𝑣)(𝐶3) принимает

вид

𝑇
𝑐(𝑣)
1→2(𝐶3) ≡ ℰ𝑐(𝑣)

2

†
𝐶3ℰ𝑐(𝑣)

1 = ∓𝐷†
1/2(𝑆4)𝐷1/2(𝐶3) =

(︂
0 ∓i𝜙

∓i𝜙* 0

)︂
, (4.28)

где 𝜙 = (1+i
√
3)/2 и явный вид 𝑆4, 𝐶3 приведен в (4.25). Аналогичное вычисление

остальных блоков приводит к следующему виду полной матрицы преобразования

долинных мультиплетов (4.19) 𝐶3 ℰ𝑐(𝑣) = ℰ𝑐(𝑣) 𝑇 𝑐(𝑣)(𝐶3)

𝑇 𝑐(𝑣)(𝐶3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜙* 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜙 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 ±i𝜙*

0 0 0 0 0 0 ±i𝜙 0
0 0 0 ∓i𝜙 0 0 0 0
0 0 ∓i𝜙* 0 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜙 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜙* 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.29)

Несложно убедиться, что матрицы (4.23) и (4.29) являются генераторами приво-

димого представления Γ6 ⊕ Γ7 ⊕ Γ8 группы 𝑇𝑑.

Зная явный вид матриц генераторов (4.23) и (4.29), численно задачу о поис-

ке конфигураций долинных состояний, образующих базисы неприводимых пред-

ставлений Γ6,Γ7,Γ8, можно считать решенной. В матричном виде решение можно

записать через симметризующие матрицы

ℰ𝑐(𝑣) 𝑆𝑐(𝑣) =
(︁
ℰ𝑐(𝑣)

6 ,ℰ𝑐(𝑣)
7 ,ℰ𝑐(𝑣)

8

)︁
, (4.30)

а сами матрицы 𝑆𝑐, 𝑆𝑣 составить из собственных векторов проекторов на инвари-

антные подпространства, которые, в свою очередь, вычисляются суммированием
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по группе 𝑃𝑖 =
𝑑
𝑁

∑︀
𝑔∈𝐺 𝜒𝑖(𝑔)𝑇 (𝑔) [74]. Более компактная форма записи 𝑆

𝑐(𝑣) полу-

чается, если представить их в виде произведения:

𝑆𝑐(𝑣) = 𝑆𝑐(𝑣)
𝑠 · 𝑆𝑐(𝑣)

c , (4.31)

где матрицы 𝑆
𝑐(𝑣)
𝑠 переориентируют псевдоспиноры вдоль оси [001], а матрицы

𝑆
𝑐(𝑣)
𝑐 окончательно симметризуют базис, приводя его к каноническому виду для

представлений Γ6, Γ7 и Γ8 группы 𝑇𝑑 [78; 79]. Матрицы 𝑆
𝑐(𝑣)
𝑠 блочно-диагональные

𝑆𝑐(𝑣)
𝑠 = diag {𝐷𝑠

0, 𝐷
𝑠
1,∓𝐷𝑠

2,∓𝐷𝑠
3} , (4.32)

с блоками

𝐷𝑠
0 =

(︂
𝑐𝑐𝑒

−𝑖𝜋
8 −𝑖𝑠𝑐𝑒𝑖

𝜋
8

−𝑖𝑠𝑐𝑒−𝑖𝜋
8 𝑐𝑐𝑒

𝑖𝜋
8

)︂
, 𝐷𝑠

1 =

(︂
−𝑖𝑐𝑐𝑒−𝑖𝜋

8 𝑠𝑐𝑒
𝑖𝜋
8

−𝑠𝑐𝑒−𝑖𝜋
8 𝑖𝑐𝑐𝑒

𝑖𝜋
8

)︂
,

𝐷𝑠
2 =

(︂
𝑐𝑐𝑒

𝑖𝜋
8 −𝑖𝑠𝑐𝑒−𝑖𝜋

8

−𝑖𝑠𝑐𝑒𝑖
𝜋
8 𝑐𝑐𝑒

−𝑖𝜋
8

)︂
, 𝐷𝑠

3 =

(︂
𝑖𝑐𝑐𝑒

𝑖𝜋
8 −𝑠𝑐𝑒−𝑖𝜋

8

𝑠𝑐𝑒
𝑖𝜋
8 −𝑖𝑐𝑐𝑒−𝑖𝜋

8

)︂
.

(4.33)

Здесь 𝑐𝑐 =
√︀√

3 + 1/
√︀
2
√
3 и 𝑠𝑐 =

√︀√
3− 1/

√︀
2
√
3. Явный вид 𝑆

𝑐(𝑣)
c :

𝑆𝑐
c =

1

2
√
6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
2

√
2𝑒−

√
6 0 𝑒− 0

√
3𝑒+ 2√

2𝑒+ −
√
2 0

√
6 2 −

√
3𝑒− 0 −𝑒+√

2 −
√
2𝑒−

√
6 0 −𝑒− 0 −

√
3𝑒+ 2

−
√
2𝑒+ −

√
2 0

√
6 2

√
3𝑒− 0 𝑒+

−
√
2

√
2𝑒+

√
6 0 𝑒+ 0

√
3𝑒− −2√

2𝑒−
√
2 0

√
6 −2 −

√
3𝑒+ 0 −𝑒−

−
√
2 −

√
2𝑒+

√
6 0 −𝑒+ 0 −

√
3𝑒− −2

−
√
2𝑒−

√
2 0

√
6 −2

√
3𝑒+ 0 𝑒−

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (4.34)

𝑆𝑣
c =

1

2
√
6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
6 0

√
2

√
2𝑒− −

√
3𝑒+ 2 𝑒− 0

0
√
6

√
2𝑒+ −

√
2 0 −𝑒+ 2

√
3𝑒−√

6 0
√
2 −

√
2𝑒−

√
3𝑒+ 2 −𝑒− 0

0
√
6 −

√
2𝑒+ −

√
2 0 𝑒+ 2 −

√
3𝑒−√

6 0 −
√
2

√
2𝑒+ −

√
3𝑒− −2 𝑒+ 0

0
√
6

√
2𝑒−

√
2 0 −𝑒− −2

√
3𝑒+√

6 0 −
√
2 −

√
2𝑒+

√
3𝑒− −2 −𝑒+ 0

0
√
6 −

√
2𝑒−

√
2 0 𝑒− −2 −

√
3𝑒+

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.35)

Здесь 𝑒+ = 1 + 𝑖, 𝑒− = 1− 𝑖.
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Гамильтониан междолинного смешивания

В базисе состояний (ℰ6,ℰ7,ℰ8), образующих базисы неприводимых представлений

Γ6,Γ7,Γ8 группы 𝑇𝑑, гамильтониан междолинного смешивания 𝐻̂VM диагонален, а

на диагонали стоят энергии долинных расщеплений 𝐸78, 𝐸86 (3.3). В этом базисе

форма записи у полного одночастичного 𝑘 ·𝑝 гамильтониана еще проще. С учетом

размерного квантования 𝐻̂KW ≡ 𝐸818 (4.2) и долинного расщепления 𝐻̂VM — это

диагональная матрица diag{12𝐸6, 12𝐸7, 14𝐸8}. Соответственно, в исходном базисе

ℰ = (ℰ6,ℰ7,ℰ8)𝑆
† (4.19) с учетом индекса зоны полный гамильтониан имеет вид

𝐻̂
𝑐(𝑣)
KW + 𝐻̂

𝑐(𝑣)
VM ≡ 𝐻̂

𝑐(𝑣)
1 = 𝑆𝑐(𝑣)

⎛⎜⎝12𝐸
𝑐(𝑣)
6

12𝐸
𝑐(𝑣)
7

14𝐸
𝑐(𝑣)
8

⎞⎟⎠𝑆𝑐(𝑣) † , (4.36)

где 𝑆𝑐, 𝑆𝑣 — симметризующие матрицы (4.31).

Явный вид симметризующих матриц 𝑆 позволяет записать эффективный га-

мильтониан в рамках 𝑘 · 𝑝 метода с учетом междолинного смешивания и исполь-

зовать энергии 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8 непосредственно из расчета методом сильной связи. Это

открывает возможность для гораздо более детального анализа результатов расче-

та тонкой структуры экситона в квантовых точках из PbS.

4.1.3 Оптические матричные элементы

Для расчета оптических переходов необходим явный вид матричных элементов

оператора импульса. Из закона сохранения импульса при взаимодействии со све-

том следует диагональность оператора импульса по долинному индексу. Так как

точечная симметрия в каждой из 𝐿 долин — 𝐷3𝑑, относительно которой псевдо-

спиноры ℰ𝑐(𝑣)
𝜈 (4.19) преобразуются по представлению Γ∓

4 , то единственный допу-

стимый по симметрии вид матриц оператора импульса это

𝑝′𝑥 = 𝑝⊥𝜎
′
𝑥 , 𝑝′𝑦 = 𝑝⊥𝜎

′
𝑦 , 𝑝′𝑧 = 𝑝‖𝜎

′
𝑧 , (4.37)

где 𝑝⊥ и 𝑝‖ являются комбинацией матричных элементов на плавных огибающих

и на блоховских функциях 𝑃𝑡 и 𝑃𝑙, см (2.2).
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Эти матрицы записаны в осях 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′ — координатной системе соответствую-

щей 𝐿 долины. Важно, что фаза матричных элементов (4.37) фиксирована, так

как псевдоспиноры выбираются в 𝐿 долинах согласовано. В кристаллографиче-

ской системе координат матрица оператора импульса принимает вид

ℰ𝑐
𝜈
† 𝑝ℰ𝑣

𝜇 = 𝛿𝜇𝜈
[︀
𝑝⊥(𝜎𝑥𝑛𝜈𝑥 + 𝜎𝑦𝑛𝜈𝑦) + 𝑝‖𝜎𝑧𝑛𝜈𝑧

]︀
(4.38)

где 𝑛𝜈𝜆, 𝜆 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 — координатные оси долины 𝐿𝜈 , связанные с координатами в

долине 𝐿0 (4.22) поворотами 𝑆4𝑧.

Анизотропию 𝑝⊥ и 𝑝‖ можно рассматривать как дополнительный параметр 𝜂𝑃 ,

моделирующий анизотропию массы и плавных огибающих в каждой долине. При

этом в результате сравнения с расчетом методом сильной связи наилучшим ока-

залось приближение 𝑝⊥ = 𝑝‖, что подтверждает применимость изотропной 𝑘 · 𝑝
модели для расчета оптических переходов. Подробнее параметр анизотропии 𝜂𝑃

рассмотрен в разделе 4.2.3.

4.2 Кулоновское взаимодействие

Данный раздел посвящен кулоновскому взаимодействию. Помимо краткого изло-

жения основных выкладок, позволяющих вычислить константы прямого и обмен-

ного кулоновского взаимодействия, здесь также подробно описаны приближения,

использующиеся при выводе, и обсуждается влияние анизотропии.

Для расчета кулоновского взаимодействия необходимо явно учесть долинный

индекс волновых и блоховских функций (4.14)

𝜓𝑣
𝜇𝑢(𝑟) = 𝐵

[︂
𝑧𝑣1(𝑟)Ω̂

1
1/2,𝑢

𝜇

(𝑜𝑟)
⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜇−⟩︀− i𝑧𝑣0Ω̂

0
1/2,𝑢

𝜇

(𝑜𝑟)
⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜇+
⟩︀]︂
, (4.39a)

𝜓𝑐
𝜈𝑤(𝑟) = 𝐴

[︂
𝑧𝑐0(𝑟)Ω̂

0
1/2,𝑤

𝜈

(𝑜𝑟)
⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜈−
⟩︀
+ i𝑧𝑐1Ω̂

1
1/2,𝑤

𝜈

(𝑜𝑟)
⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜈+
⟩︀]︂
, (4.39b)

где ⟨𝑟|𝜇−⟩ и ⟨𝑟|𝜇+⟩ — координатное представление блоховских функций в зоне

проводимости и в валентной зоне в долине 𝐿𝜇, 𝑜𝑟 = 𝑟/𝑟. Долинный индекс 𝜇

шаровых спиноров Ω̂𝑙
1/2,𝑢

𝜇

указывает на систему координат, зафиксированную в
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долине 𝐿𝜇, индексы 𝑢,𝑤 = ±1/2 определяют проекцию углового момента 1/2 на

соответствующую ось 𝑧. Спин обозначается индексами 𝛼, 𝛽.

Как и в методе сильной связи для расчета кулоновского взаимодействия ис-

пользуется метод конфигурационного взаимодействия⟨
𝑗𝑏
⃒⃒⃒
𝐻̂
⃒⃒⃒
𝑖𝑎
⟩
= [𝜖𝑎 − 𝜖𝑖]𝛿𝑗𝑖𝛿𝑏𝑎 − ⟨𝑖𝑏||𝑗𝑎⟩ , (4.40)

где 𝜖𝑖, 𝜖𝑎 — энергии электронов в валентной зоне и зоне проводимости, а кулонов-

ские интегралы ⟨𝑝𝑞||𝑟𝑠⟩ = ⟨𝑝𝑞|𝑟𝑠⟩ − ⟨𝑝𝑞|𝑠𝑟⟩ и

⟨𝑝𝑞|𝑟𝑠⟩ =
∑︁
𝛼,𝛽

∫︁∫︁
𝑑𝑟1𝑑𝑟2 𝜓

*
𝑝(𝑟1, 𝛼)𝜓

*
𝑞 (𝑟2, 𝛽)

1

𝜀 𝑟12
𝜓𝑟(𝑟1, 𝛼)𝜓𝑠(𝑟2, 𝛽)

≡
∫︁∫︁

𝑑𝑟1𝑑𝑟2
1

𝜀 𝑟12
𝜓†
𝑝(𝑟1)𝜓𝑟(𝑟1)𝜓

†
𝑞(𝑟2)𝜓𝑠(𝑟2) .

(4.41)

В первой строчке суммирование по спиновым индексам обозначено явно. Диэлек-

трическая проницаемость 𝜀 используется постоянной. Для расчета двухчастичных

интегралов (4.41) используется электрон-электронное представление [75] и следу-

ющая схема индексов:

𝑖 = (𝜇, 𝑢) , 𝑗 = (𝜇′, 𝑢′) , 𝑎 = (𝜈, 𝑤) , 𝑏 = (𝜈 ′, 𝑤′) , (4.42)

где 𝑖, 𝑗 обозначают состояния в валентной зоне и 𝑎, 𝑏 — в зоне проводимости.

4.2.1 Прямое кулоновское взаимодействие

Матричный элемент прямого кулоновского взаимодействия на функциях (4.39)

записывается в виде

⟨𝑖𝑏|𝑗𝑎⟩ =
∫︁∫︁

𝑑𝑟1𝑑𝑟2
1

𝜀𝑟12
𝜓𝑣 †
𝜇𝑢(𝑟1)𝜓

𝑣
𝜇′𝑢′(𝑟1)𝜓

𝑐 †
𝜈′𝑤′(𝑟2)𝜓

𝑐
𝜈𝑤(𝑟2) ≡ −⟨𝑗𝑏|𝑉dir|𝑖𝑎⟩ . (4.43)

Для его вычисления используется разложение 1/𝑟 в интеграл Фурье

1

𝑟12
=

∫︁
𝑑𝑘

1

2𝜋2𝑘2
ei𝑘𝑟1−i𝑘𝑟2 (4.44)

и приближение для произведений блоховских функций в виде нулевого члена (с

нулевым волновым вектором) их разложения в ряд Фурье [136]

⟨𝜇𝑚|𝑟⟩ ⟨𝑟|𝜈𝑛⟩ = 𝛿𝜇𝜈𝛿𝑚𝑛 , (4.45)
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где 𝑚,𝑛 = 𝑐, 𝑣 ≡ ∓ — индексы зоны и 𝜇, 𝜈 = 0, 1, 2, 3 — долинные индексы.

Использование данного приближения предполагает, что размер квантовой точ-

ки значительно больше размера постоянной решетки и что огибающие достаточно

плавные, так как в пределах примитивной ячейки блоховские функции не орто-

гональны. Если размер КТ сравним с постоянной решетки (единицы нм), то для

учета неортогональности блоховских функций можно дополнить выражение (4.45)

следующими членами разложения в ряд Фурье. В диссертации такие поправки

не учитываются, так как они приводят к достаточно громоздким выражениям с

большим числом подгоночных параметров. Кроме того, результаты расчета пока-

зывают, что это приближение является достаточно хорошим, особенно в диапазоне

диаметров КТ от ∼ 6 нм.

С помощью преобразования Фурье (4.44) интеграл (4.43) сводится к

⟨𝑖𝑏|𝑗𝑎⟩ =
∫︁
𝑑𝑘

1

2𝜀𝜋2𝑘2

∫︁
𝑑𝑟 𝜓𝑣 †

𝜇𝑢(𝑟)e
i𝑘𝑟𝜓𝑣

𝜇′𝑢′(𝑟)

∫︁
𝑑𝑟 𝜓𝑐 †

𝜈′𝑤′(𝑟)e
−i𝑘𝑟𝜓𝑐

𝜈𝑤(𝑟) =

=

∫︁
𝑑𝑘

1

2𝜀𝜋2𝑘2
𝐼𝑣𝑣𝜇𝑢,𝜇′𝑢′(𝑘)𝐼𝑐𝑐𝜈′𝑤′,𝜈𝑤(−𝑘) ,

(4.46)

где, с учетом (4.45), интегралы 𝐼(±𝑘) принимают вид

𝐼𝑣𝑣𝜇𝑢,𝜇′𝑢′(𝑘) = 𝛿𝜇𝜇′ 𝐵2

∫︁
𝑑𝑟 ei𝑘𝑟

(︂
𝑧𝑣1𝑧

𝑣
1Ω̂

1 †
1/2,𝑢

𝜇

Ω̂1
1/2,𝑢′

𝜇

+ 𝑧𝑣0𝑧
𝑣
0Ω̂

0 †
1/2,𝑢

𝜇

Ω̂0
1/2,𝑢′

𝜇

)︂
, (4.47)

𝐼𝑐𝑐𝜈′𝑤′,𝜈𝑤(−𝑘) = 𝛿𝜈′𝜈 𝐴
2

∫︁
𝑑𝑟 e−i𝑘𝑟

(︃
𝑧𝑐0𝑧

𝑐
0Ω̂

0 †
1/2,𝑤′

𝜈′

Ω̂0
1/2,𝑤

𝜈′
+ 𝑧𝑐1𝑧

𝑐
1Ω̂

1 †
1/2,𝑤′

𝜈′

Ω̂1
1/2,𝑤

𝜈′

)︃
. (4.48)

Сюда входят матрицы по индексам псевдоспина 𝑢, 𝑢′ и 𝑤,𝑤′, которые состоят из

скалярных произведений шаровых спиноров (4.17)

Ω̂0 †
1/2,𝑢

𝜆

Ω̂0
1/2,𝑢′

𝜆

= Ω̂1 †
1/2,𝑢

𝜆

Ω̂1
1/2,𝑢′

𝜆

=
1

4𝜋

(︂
1 0
0 1

)︂
. (4.49)

Отметим, что во вторую матрицу входят выражения вида |𝑌1,0|2 +2|𝑌1,1|2 = const.

Для усреднения по углу воспользуемся разложением плоской волны [137]

ei𝑘𝑟 = 4𝜋
∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

i𝑙𝑗𝑙(𝑘𝑟)𝑌
*
𝑙,𝑚

(︀
𝑔−1
𝜆 𝑜𝑘

)︀
𝑌𝑙,𝑚

(︀
𝑔−1
𝜆 𝑜𝑟

)︀
, 𝑜𝑛 =

𝑛

𝑛
, (4.50)
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и свойством (𝑔−1𝑘)(𝑔−1𝑟) = 𝑘𝑟 = 𝑟𝑘. В результате∫︁
𝑑𝑜𝑟 e

±i𝑘𝑟Ω̂𝑙 †
1/2,𝑢

𝜆

Ω̂𝑙
1/2,𝑢′

𝜆

= 𝛿𝑢𝑢′ 𝑗0(𝑘𝑟), 𝑙 = 0, 1 , (4.51)

и окончательно матричный элемент (4.43) принимает вид

⟨𝑖𝑏|𝑗𝑎⟩ = −⟨𝑗𝑏|𝑉dir|𝑖𝑎⟩ = −⟨𝜇′𝑢′, 𝜈 ′𝑤′|𝑉dir|𝜇𝑢, 𝜈𝑤⟩ =

=

∫︁
𝑑𝑘

1

2𝜀𝜋2𝑘2
𝐼𝑣𝑣𝜇𝑢,𝜇′𝑢′(𝑘)𝐼𝑐𝑐𝜈′𝑤′,𝜈𝑤(−𝑘) = 𝛿𝜇′𝜇𝛿𝑢′𝑢𝛿𝜈′𝜈𝛿𝑤′𝑤 𝐽dir ,

(4.52)

где 𝐽dir ≡ 𝐽(𝑅) ≡ 𝐸𝐵 — это энергия связи экситона или константа прямого куло-

новского взаимодействия

𝐽dir =
2𝑒2

𝜋𝜀

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘 𝐼𝑣𝑣0 (𝑘)𝐼𝑐𝑐0 (𝑘) , (4.53)

в которой

𝐼𝑣𝑣0 (𝑘) = 𝐵2

∫︁ 𝑅

0

𝑑𝑟 𝑟2𝑗0(𝑘𝑟)
(︀
|𝑧𝑣0(𝑟)|2 + |𝑧𝑣1(𝑟)|2

)︀
, (4.54a)

𝐼𝑐𝑐0 (𝑘) = 𝐴2

∫︁ 𝑅

0

𝑑𝑟 𝑟2𝑗0(𝑘𝑟)
(︀
|𝑧𝑐0(𝑟)|2 + |𝑧𝑐1(𝑟)|2

)︀
. (4.54b)

Отметим, что в главе 2 для обозначения прямого кулоновского взаимодействия

используется обозначение 𝐽 . В этой главе — 𝐽dir чтобы не возникало путаницы с

оператором полного углового момента 𝐽 .
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Рис. 4.3: Константа прямого кулоновского взаимодействия 𝐽dir(𝑅) (4.53), постро-
енная как функция радиуса 𝑅 квантовой точки с обратной шкалой.

В базисе из 64-х однократно возбужденных определителей {|𝑖𝑎⟩} = {|𝜇𝑢, 𝜈𝑤⟩},
образованных всевозможными комбинациями состояний долинных мультиплетов
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𝜇, 𝜈 = 0, 1, 2, 3, 𝑢,𝑤 = ±1/2, матрица (4.52) является диагональной 𝐽dir 164. Та-

ким образом, учет прямого кулоновского взаимодействия в гамильтониане кон-

фигурационного взаимодействия (4.52) приводит к сдвигу экситонных уровней на

величину 𝐽dir. Величина 𝐽dir(𝑅), рассчитанная с параметрами из (4.18), значи-

тельно меньше энергий основных уровней размерного квантования и приведена

на Рис. 4.3 и 3.6.

4.2.2 Обменное взаимодействие

Матричный элемент обменного взаимодействия на функциях (4.39)

⟨𝑖𝑏|𝑎𝑗⟩ =
∫︁
𝑑𝑟1 𝑑𝑟2

1

𝜀𝑟12
𝜓𝑣 †
𝜇𝑢(𝑟1)𝜓

𝑐
𝜈𝑤(𝑟1)𝜓

𝑐 †
𝜈′𝑤′(𝑟2)𝜓

𝑣
𝜇′𝑢′(𝑟2) ≡ ⟨𝑗𝑏|𝑉exch|𝑖𝑎⟩ (4.55)

вычисляется аналогично. С помощью разложения 1/𝑟 в интеграл Фурье (4.44)

⟨𝑖𝑏|𝑎𝑗⟩ =
∫︁
𝑑𝑘

1

2𝜀𝜋2𝑘2

∫︁
𝑑𝑟 𝜓𝑣 †

𝜇𝑢(𝑟)e
i𝑘𝑟𝜓𝑐

𝜈𝑤(𝑟)

∫︁
𝑑𝑟 𝜓𝑐 †

𝜈′𝑤′(𝑟)e
−i𝑘𝑟𝜓𝑣

𝜇′𝑢′(𝑟) =

=

∫︁
𝑑𝑘

1

2𝜀𝜋2𝑘2
𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝑘)𝐼

𝑐𝑣
𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝑘)

(4.56)

и учитывая (4.45), интегралы 𝐼(±𝑘) преобразуются к виду

𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝑘) = 𝛿𝜇𝜈𝐴𝐵

∫︁
𝑑𝑟 ei𝑘𝑟

(︂
𝑧𝑣1𝑧

𝑐
0Ω̂

1 †
1/2,𝑢

𝜇

Ω̂0
1/2,𝑤

𝜇

− 𝑧𝑣0𝑧
𝑐
1Ω̂

0 †
1/2,𝑢

𝜇

Ω̂1
1/2,𝑤

𝜇

)︂
, (4.57)

𝐼𝑐𝑣𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝑘) = 𝛿𝜈′𝜇′𝐴𝐵

∫︁
𝑑𝑟 e−i𝑘𝑟

(︃
𝑧𝑐0𝑧

𝑣
1Ω̂

0 †
1/2,𝑤′

𝜈′

Ω̂1
1/2,𝑢′

𝜈′
− 𝑧𝑐1𝑧

𝑣
0Ω̂

1 †
1/2,𝑤′

𝜈′

Ω̂0
1/2,𝑢′

𝜈′

)︃
. (4.58)

Отметим, что (4.55) является по сути матричным элементом дальнодействующего

кулоновского взаимодействия. Короткодействующий обмен в диссертации не рас-

сматривается, так как с хорошей точностью им в квантовых точках из PbS можно

пренебречь [103].

Матрицы по индексам псевдоспина 𝑢, 𝑢′ и 𝑤,𝑤′ из произведений шаровых спи-

норов здесь тоже одинаковые, но устроены сложнее

(︂
Ω̂1 †

1/2,𝑢
𝜆

Ω̂0
1/2,𝑤

𝜆

)︂
=

1

2
√
𝜋

⎛⎝ −
√︁

1
3
𝑌 *
1,0

√︁
2
3
𝑌 *
1,1

−
√︁

2
3
𝑌 *
1,−1

√︁
1
3
𝑌 *
1,0

⎞⎠
𝑢𝑤

≡ 1

2
√
𝜋
𝐾̂𝜆

𝑢𝑤 (𝑜𝑟) , (4.59)
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где матрица 𝐾̂𝜆
𝑢𝑤 (𝑜𝑟) = 𝐾̂𝑢𝑤

(︀
𝑔−1
𝜆 𝑜𝑟

)︀
и 𝑜𝑟 = 𝑟/𝑟. Аналогично

(︂
Ω̂0 †

1/2,𝑢
𝜆

Ω̂1
1/2,𝑤

𝜆

)︂
=

1

2
√
𝜋

⎛⎝−
√︁

1
3
𝑌1,0 −

√︁
2
3
𝑌1,−1√︁

2
3
𝑌1,1

√︁
1
3
𝑌1,0

⎞⎠
𝑢𝑤

=
1

2
√
𝜋
𝐾̂𝜆

𝑢𝑤

(︁𝑟
𝑟

)︁
. (4.60)

В результате интегралы 𝐼(±𝑘) принимают достаточно компактный вид

𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝑘) = 𝛿𝜇𝜈
𝐴𝐵

2
√
𝜋

∫︁
𝑑𝑟 ei𝑘𝑟 [𝑧𝑣1(𝑟)𝑧

𝑐
0(𝑟)− 𝑧𝑣0(𝑟)𝑧

𝑐
1(𝑟)] 𝐾̂

𝜇
𝑢𝑤

(︁𝑟
𝑟

)︁
, (4.61a)

𝐼𝑐𝑣𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝑘) = 𝛿𝜈′𝜇′
𝐴𝐵

2
√
𝜋

∫︁
𝑑𝑟 e−i𝑘𝑟 [𝑧𝑣1(𝑟)𝑧

𝑐
0(𝑟)− 𝑧𝑣0(𝑟)𝑧

𝑐
1(𝑟)] 𝐾̂

𝜈′

𝑤′𝑢′

(︁𝑟
𝑟

)︁
. (4.61b)

Далее, используя (4.50) и усреднив по углам 𝑜𝑟, получаем

𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝑘) = 2
√
𝜋i 𝛿𝜇𝜈 𝐼

𝑐𝑣
1 (𝑘)𝐾̂𝜇

𝑢𝑤

(︂
𝑘

𝑘

)︂
, (4.62a)

𝐼𝑐𝑣𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝑘) = −2
√
𝜋i 𝛿𝜈′𝜇′ 𝐼𝑐𝑣1 (𝑘)𝐾̂𝜈′

𝑤′𝑢′

(︂
𝑘

𝑘

)︂
, (4.62b)

где

𝐼𝑐𝑣1 (𝑘) = 𝐴𝐵

∫︁ 𝑅

0

𝑑𝑟 𝑟2 [𝑧𝑣1(𝑟)𝑧
𝑐
0(𝑟)− 𝑧𝑣0(𝑟)𝑧

𝑐
1(𝑟)] 𝑗1(𝑘𝑟) . (4.63)

С учетом этого матричный элемент обменного взаимодействия принимает вид

⟨𝑖𝑏|𝑎𝑗⟩ = ⟨𝑗𝑏|𝑉exch|𝑖𝑎⟩ = ⟨𝜇′𝑢′, 𝜈 ′𝑤′|𝑉exch|𝜇𝑢, 𝜈𝑤⟩ =

=

∫︁
𝑑𝑘

1

2𝜀𝜋2𝑘2
𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝑘)𝐼

𝑐𝑣
𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝑘) = 𝛿𝜇𝜈𝛿𝜇′𝜈′ Ξ

𝜇′𝜇
𝑢′𝑤′,𝑢𝑤𝐾 ,

(4.64)

где 𝐾 ≡ 𝐾(𝑅) — константа обменного взаимодействия

𝐾 =
2𝑒2

𝜋𝜀

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘 |𝐼𝑐𝑣1 (𝑘)|2 , (4.65)

а Ξ — матрица, содержащая информацию о взаимной ориентации 𝐿 долин

Ξ𝜇′𝜇
𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 =

∫︁
𝑑𝑜 𝐾̂𝜇

𝑢𝑤(𝑜)𝐾̂
𝜇′

𝑤′𝑢′(𝑜) . (4.66)

Подробный анализ структуры матрицы Ξ для случаев 𝜇 = 𝜇′ (внутридолинный

обмен) и 𝜇 ̸= 𝜇′ (междолинный обмен) будет приведен ниже.

График константы дальнодействующего обменного взаимодействия 𝐾 (4.65),

рассчитанной с параметрами (4.18), приведен на Рис. 4.4 как функция 𝑅 с обрат-

ной шкалой и на Рис. (3.6) вместе с результатом расчета методом сильной связи.
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Рис. 4.4: Константа обменного кулоновского взаимодействия 𝐾(𝑅) (4.65), постро-
енная как функция радиуса 𝑅 квантовой точки с обратной шкалой.

Во-первых, 𝐾 > 0, то есть основное состояние экситона — темное. Во-вторых, в

диапазоне значений радиуса 𝑅 квантовых точек от 3 нм до 10 нм зависимость 𝐾

от 1/𝑅 почти линейная. Линейная интерполяция перестает быть приближением,

когда 𝑅 приближается к величине боровского радиуса экситона в PbS 𝑎𝐵 ≈ 18

нм, то есть когда экситон начинает квантоваться как целое. Так как в диапазоне

𝑅 от 3 нм до 10 ÷ 20 нм величина обменного расщепления затухает медленнее

долинного (∝ 1/𝑅2÷3), то его роль в формировании тонкой структуры экситона

усиливается по мере роста 𝑅. Наоборот, в квантовых точках небольшого размера

(несколько нм) основной вклад вносит именно долинное расщепление.

Внутридолинный обмен

𝑘𝜇

|𝑖𝑎⟩ |𝑗𝑏⟩

𝑘𝜇′

|𝑗′𝑏′⟩

Рис. 4.5: Схематическое изображение внутри- (4.67) и междолинных (4.73) мат-
ричных элементов обменного взаимодействия между электрон-дырочными парами
|𝑖𝑎⟩ , |𝑗𝑏⟩ и |𝑗′𝑏′⟩ из долин 𝑘𝜇 и 𝑘𝜇′ .
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Матричные элементы (4.55) относятся к внутридолинному обмену, когда обе

электрон-дырочные пары |𝑖𝑎⟩ , |𝑗𝑏⟩ образованы состояниями из одной долины, как

схематически показано на Рис. 4.5. В выражении (4.64) это означает равенство

долинных индексов 𝜇′ = 𝜇 у матрицы Ξ. В этом случае после усреднения по углу

в ней остается шесть ненулевых элементов

Ξ𝜇𝜇
𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 ≡ Ξ0

𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 =

∫︁
𝑑𝑜 𝐾̂𝑢𝑤(𝑜)𝐾̂𝑤′𝑢′(𝑜) ,

⎧⎨⎩
Ξ↑↑,↑↑ = Ξ↓↓,↓↓ =

1
3
,

Ξ↑↑,↓↓ = Ξ↓↓,↑↑ = −1
3
,

Ξ↑↓,↑↓ = Ξ↓↑,↓↑ =
2
3
.

(4.67)

Интегрирование по углам здесь тривиально из-за того, что сферические гармоники

𝑌𝑙𝑚 в матрицах 𝐾̂ ориентированы согласованно. Стрелки ↑, ↓ обозначают проекции
𝑀 = ±1/2 полного углового момента 𝐽 на ось соответствующей 𝐿 долины.

Матрицу Ξ0 можно выразить через матрицы Паули

Ξ0
𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 ≡ Ξ𝑒𝑒

𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 =
𝛿𝑢′𝑢𝛿𝑤′𝑤

2
− 𝜎*

𝑢′𝑢𝜎𝑤′𝑤

6
≡ 1

2
− 𝜎*𝜎

6
. (4.68)

Эта форма записи соответствует электрон-электронному представлению Ξ0 ≡ Ξ𝑒𝑒.

Для перехода к более привычному электрон-дырочному Ξℎ𝑒 (индекс дырки на пер-

вом месте) необходимо вычислить матричные элементы вида (4.41) заменив в них

волновые функции валентной зоны на сопряженные 𝜓𝑣 → 𝜓𝑣 *. Используя явный

вид функций 𝜓𝑣
𝜇𝑢 (4.39a), легко убедиться, что сопряженные функции выражаются

через них самих

𝐾̂𝜓𝑣
𝜇,1/2 = −𝜓𝑣

𝜇,−1/2 , 𝐾̂𝜓𝑣
𝜇,−1/2 = 𝜓𝑣

𝜇,1/2 , (4.69)

или, заменив формально индексы 𝑢→ 𝐾𝑢 [75],

𝐾̂𝜓𝑣
𝜇𝑢 = (−1)𝑢+1/2𝜓𝑣

𝜇𝐾𝑢 . (4.70)

Использование этого правила преобразует матрицу Ξℎ𝑒 к виду

Ξℎ𝑒
𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 = (−1)𝑢+𝑢′𝜎*

𝐾𝑢′𝐾𝑢𝜎𝑤′𝑤

6
+
𝛿𝑢′𝑢𝛿𝑤′𝑤

2
=
𝛿𝑢′𝑢𝛿𝑤′𝑤

2
+

𝜎𝑢′𝑢𝜎𝑤′𝑤

6
≡ 1

2
+

𝜎𝜎

6
. (4.71)

Таким образом, внутридолинный обмен можно представить в виде

⟨𝜆𝐾𝑢′, 𝜆𝑤′|𝑉exch|𝜆𝐾𝑢, 𝜆𝑤⟩ ≡
⟨︀
𝜆𝑢′ℎ, 𝜆𝑤

′
𝑒

⃒⃒
𝑉 ℎ𝑒
exch

⃒⃒
𝜆𝑢ℎ, 𝜆𝑤𝑒

⟩︀
=

[︂
1
2
+

𝜎ℎ𝜎𝑒

6

]︂
𝐾 , (4.72)
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где 𝐾 — константа обменного взаимодействия (4.65). Легко убедиться, что соб-

ственные числа матрицы Ξℎ𝑒 равны (0, 2/3, 2/3, 2/3), что соответствует величине

обменного расщепления ∆𝐸exch = 2𝐾/3 между псевдоспиновыми синглетами и

триплетами в каждой из четырех 𝐿 долин. Именно такой результат был получен

в работе [103] для квантовых точек из PbS и PbSe.

Междолинный обмен

В случае междолинного обмена долинные индексы 𝜇′, 𝜇 могут быть произвольны-

ми, см. схему 4.5, соответственно, матрица Ξ имеет самый общий вид

Ξ𝜇′𝜇
𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 =

∫︁
𝑑𝑜 𝐾̂𝑢𝑤

(︀
𝑔−1
𝜇 𝑜𝑘

)︀
𝐾̂𝑤′𝑢′

(︀
𝑔−1
𝜇′ 𝑜𝑘

)︀
. (4.73)

Для корректного усреднения по углам здесь важно выбрать операции симметрии

𝑔−1
𝜇 согласованно с выбором базисных функций долинных мультиплетов (4.19).

Наиболее естественный способ это сделать — проводить интегрирование в систе-

ме координат долины 𝐿0 (4.22), выбрав в качестве 𝑔𝜇 соответствующую степень

(4.20) зеркального поворота 𝑆4𝑧 вокруг кристаллографической оси [001]. Отметим,

что матрицы 𝐾̂ (4.60), входящие в (4.73), являются скалярными произведениями

базисных спиноров, поэтому поворотов по спиновому индексу здесь не возникает.

В результате усреднения по углам матрицу Ξ𝜇′𝜇 можно представить в виде

Ξ𝜇′𝜇
𝑢′𝑤′,𝑢𝑤 = ±𝜇′ ±𝜇

∑︁
𝜆′𝜂′𝜆𝜂

(︀
𝐷𝑠*

𝜇′

)︀
𝑢′𝜆′

(︀
𝐷𝑠

𝜇′

)︀
𝑤′𝜂′

Ξ̃0
𝜆′𝜂′,𝜆𝜂

(︀
𝐷𝑠

𝜇

)︀
𝑢𝜆

(︀
𝐷𝑠*

𝜇

)︀
𝑤𝜂

, (4.74)

где знак ±𝜇 отражает степень зеркального поворота 𝑆4𝑧 (4.21) (степень инверсии)

и равен «+» для 𝜇 = 0, 1 и «−» для 𝜇 = 2, 3, матрицы 𝐷𝑠
𝜇 определены в (4.33), и Ξ0

определена в (4.67). С учетом выбранных преобразований матрицы Ξ приобретают

следующий вид

Ξ00 = Ξ11 = Ξ22 = Ξ33 = Ξ̃0 ,

Ξ10 = Ξ01 = Ξ32 = Ξ23 ≡ Ξ̃𝑙 ,

Ξ20 = Ξ31 = Ξ12 = Ξ03 ≡ Ξ̃𝑡 ,

Ξ30 = Ξ21 = Ξ13 = Ξ02 ≡ Ξ̃𝑡† ,

(4.75)
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которые, в свою очередь, удобно представить в виде 4×4 матриц, используя индекс

𝛾 = 0, 𝑙, 𝑡 и комбинированный псевдоспиновый индекс 𝑙, пробегающий значения

ℓ = {↑↑, ↑↓, ↓↑, ↓↓} . (4.76)

Явный вид таких блоков:

Ξ̃𝛾
ℓ′ℓ =

1

9

⎛⎜⎜⎝
𝑞0𝛾 𝑞*1𝛾 𝑞1𝛾 −𝑞0𝛾
−𝑞*1𝛾 𝑞2𝛾 𝑞3𝛾 𝑞*1𝛾
−𝑞1𝛾 𝑞3𝛾 𝑞2𝛾 𝑞1𝛾
−𝑞0𝛾 −𝑞*1𝛾 −𝑞1𝛾 𝑞0𝛾

⎞⎟⎟⎠ , (4.77)

а константы 𝑞𝑖𝛾

𝑞00 = 3 , 𝑞0𝑙 = −1 , 𝑞0𝑡 = −1 ,

𝑞10 = 0 , 𝑞1𝑙 = −2
√
2i , 𝑞1𝑡 = 2

√
2i ei𝜋/6 , (4.78)

𝑞20 = 6 , 𝑞2𝑙 = −2 , 𝑞2𝑡 = −4 e−i𝜋/3 ,

𝑞30 = 0 , 𝑞3𝑙 = −4 , 𝑞3𝑡 = 2 .

4.2.3 Учет анизотропии

Полученный выше результат можно обобщить, проведя частичный учет анизотро-

пии 𝑝⊥ и 𝑝‖ (4.37). Полный учет анизотропии является довольно сложной задачей,

так как требует аккуратного рассмотрения не только анизотропии массы, но и

отклонения формы квантовых точек от сферических. Однако учет анизотропии

𝑝⊥ ̸= 𝑝‖ позволяет ввести дополнительный параметр, который не нарушает ку-

бическую симметрию гамильтониана обменного взаимодействия (4.64) и может

рассматриваться как одна из анизотропных поправок.

Для этого необходимо рассмотреть одночастичный гамильтониан объемного

кристалла (4.2) и учесть 𝑃𝑙 ̸= 𝑃𝑡

𝐻̂𝜇
1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐸𝑔

2
+ 𝛼𝑐𝜅

2 0 𝑃𝑙𝜅
𝑧
𝜇 𝑃𝑡𝜅

−
𝜇

0 𝐸𝑔

2
+ 𝛼𝑐𝜅

2 𝑃𝑡𝜅
+
𝜇 −𝑃𝑙𝜅

𝑧
𝜇

𝑃𝑙𝜅
𝑧
𝜇 𝑃𝑡𝜅

−
𝜇 −𝐸𝑔

2
− 𝛼𝑣𝜅

2 0

𝑃𝑡𝜅
+
𝜇 −𝑃𝑙𝜅

𝑧
𝜇 0 −𝐸𝑔

2
− 𝛼𝑣𝜅

2

⎞⎟⎟⎟⎠ . (4.79)

119



Здесь 𝜅𝜇 отсчитывается от волновых векторов соответствующих 𝐿 долин 𝜅𝜇 (4.20)

в соответствующей системе координат и 𝜅±𝜇 = 𝜅𝑥𝜇 ± i𝜅𝑦𝜇, а также ℏ = 𝑚0 = 1

(атомная система единиц). По аналогии с (4.39), волновые функции объемного

кристалла можно записать в виде спиноров

𝜓𝑣
𝜇𝑢(𝑟) = ei𝜅𝜇𝑟

[︁
𝑄̂1

𝜇,𝑢

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜇−⟩︀− 𝑄̂0

𝜇,𝑢

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜇+
⟩︀]︁
, 𝐸𝑣

𝜅 = −𝐸𝑔

2
− 𝛼𝑣𝜅

2 − 𝜅𝑃

𝐸𝑔

, (4.80a)

𝜓𝑐
𝜈𝑤(𝑟) = ei𝜅𝜈𝑟

[︁
𝑄̂0

𝜈,𝑤

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜈−
⟩︀
+ 𝑄̂1

𝜈,𝑤

⟨︀
𝑟
⃒⃒
𝜈+
⟩︀]︁

, 𝐸𝑐
𝜅 =

𝐸𝑔

2
+ 𝛼𝑐𝜅

2 +
𝜅𝑃

𝐸𝑔

, (4.80b)

где 𝑃 = (𝑃𝑡, 𝑃𝑡, 𝑃𝑙), а вместо шаровых спиноров

𝑄̂0
𝜆,1/2 =

(︂
1
0

)︂
, 𝑄̂0

𝜆,−1/2 =

(︂
0
1

)︂
, 𝑄̂1

𝜆,1/2 =
1

𝐸𝑔

(︂
𝑃𝑙𝑘

𝑧
𝜆

𝑃𝑡𝑘
+
𝜆

)︂
, 𝑄̂1

𝜆,−1/2 =
1

𝐸𝑔

(︂
𝑃𝑡𝑘

−
𝜆

−𝑃𝑙𝑘
𝑧
𝜆

)︂
.

(4.81)

Здесь долинный индекс 𝜆 имеет тот же смысл, что и у шаровых спиноров в урав-

нении (4.39). При этом если 𝑃𝑡 = 𝑃𝑙, то величины 𝑄̂𝑙
𝑢 ∝ Ω̂𝑙

1/2,𝑢.

Используя изложенный выше формализм, матричный элемент обменного вза-

имодействия сводится к

⟨𝑗𝑏|𝑉exch|𝑖𝑎⟩ = ⟨𝑖𝑏|𝑎𝑗⟩ =
∫︁
𝑑𝐾

1

2𝜀𝜋2𝐾2
𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝐾)𝐼𝑐𝑣𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝐾) , (4.82)

где

𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝐾) = 𝛿𝜇𝜈(2𝜋)
3𝛿(𝐾 − 𝜅𝜇 + 𝜅𝜈)𝐾̂

𝑏
𝜇𝑢,𝜈𝑤 (4.83)

и матрица 𝐾̂ введена по аналогии с (4.59)

𝐾̂𝑏
𝜇𝑢,𝜈𝑤 =

1

𝐸𝑔

𝑤=1/2 𝑤=−1/2(︂
𝑃𝑙𝐾

𝑧
𝜇 𝑃𝑡𝐾

−
𝜇

𝑃𝑡𝐾
+
𝜇 −𝑃𝑙𝐾

𝑧
𝜇

)︂
𝑢=1/2

𝑢=−1/2

, 𝐾𝜇 = 𝜅𝜇 − 𝜅𝜈 . (4.84)

Аналогично вычисляется второй интеграл

𝐼𝑐𝑣𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝐾) = 𝛿𝜈′𝜇′(2𝜋)3𝛿(−𝐾 − 𝑘𝜈′ + 𝑘𝜇′)𝐾̂𝑏
𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′ , (4.85)

где

𝐾̂𝑏
𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′ =

1

𝐸𝑔

𝑢′=1/2 𝑢′=−1/2(︂
𝑃𝑙𝐾

𝑧
𝜈′ 𝑃𝑡𝐾

−
𝜈′

𝑃𝑡𝐾
+
𝜈′ −𝑃𝑙𝐾

𝑧
𝜈′

)︂
𝑤′=1/2

𝑤′=−1/2

, 𝐾𝜈′ = 𝜅𝜇′ − 𝜅𝜈′ . (4.86)

120



В выражениях выше 𝐾𝜆 = (𝐾𝑥
𝜆 , 𝐾

𝑦
𝜆, 𝐾

𝑧
𝜆) — компоненты вектора 𝐾 в системе ко-

ординат долины 𝐿𝜆.

Комбинируя выражения (4.83) и (4.85), матричный элемент (4.82) сводится к

⟨𝑗𝑏|𝑉exch|𝑖𝑎⟩ = ⟨𝜇′𝑢′, 𝜈 ′𝑤′|𝑉exch|𝜇𝑢, 𝜈𝑤⟩ =
∫︁
𝑑𝐾

1

2𝜋2𝐾2
𝐼𝑣𝑐𝜇𝑢,𝜈𝑤(𝐾)𝐼𝑐𝑣𝜈′𝑤′,𝜇′𝑢′(−𝐾) =

=
4𝜋

𝑉
𝛿𝜇′𝜈′𝛿𝜇𝜈𝛿𝜅𝜇−𝜅𝜈 ,𝜅𝜇′−𝜅𝜈′

𝑃 2

𝐸𝑔

𝐶𝜇′𝜇
𝐾 , 𝐾 = 𝜅𝜇 − 𝜅𝜈 = 𝜅𝜇′ − 𝜅𝜈′ , (4.87)

где (2𝜋)3𝛿(𝜅𝜇 − 𝜅𝜈 − 𝜅𝜇′ + 𝜅𝜈′) формально заменено на 𝑉 −1𝛿𝜅𝜇−𝜅𝜈 ,𝜅𝜇′−𝜅𝜈′
(𝑉 —

объем кристалла). Матрица 𝐶, записанная в виде матрицы 4 × 4 с индексами

𝑙, 𝑙′ = {↑↑, ↑↓, ↓↑, ↓↓} (4.76) имеет вид

𝐶𝜇′𝜇
𝐾 =

1

𝑃 2𝐾2

⎛⎜⎜⎝
𝑃𝑙𝑃𝑙𝐾

𝑧
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇 𝑃𝑙𝑃𝑡𝐾

𝑧
𝜈′𝐾

−
𝜇 𝑃𝑙𝑃𝑡𝐾

𝑧
𝜈′𝐾

+
𝜇 −𝑃𝑙𝑃𝑙𝐾

𝑧
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇

𝑃𝑡𝑃𝑙𝐾
+
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇 𝑃𝑡𝑃𝑡𝐾

+
𝜈′𝐾

−
𝜇 𝑃𝑡𝑃𝑡𝐾

+
𝜈′𝐾

+
𝜇 −𝑃𝑙𝑃𝑡𝐾

+
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇

𝑃𝑡𝑃𝑙𝐾
−
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇 𝑃𝑡𝑃𝑡𝐾

−
𝜈′𝐾

−
𝜇 𝑃𝑡𝑃𝑡𝐾

−
𝜈′𝐾

+
𝜇 −𝑃𝑙𝑃𝑡𝐾

−
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇

−𝑃𝑙𝑃𝑙𝐾
𝑧
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇 −𝑃𝑙𝑃𝑡𝐾

𝑧
𝜈′𝐾

−
𝜇 −𝑃𝑙𝑃𝑡𝐾

𝑧
𝜈′𝐾

+
𝜇 𝑃𝑙𝑃𝑙𝐾

𝑧
𝜈′𝐾

𝑧
𝜇

⎞⎟⎟⎠ . (4.88)

Последний шаг здесь — это усреднение матрицы 𝐶𝜇′𝜇
𝐾 по углам вектора 𝐾. В

изотропном случае 𝑃𝑡 = 𝑃𝑙 усреднение приводит в точности к

𝐶𝜇′𝜇 =
⟨
𝐶𝜇′𝜇

𝐾

⟩
= Ξ𝜇′𝜇 , (4.89)

где блоки Ξ𝜇′𝜇 для каждой пары долин приведены в (4.74). Соответственно, учет

анизотропии 𝑃𝑡 ̸= 𝑃𝑙 сводится к поэлементному умножению матриц

𝐶𝜇′𝜇
𝑙′𝑙 =

⟨
𝐶𝜇′𝜇

𝑙′𝑙𝐾

⟩
= 𝐴𝑙′𝑙Ξ

𝜇′𝜇
𝑙′𝑙 , (4.90)

где матрица 𝐴 описывает анизотропию импульса

𝐴 =
1

𝑃 2

⎛⎜⎜⎝
𝑃 2
𝑙 𝑃𝑙𝑃𝑡 𝑃𝑙𝑃𝑡 𝑃 2

𝑙

𝑃𝑙𝑃𝑡 𝑃 2
𝑡 𝑃 2

𝑡 𝑃𝑙𝑃𝑡

𝑃𝑙𝑃𝑡 𝑃 2
𝑡 𝑃 2

𝑡 𝑃𝑙𝑃𝑡

𝑃 2
𝑙 𝑃𝑙𝑃𝑡 𝑃𝑙𝑃𝑡 𝑃 2

𝑙

⎞⎟⎟⎠ . (4.91)

Поэлементное умножение на матрицу 𝐴 блоков внутри- и междолинного обмен-

ного взаимодействия (4.64) не нарушают кубическую симметрию гамильтониана,
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поэтому может рассматриваться как одна из поправок, учитывающих анизотро-

пию. Так как абсолютное значение сечения поглощения в диссертации не иссле-

дуется, то вместо 𝑃𝑡, 𝑃𝑙 можно ввести параметр

𝜂𝑃 =
2𝑃 2

𝑡 − 𝑃 2
𝑙

2𝑃 2
𝑡 + 𝑃 2

𝑙

, (4.92)

описывающий анизотропию 𝑃 и равный 1/3 в изотропном случае. С учетом такой

анизотропии матрицу внутридолинного обменного взаимодействия (4.71) можно

представить в виде

Ξ0 = −1− 𝜂𝑃
4

(𝜎*
𝑥 ⊗ 𝜎𝑥 + 𝜎*

𝑦 ⊗ 𝜎𝑦)−
𝜂𝑃
2
(𝜎*

𝑧 ⊗ 𝜎𝑧) +
1
2
. (4.93)

В объемном кристалле PbS параметр 𝜂TB𝑃 = 0.16 в 𝐿 долинах можно извлечь

непосредственно из метода сильной связи [25] с помощью процедуры, описанной

в разделе 1.3.3. Аналогичное значение в рамках 𝑘 · 𝑝 теории 𝜂KW = 0.59 с пара-

метрами из работы [103] заметно отличается. Для квантовых точек 𝜂𝑃 является

подгоночным параметром, так как помимо анизотропии межзонного матричного

элемента 𝑃 , имеется анизотропия массы и плавных огибающих.

Кроме того, 𝜂𝑃 достаточно сильно влияет на форму спектров и распределе-

ние оптической активности по состояниям тонкой структуры экситона. При этом

наилучшее согласие 𝑘 · 𝑝 модели с расчетами методом сильной связи, см. главу 3,

достигается в изотропном приближении 𝜂𝑃 = 1/3.

4.2.4 Тонкая структура экситона: формирование сверхъяр-

кого триплета

Используя выражения, полученные в разделах 4.1.2 и 4.2, полный гамильтони-

ан (4.40), описывающий тонкую структуру экситона в квантовых точках из PbS

принимает вид

𝐻̂𝑋 = 𝐻̂𝑣𝑐
KW + 𝐻̂𝑣𝑐

VM − 𝑉dir + 𝑉exch , (4.94)

где 𝐻̂𝑣𝑐
VM + 𝐻̂𝑣𝑐

VM = 18 ⊗ 𝐻̂𝑐
1 − 𝐻̂𝑣

1 ⊗ 18 описывает разность энергий электронов и

дырок с учетом долинного расщепления (4.36), 𝑉dir = 164 𝐽dir описывает прямое

кулоновское взаимодействие (4.52) и 𝑉exch — дальнодействующее обменное (4.64).
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Рис. 4.6: Волновые векторы 𝐿 долин 𝑘𝜈 (красные стрелки), псевдоспины ↑𝜈 , ↓𝜈
(синие стрелки), ориентированные вдоль кристаллографической оси 𝑧.

Гамильтониан 𝐻̂𝑋 имеет размерность 64 × 64 и довольно сложную структу-

ру, которую в общем виде проанализировать трудно. Однако его структура ста-

новится прозрачной, если исключить из рассмотрения долинное расщепление и

анизотропию, см. разделы 4.2.3 и 4.1.3. В этом случае можно изначально исполь-

зовать единую кристаллографическую систему координат и в каждой из 𝐿 долин

выбрать псевдоспиноры ℰ𝑐(𝑣)
𝜈 = (|𝜈, ↑⟩ , |𝜈, ↓⟩) основного долинного мультиплета

(4.19) в качестве собственных функций 𝐽𝑧, как показано на Рис. 4.6.

В таком базисе все блоки матрицы Ξ (4.74) будут иметь вид (4.68)

Ξ𝜇′𝜇 ≡ Ξ0 =
1
2
− 𝜎*𝜎

6
, (4.95)

а матричные элементы оператора импульса

ℰ𝑐
𝜈
† 𝑝ℰ𝑣

𝜇 = 𝛿𝜇𝜈 𝑝 (𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧) . (4.96)

С учетом этого полный гамильтониан обменного взаимодействия (4.64) можно

записать в виде матрицы по долинным индексам

⟨𝜇′, 𝜈 ′|𝑉exch|𝜇, 𝜈⟩ = 𝛿𝜇𝜈 𝛿𝜇′𝜈′ Ξ
0𝐾 . (4.97)

𝛿 символы разделяют пространство однократно возбужденных определителей

{|𝑖𝑎⟩} на два независимых: непрямые возбуждения, когда дырка и электрон ло-

кализованы в разных долинах 𝜇 ̸= 𝜈, и прямые 𝜇 = 𝜈, которые схематически
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изображены на Рис. 4.5. Непрямые возбуждения 𝜇 ̸= 𝜈 в силу (4.96) являются

темными и расщепляются в рамках данной модели только за счет междолинного

смешивания 𝐻̂𝑣𝑐
VM. В подпространстве прямых возбуждений (прямых экситонов)

𝜇 = 𝜈 матрица (4.97) принимает вид

⟨𝜇′, 𝜇′|𝑉exch|𝜇, 𝜇⟩ =

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞⎟⎟⎠⊗ Ξ0 . (4.98)

Матрица из единиц произвольной размерности 𝑁 × 𝑁 обладает следую-

щим свойством: один из ее собственных векторов состоит полностью из единиц

(1, 1, . . . , 1) и соответствует собственному числу 𝑁 , а все остальные 𝑁−1 обладают

нулевой суммой. Для доказательства достаточно предъявить такие собственные

векторы, например, 𝑣𝑘 = (𝑧𝑘, 𝑧
2
𝑘, . . . , 𝑧

𝑁
𝑘 ), где 𝑧𝑘 = exp (i2𝜋𝑘/𝑁) и 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁−1.

Очевидно, что
∑︀𝑁

𝑚=1 𝑧
𝑚
𝑘 = 𝑁𝛿𝑘0 и 𝑣†

𝑙 𝑣𝑘 =
∑︀𝑁

𝑚=1 (𝑧
*
𝑙 𝑧𝑘)

𝑚 = 𝑁𝛿𝑙𝑘. В случае 𝑁 = 4

собственные векторы можно выбрать вещественными (1,−1, 1,−1), (1,−1,−1, 1),

(1, 1,−1,−1) и (1, 1, 1, 1).

В результате собственные числа матрицы (4.98) можно также записать в виде

прямого произведения (4, 0, 0, 0)⊗ (0, 1, 1, 1) · 2𝐾/3, где 2𝐾/3 — величина внутри-

долинного обменного расщепления, см (4.68) и (4.72). Это означает, что с учетом

междолинного обменного взаимодействия имеется ровно один симметричный по

долинному индексу триплет, отщепленный на величину ∆𝐸 = 8𝐾/3 от вырожден-

ного набора экситонных состояний. Более того, только этот триплет оказывается

оптически активным, так как остальные триплеты либо соответствуют непрямым

экситонам, либо собственным векторам матрицы из единиц с нулевой суммой.

Действительно, сила осциллятора экситонного состояния |𝑋⟩ =
∑︀

𝑖𝑎 𝑎
𝑋
𝑖𝑎 |𝑖𝑎⟩ вы-

числяется как 𝐹𝑋 ∝ |∑︀𝑖𝑎 𝑎
𝑋
𝑖𝑎𝑝𝑖𝑎|2 и в силу выбора ↑, ↓ ‖ 𝑧 матричные элементы

𝑝𝑖𝑎 ≡ 𝛿𝜇𝜈𝑝𝑢𝑤 (4.96) не зависят от долинного индекса, см. выражение (1.42), Рис.

4.6 и связь индексов (4.42),

Этот отщепленный, симметричный по долинному индексу триплет в работе

[A7] был назван «сверхъярким», так как за счет междолинного обменного взаимо-
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Рис. 4.7: Эволюция спектров поглощения кубоктаэдрической квантовой точки
(𝑁 = 4,𝑀 = 0) при плавном включении долинного расщепления. Нижняя черная
кривая на верхнем графике показывает форму спектра без учета долинного рас-
щепления (𝑥 = 0), верхняя синяя — соответствует полному учету (𝑥 = 1) долинных
расщеплений. Точками на графиках ниже показана эволюция всех 27 энергетиче-
ских уровней, разбитых на группы по их симметрии.

действия ему переходит вся сила осциллятора остальных псевдоспиновых трипле-

тов в 𝐿 долинах. В самом деле, без учета междолинных вкладов 𝜇′ ̸= 𝜇 матрица

(4.98) имеет вид
⟨︀
𝜇′, 𝜇′

⃒⃒
𝑉 intra
exch

⃒⃒
𝜇, 𝜇

⟩︀
= 14 ⊗ Ξ0 и обладает собственными числами

(1, 1, 1, 1) ⊗ (0, 1, 1, 1) · 2𝐾/3, что соответствует четырем (по числу 𝐿 долин) оп-

тически активным триплетам с одинаковой силой осциллятора. Учет долинных

расщеплений или анизотропии в гамильтониане (4.94) тоже перераспределяет си-

лу осциллятора, но уже между всеми восьмью триплетами Γ5, содержащимся в

произведении представлений (Γ6,Γ7,Γ8)⊗ (Γ6,Γ7,Γ8) группы 𝑇𝑑. Такая схема фор-

мирования тонкой структуры экситона в квантовых точках из PbS приведена на
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Рис. 3.4 справа.

Ненулевая сила осциллятора остальных семи триплетов Γ5 может быть интер-

претирована как перераспределение силы осциллятора «сверхъяркого» триплета

за счет междолинного смешивания состояний, как схематически показано на Рис.

3.4b. Для иллюстрации перераспределения силы осциллятора на Рис. 4.7 изобра-

жена эволюция спектра оптического поглощения и энергии экситонных уровней

с заданной симметрией при плавном «включении» долинного расщепления в ку-

боктаэдрической КТ из PbS с 𝐷 ≈ 3.2 нм, результат расчета тонкой структуры

экситона которой приведен в таблице 3.1.

Для плавного «включения» долинного расщепления часть гамильтониана

(4.94), описывающая долинные расщепления 𝐻̂𝑣𝑐
VM, может быть заменена на 𝑥𝐻̂

𝑣𝑐
VM.

При 𝑥 = 0 долинных расщеплений нет, а при 𝑥 = 1 они полностью учитываются.

Стоит отметить, что аналогичная замена в гамильтониане метода сильной свя-

зи затруднена. В нем, с одной стороны, оптические матричные элементы могут

быть рассчитаны только с учетом долинного расщепления и только для перехо-

дов между одночастичными состояниями — собственными функциями с заданной

симметрией. С другой стороны, искусственное усиление кулоновского взаимодей-

ствия физически не корректно, так как приводит к нарушению режима сильного

размерного квантования.

Из Рис. 4.7 видно, что при плавном «включении» долинного расщепления ам-

плитуда побочных пиков поглощения увеличивается, а расстояние между нижним

и верхним по энергии пиками изменяется от единиц до нескольких десятков мэВ.

Верхняя (синяя) кривая поглощения, соответствующая полному учету долинных

расщеплений, содержит один главный пик и два побочных, что говорит о домини-

рующей роли «сверхъяркого» триплета даже с учетом междолинного смешивания.

Кроме того, роль «сверхъяркого» триплета усиливается по мере увеличения раз-

мера КТ, так как константа обменного кулоновского взаимодействия (4.4) затухает

медленнее, чем долинные расщепления.

126



4.3 Краткие итоги

В главе 4 получены следующие конкретные результаты:

� Построена модель тонкой структуры экситона в квантовых точках из PbS с

учетом внутри- и междолинного кулоновского взаимодействия и долинных

расщеплений, которые в ней являются внешними параметрами.

� Показано, что в квантовых точках из PbX междолинное дальнодействующее

обменное кулоновское взаимодействие приводит к формированию «сверхъяр-

кого», симметричного по долинному индексу оптически активного триплета,

который отщеплен вверх по энергии и доминирует в спектрах оптического

поглощения.
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Заключение

В диссертации получены следующие конкретные результаты:

1. Предложен способ расчета оптических матричных элементов с учетом ди-

электрического контраста на интерфейсе между нанокристаллом и диэлек-

трической матрицей в рамках метода сильной связи.

2. Разработан быстрый способ расчета преобразования волновых функций в

методе сильной связи при поворотах и процедура, позволяющая привести

базис неприводимого представления точечной группы к каноническому виду.

3. Показано, что в нанопроволоках без центра инверсии могут наблюдаться ги-

гантские, линейные по волновому вектору спиновые расщепления, константы

которых достигают единиц эВ·Å.

4. Показано, что долинные расщепления в нанопроволоках из селенида свинца

могут достигать сотен мэВ, зависят от точечной симметрии и контролируют-

ся формой поверхности нанопроволок. Также показано, что долинные рас-

щепления устойчивы к небольшим возмущениям поверхности нанопроволок.

5. Сделан расчет энергий размерного квантования, долинных расщеплений и

констант кулоновского взаимодействия в ограненных квантовых точках из

PbS. Показано, что в них, как и в нанопроволоках, долинное расщепление

сильно зависит от формы поверхности, при этом остальные величины с хо-

рошей точностью могут быть рассчитаны в рамках изотропной 𝑘 ·𝑝 модели.
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6. Показано, что анизотропные расщепления и разброс 𝑔-факторов, наблюдае-

мые в эксперименте по низкотемпературной фотолюминесценции квантовых

точек из PbS в магнитном поле, могут быть обусловлены поверхностными

атомными дефектами.

7. Построена модель тонкой структуры экситона в квантовых точках из PbS с

учетом внутри- и междолинного кулоновского взаимодействия и долинных

расщеплений, которые в ней являются внешними параметрами.

8. Показано, что в квантовых точках из PbX междолинное дальнодействующее

обменное кулоновское взаимодействие приводит к формированию «сверхъяр-

кого», симметричного по долинному индексу оптически активного триплета,

который отщеплен вверх по энергии и доминирует в спектрах оптического

поглощения.
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