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Введение

Актуальность темы исследования. Изучение волн деформации
в нелинейных средах и элементах конструкций является важным на-
правлением современных исследований, представляющим интерес как с
фундаментальной точки зрения, так и для практических приложений,
например в задачах неразрушающего контроля. Традиционные методы
неразрушающего контроля опираются на линейные упругие свойства ма-
териалов, однако различные нелинейные эффекты позволяют расширить
получаемую информацию об исследуемом объекте. К числу таких эффектов
относятся генерация высших гармоник, зависимость скорости от амплитуды
волны, акустоупругий эффект, возникновение солитонов деформации и
другие, а их применение позволит создать более совершенные методы
неразрушающего контроля [1, 2].

Одним из важных нелинейных эффектов является возникновение солито-
нов деформации — уединённых волн, стабильность которых обеспечивается
балансом между нелинейными характеристиками среды и дисперсией. Дис-
персия акустических волн может возникать в результате дискретности среды
— в таком случае при балансе с нелинейностью возникают ультракороткие
солитоны нанометровой длины, распространяющиеся в объёме среды на рас-
стояния до нескольких миллиметров [3, 4]. Другим источником дисперсии
служит ограниченность поперечного размера упругого волновода – в этом
случае имеют место длинные солитоны сантиметровой или большей длины
в зависимости от толщины волновода [5, 6]. Изучение длинных солитонов
деформации как инструментов интраспекции материалов и элементов кон-
струкций является предметом продолжающихся исследований [7, 8].

Многие практически важные материалы, например полимеры или биоло-
гические мягкие ткани, помимо нелинейно-упругих свойств демонстрируют
существенные вязкоупругие свойства. Ключевой особенностью вязкоупругих
материалов являются эффекты памяти — влияние истории деформаций на
текущее состояние, что выражается в запаздывающей связи напряжения с
деформацией. В теоретических исследованиях нелинейных волн деформа-
ции вязкоупругими эффектами зачастую пренебрегают или используют про-
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стейшие линейные модели для их учёта [5, 9]. Лишь сравнительно недав-
но появились исследования волн в материалах с нелинейными эффектами
памяти [10, 11], а последние экспериментальные исследования показали су-
щественную зависимость нелинейных характеристик материала от частоты
волны деформации [12]. В силу этого построение теории, учитывающей нели-
нейные эффекты памяти, и её применение к описанию волн деформации яв-
ляется важной современной задачей.

Целью работы является построение теоретических моделей, описы-
вающих возникновение и распространение нелинейных волн и солитонов
деформации в упругих и вязкоупругих волноводах, а также теоретическое
описание частотно-зависимых нелинейных упругих характеристик материа-
лов.

Для достижения целей поставлены следующие задачи:
1. Провести систематический асимптотический анализ уравнений нели-

нейной теории упругости и скорректировать при необходимости существую-
щие волновые модели, описывающие нелинейные продольные волны дефор-
мации малой, но конечной амплитуды.

2. Разработать численный метод, позволяющий эффективно моделиро-
вать трёхмерные уравнения движения для тел со сложной нелинейной и за-
паздывающей зависимостью напряжения от деформации.

3. Проверить применимость асимптотических моделей, сопоставив описы-
ваемые ими солитоны с результатами трёхмерных расчётов динамики волн
деформаций в нелинейно-упругих стержнях.

4. Построить математическую модель, позволяющую моделировать про-
цесс зарождения солитонов деформации в упругом волноводе, наблюдавший-
ся до этого лишь экспериментально.

5. Построить общую теоретическую модель нелинейного вязкоупругого
тела и применить её для описания частотно-зависимых модулей третьего по-
рядка, наблюдаемых в экспериментах. Провести анализ этой модели.

Научная новизна и практическая значимость. Полученные в дан-
ной работе результаты представляют интерес как для фундаментального ис-
следования волн деформации в нелинейно-упругих телах, так и для прак-
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тического применения в задачах неразрушающего контроля материалов. Ре-
зультаты главы 2 уточняют модель солитонов деформации малой амплитуды
в нелинейно-упругих волноводах и обобщают её на случай средних амплитуд.
Результаты, полученные в главе 3, связывают теоретические исследования со-
литонов деформации с экспериментальными данными об их формировании,
а также предоставляют способ наиболее общего описания частотной зависи-
мости различных нелинейных волновых эффектов. Разработанный в главе 4
численный метод решения полных трёхмерных уравнений нелинейной теории
вязкоупругости позволяет эффективно моделировать волны деформации в
телах со сложным законом упругости, не прибегая к упрощённым моделям.

Методология и методы исследования. При выполнении работы при-
менялись методы асимптотического анализа уравнений в частных производ-
ных, содержащих малый параметр: метод возмущений и многомасштабный
метод. Кроме того использовались результаты из функционального и тензор-
ного анализа, а также численные методы решения начально-краевой задачи
для нелинейных уравнений в частных производных: метод спектрального эле-
мента для пространственной дискретизации задачи и метод Рунге-Кутты для
интегрирования во временной области.

Положения, выносимые на защиту:
1. В рамках асимптотического анализа уравений нелинейной теории упру-

гости уточнены дисперсионные члены в уравнении типа Буссинеска, описы-
вающем распространение длинных продольных волн малой, но конечной ам-
плитуды в стержнях. Полученное уравнение более точным образом учиты-
вает дисперсию продольных волн деформации в стержне, чем аналогичные
уравнения известные из литературы.

2. В режиме средних амплитуд волны деформации описываются расши-
ренным уравнением Кортевега–де Фриза, учитывающим нелинейные и дис-
персионные эффекты следующего порядка. В случае, если упругие модули
третьего или четвёртого порядка существенно превышают упругие модули
второго порядка, то кубически-нелинейный эффект оказывается наиболее
существенным среди эффектов следующего порядка, а волны деформации
асимптотически описываются уравнением Гарднера.
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3. В рамках формализма внутренних (скрытых) переменных и много-
интегрального подхода Грина-Ривлина построена новая наиболее общая
квадратично-нелинейная модель вязкоупругого материала. С помощью этой
модели получена частотная зависимость упругих модулей третьего порядка
в нелинейном вязкоупругом материале. Полученные зависимости позво-
ляют описать сильную частотную зависимость акустоупругого эффекта в
полистироле, наблюдавшуюся экспериментально.

4. В общем случае упругие модули третьего порядка являются функция-
ми двух частот, поэтому наиболее полным образом их частотная зависимость
проявляется при нелинейном взаимодействии двух волн на разных частотах.
Амплитуда генерируемой гармоники на суммарной частоте предоставляет до-
статочно информации для определения частотно-зависимых упругих модулей
третьего порядка.

Достоверность полученных в работе результатов подтверждается со-
гласием между упрощёнными аналитическими моделями, полным трёхмер-
ным моделированием и известными из литературы экспериментальными дан-
ными.

Личный вклад автора. Все исследования, представленные в данной
диссертации, включая построение математических моделей и проведение чис-
ленных расчётов, выполнены автором единолично. Постановка задач, анализ
результатов, а также разработка программного кода для трёхмерных расчё-
тов проведены совместно с научным руководителем.

Апробация результатов. Результаты диссертационного исследования
изложены на ряде конференций, научных школ и семинаров: ФизикА.СПб
(Санкт-Петербург, 2016 и 2017 гг.), Нелинейные волны – 2018 (Нижний
Новгород, 2018 г.), Days on diffraction (Санкт-Петербург, 2018 и 2021 гг.),
Solitons, collapses and turbulence (Ярославль, 2019 г.), International conference
of numerical analysis and applied mathematics (Родос, 2021 г.), Акустический
семинар (Санкт-Петербург, 2021 г.), семинар математического отделения
университета Nottingham Trent (Ноттингем, 2022 г.), Нелинейные дни в
Саратове (2023 г.), Чайный семинар в ФТИ им. А.Ф. Иоффе (2024 г.) и
семинар по механике в ИПМаш РАН (2024 г.).
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Публикации. Результаты исследования изложены в 8 печатных рабо-
тах, список которых приведён в конце диссертации.

Структура и объем диссертации Диссертация состоит из введения,
четырёх глав, заключения и списка литературы. Диссертация изложена на
136 страницах и содержит 27 рисунков, 3 таблицы и библиографию из 145
наименований.

Глава 1 содержит обзор литературы, составляющей контекст диссертаци-
онного исследования. Приведены основные работы по нелинейной волновой
динамике, связанные с открытием особого класса устойчивых уединённых
волн — солитонов, и их описанием в различных физических системах. Затем
дан обзор ключевых работ по нелинейным волнам и солитонам деформации
с акцентом на их потенциальное применение в задачах неразрушающего кон-
троля. В завершение главы приведён обзор работ, посвящённых применению
других нелинейных эффектов для поиска повреждений в материалах: гене-
рации высших гармоник, интермодуляции волн и проч.

Глава 2 посвящена нелинейным волнам деформации в абсолютно упру-
гих волноводах. В ней изложены основные положения нелинейной теории
упругости (раздел 2.1) и описана строгая асимптотическая процедура, позво-
ляющая свести общую трёхмерную задачу о распространении деформаций в
цилиндрическом стержне к одномерной модели движения продольных волн
вдоль оси тонкого стержня. При этом рассмотрено два случая: режим ма-
лых, но конечных деформаций (раздел 2.2) и режим средних деформаций
(раздел 2.3). Уточнены параметры солитонов в этих режимах и дана оценка
амплитуд, при которых режим малых деформаций оказывается неприменим
и моделирование необходимо проводить в режиме средних деформаций. В
разделе 2.4 обсуждается модель, применимая для качественного моделиро-
вания одновременного распространения как длинных, так и коротких нели-
нейных продольных волн в стержнях с произвольной формой поперечного
сечения.

Глава 3 посвящена волнам деформации в нелинейных вязкоупругих телах.
В начале главы приведены основные положения теории деформаций вязко-
упругих материалов (раздел 3.1). Затем в разделе 3.2 проведено моделиро-
вание зарождения длинной солитоноподобной волны в полимерном стержне,
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позволяющее установить связь между теоретическими работами, посвящён-
ными уже сформированным длинным солитонам деформации в стержнях,
и экспериментальными работами, в которых наблюдался лишь самый ран-
ний этап формирования этой волны. В разделе 3.3 построена новая наиболее
общая модель, описывающая малые, но конечные деформации в нелиней-
ном вязкоупругом теле, и в её рамках выведены выражения для частотно-
зависимых изотропных модулей упругости третьего порядка. Полученные
выражения применены для описания частотной зависимости акустоупругого
эффекта, ранее наблюдавшейся экспериментально (раздел 3.4). В разделе 3.5
в рамках предложенной модели рассмотрена частотно-зависимая генерация
высшей гармоники в результате взаимодействия двух волн на разных часто-
тах.

В главе 4 на основе многодоменного псевдоспектрального метода пред-
ставлен численный метод, позволяющий эффективно моделировать полные
трёхмерные уравнения движения вязкоупругих тел со сложной нелинейной
и запаздывающей связью напряжения с деформацией.

Заключение содержит краткое обобщение основных результатов диссер-
тационного исследования.

Список обозначений и сокращений
КдФ — уравнение Кортевега-де Фриза
ПК1, ПК2 — первый и второй тензоры напряжений Пиолы-Кирхгофа
U⃗ — вектор перемещений точек тела
E — тензор деформаций Грина-Лагранжа
P, S — первый и второй тензоры напряжений Пиолы-Кирхгофа
Π — объёмная плотность потенциальной энергии упругой деформации
λ, µ — линейные модули упругости Ламе (второго порядка)
l, m, n — нелинейные модули упругости Мурнагана (третьего порядка)
ν1, ν2, ν3, ν4 — нелинейные модули упругости Мурнагана четвёртого порядка
E — модуль Юнга
ν — коэффициент Пуассона
C(t), N(t) — линейный и нелинейный тензоры вязкоупругости
λ(t), µ(t) — линейные динамические модули Ламе
l(t1, t2), m(t1, t2), n(t1, t2), h(t1, t2) — нелинейные динамич. модули Мурнагана
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Глава 1

Обзор литературы

Волновые явления присутствуют повсеместно в окружающем мире: акусти-
ческие и электромагнитные волны, гравитационные волны на воде и сейсми-
ческие волны. Простейшие математические модели этих явлений линейны,
однако далеко не всегда такие модели способны корректно описать реальные
волновые процессы. Зачастую нелинейные поправки придают волнам ради-
кально новые свойства, вызывающие интерес исследователей и инженеров.
В данной главе приведён краткий обзор работ, посвящённых нелинейным вол-
нам в разных областях физики (раздел 1.1), а также более детальный обзор
работ по нелинейным волнам деформации (раздел 1.2), с которыми связано
данное диссертационное исследование. В заключительном разделе 1.3 приве-
дён обзор работ, посвящённых применению нелинейных эффектов, связанных
с распространением волн деформации, для одной важных прикладных задач
— неразрушающего контроля материалов.

1.1 Нелинейные волны в различных средах

Началом науки о нелинейных волнах принято считать наблюдение, сделан-
ное Дж. С. Расселом в 1834 г., который описал уединённую волну на поверх-
ности воды, распространявшуюся в канале Эдинбург – Глазго на протяже-
нии нескольких миль, почти не меняя форму. Это явление было объяснено
несколько десятилетий спустя сначала Ж. Буссинеском [13], а затем независи-
мо Д. Кортевегом и Г. де Фризом [14], получившими нелинейные уравнения
в частных производных, описывающие движение длинных волн на мелкой
воде. Эти уравнения имеют частное решение в виде уединённой волны, рас-
пространяющейся с неизменной формой и согласующейся с наблюдениями
Рассела [15].

Основное развитие теория нелинейных волн получила благодаря появле-
нию первых компьютеров, позволивших провести численные расчёты ряда
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нелинейных систем и обнаружить способность к самовосстановлению у неко-
торых нелинейных волн. Основополагающим результатом стал расчёт, про-
ведённый Забуски и Крускалом в 1965 г. [16] и показавший, что уединённые
волны из уравнения Кортевега – де Фриза (КдФ) полностью восстанавливают
свою форму после столкновения друг с другом, претерпевая лишь фазовый
сдвиг (рис. 1.1). Такое поведение позволяет считать эту уединённую волну
квазичастицей, получившей имя солитон, а описанный процесс — упругим
столкновением двух таких частиц.

Рис. 1.1: Столкновение двух солитонов, рисунок из книги [17].

За вычислительными экспериментами последовало развитие аналитиче-
ских методов и изобретение в 1967 г. метода обратной задачи рассеяния [18],
позволившего в принципе получить точное аналитическое решение сначала
КдФ, а затем и ряда других нелинейных уравнений [19]. Своим названием
метод обязан квантово-механической аналогии, обнаружившейся при приме-
нении этого метода к уравнению КдФ: для нахождения эволюции начально-
го условия u0 необходимо найти спектр оператора Шрёдингера с потенциа-
лом u0, затем определить эволюцию во времени полученных данных рассе-
яния и в конце вычислить по этим данным потенциал u, который и будет
решением КдФ. С помощью этого метода аналитически доказана неразруша-
емость солитонов (которым соответствует дискретная часть спектра опера-
тора Шрёдингера) при взаимодействии с другими волнами и получен точный
вид многосолитонного решения [17].
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Впоследствии оказалось, что многие нелинейные волновые процессы, име-
ющие различную физическую природу, описываются схожими нелинейными
уравнениями. К числу таких процессов относятся уже упоминавшиеся волны
на мелкой воде, для которых справедливо уравнение КдФ, волны на глу-
бокой воде, огибающая волнового пакета которых подчиняется нелинейно-
му уравнению Шрёдингера (НУШ) [20], а также волны в оптоволокне [21],
продольные и изгибные волны деформации в стержнях, пластинах и оболоч-
ках [5, 6, 22, 23], ионно-акустические волны в плазме [24], волны намагни-
ченности в конденсированных средах [25]. Многие из возникающих в этих
задачах уравнений полностью интегрируемы, как например КдФ или НУШ,
и обладают солитонными решениями. Математический аппарат для работы
с этими уравнениями выделился в отдельный раздел математической физи-
ки [26, 19].

Важные результаты для теории нелинейных волн и, в частности, волн
деформации в упругих телах были получены в рамках нелинейных решёточ-
ных моделей. Наиболее известной в теории нелинейных волн и сыгравшей
в её развитии определяющую роль стала задача Ферми-Паста-Улама-Цингу
(ФПУЦ, 1955 г.), в которой моделировалась цепочка масс, связанных друг с
другом нелинейно-упругими пружинами [27]. Нелинейность приводит к вза-
имодействию между нормальными модами — рассеянию фононов друг на
друге — что является одним из механизмов, объясняющим конечную тепло-
проводность в твёрдых телах. Возбуждая в начальный момент времени лишь
одну (низшую) колебательную моду, авторы полагали, что со временем энер-
гия термализуется — равномерно распределится по всем модам. Длительный
расчёт показал, что поначалу энергия действительно начинает передавать-
ся высшим модам, однако через некоторое время она почти полностью воз-
вращается в исходную моду. Это явление позже было объяснено тем, что в
непрерывном пределе уравнения движения в этой задаче асимптотически сво-
дятся к уравнению КдФ [28]. Таким образом, наблюдаемое почти полное воз-
вращение к начальному состоянию обусловлено близостью к системе, обла-
дающей неразрушающимися солитонными решениями. Отметим, что задачу
ФПУ можно интерпретировать как первое моделирование волн деформации
в нелинейно-упругом теле, которым посвящена данная диссертация, однако
основные результаты по этой теме были получены в рамках континуальных
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моделей.
В завершение раздела необходимо отметить другую важную решёточную

модель Френкеля-Конторовой, описывающую смещения в кристаллической
решётке в районе дислокации [29]. Эта модель представляет собой цепочку
масс (слой атомов), связанных с соседями пружинами и находящихся в сину-
соидальном потенциале, моделирующем взаимодействие с другим слоем кри-
сталлической решётки. Помимо тривиального недеформированного состоя-
ния, эта модель допускает стабильные конфигурации, в которых в некото-
рой области количество атомов на единицу больше или меньше минимумов
потенциала. Эти конфигурации получили название топологических солито-
нов. Топологические солитоны могут служить границами между областями
кристаллической решётки, имеющими различную структуру, а одно из совре-
менных направлений исследований посвящено изучению свойств сетей из то-
пологических солитонов в ван-дер-ваальсовых слоистых материалах, напри-
мер скрученном двухслойном графене [30, 31]. Упоминание этих солитонов в
данной работе обусловлено необходимостью прояснить термины, поскольку
топологические солитоны в кристаллических решётках называют часто со-
литонами деформации (strain solitons). Однако этим термином обозначают и
совершенно другие объекты — уединённые акустические волны, речь о ко-
торых пойдёт в разделе 1.2 и с которыми связано данное диссертационное
исследование.

1.2 Cолитоны деформации

Устойчивые солитонные решения нелинейных волновых уравнений, как пра-
вило, существуют благодаря т.н. балансу нелинейности и дисперсии. При от-
сутствии дисперсии нелинейность среды приводит к укручению — росту всё
более высоких гармоник — и в конце концов к образованию ударной волны.
При отсутствии нелинейности волна, наоборот, уширяется из-за дисперсии —
разной фазовой скорости гармоник, составляющих волну. В среде и с нели-
нейностью и с дисперсией оба этих эффекта компенсируют друг друга, что
обуславливает неизменность формы солитона [32].

Упругие волноводы — продолговатые тела, например стержни, пластины
или оболочки — всегда обладают дисперсией из-за влияния боковой поверх-
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ности на распространение волн деформации. Благодаря этому в нелинейно-
упругих волноводах в принципе возможно существование солитонов дефор-
мации. Впервые это было теоретически продемонстрировано для длинных
(по сравнению с поперечным размером волновода) продольных волн малой
амплитуды путём асимптотического анализа полных уравнений нелинейной
теории упругости [33]. Несколько другой подход к задаче о длинных волнах
деформации малой амплитуды представлен в работах [34, 35], где использу-
ется вариационный подход и применяется ряд упрощающих предположений,
позволяющих перейти от пространственно трёхмерной задачи к одномерной
модели. Полученная в этих работах модель также имеет решение в виде со-
литона деформации, схематично изображённого на рисунке 1.2а.

Исследование продольных солитонов деформации затрагивает их эволю-
цию в упругих волноводах с меняющимися характеристиками: площадью по-
перечного сечения или упругими модулями [36, 37]. Обнаруженная чувстви-
тельность солитонов к неоднородности волновода привела к предположению
о возможном применении солитонов деформации в задачах неразрушающего
контроля элементов конструкций [5]. Вследствие этого теоретически иссле-
довалось прохождение продольных солитонов деформации через области с
утолщением или утоньшением волновода, изменёнными модулями упруго-
сти, внутренней трещиной или расслоением. Показано, что при достаточно
большом размере такой области по сравнению с длиной солитона последний
сохраняет память — рассеивается на ней. При таком рассеянии может обра-
зоваться нескольких солитонов из одного (рис. 1.3) или исходный солитон
может заметно уменьшиться в амплитуде и скорости или вовсе разрушить-
ся [5, 7, 38, 39]. Помимо теоретических работ проводились эксперименты по
возбуждению продольных солитонов деформации и наблюдению за их эво-
люцией в волноводах с постоянными [40, 38] и меняющимися характеристи-
ками [41, 42, 43]. В качестве волновода использовались стержни, пластины и
оболочки (трубки), сделанные из твёрдых прозрачных полимеров (полисти-
рола и полиметилметакрилата), а волны деформации регистрировались с по-
мощью голографической интерферометрии, пример результатов которой по-
казан на рисунке 1.2b. Однако соответствие между теорией и экспериментом
было скорее качественное, чем количественное [44], и вопрос о применимости
теории, развитой в процитированных работах, к наблюдаемым в упомянутых
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экспериментах волнам остаётся открытым.

Рис. 1.2: Панель (а) — схема стержня, по которому распространяется продоль-
ный солитон деформации. Продольное сжатие, показанное учащением линий
сетки перпендикулярных оси x, вызывает утолщение волновода в силу эф-
фекта Пуассона; масштаб деформаций увеличен для наглядности. Панель (b)
— голографическая интерферометрия стержня из полиметилметакрилата в
области прохождения солитона деформации; рисунок из работы [45].

Рис. 1.3: Образование нескольких солитонов из одного при набегании исход-
ного солитона на область оболочки с уменьшенной толщиной h. Оболочка в
разрезе схематично изображена на верхней панели. Рисунок из работы [38].

Помимо длинных продольных волн исследовались поперечные (изгибные)
и крутильные солитоны деформации. Было показано, что математически они
описываются моделью, схожей с той, что получена для продольных солито-
нов [23]. В дополнение к длинному солитону уделялось внимание солитону
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огибающей волнового пакета, ещё известного как бризер (breather) [35]. По-
перечные солитоны и бризеры деформации наблюдались экспериментально
в стержнях, пластинах и оболочках в ряде работ [46, 47, 48]. Обсуждалось
также потенциальное применение этих волн для выявления повреждений в
элементах конструкций [49].

Нелинейность закона упругости среды оказывает влияние не только на
объёмные, но и на поверхностные волны [50]. На ровной поверхности одно-
родного тела могут существовать исключительно волны Рэлея, не подвержен-
ные дисперсии из-за отсутствия характерного масштаба длины в такой сре-
де, поэтому ничем не скомпенсированная нелинейность материала приводит
к образованию ударных поверхностных волн [51]. Если тело покрыто слоем
из другого материала или приповерхностный слой отличается от остального
объёма тела, то появляется характерная длина — толщина этого слоя, а, зна-
чит, и дисперсия волн. Если слой или тело нелинейно упруги, то в результате
баланса нелинейности и дисперсии возможно существование поверхностных
солитонов [52, 53]. Такие волны находят применение в задачах неразрушаю-
щего контроля материалов [54, 55].

Дисперсия волн деформации может возникать не только из-за ограни-
ченности толщины волновода, но и из-за дискретности материала, где ха-
рактерным масштабом длины является, например, постоянная решётки у
кристаллов, приводящая к дисперсии фононов. Баланс между ангармониз-
мом межмолекулярного взаимодействия и фононной дисперсией приводит к
возникновению ультракоротких акустических солитонов нанометрового раз-
мера, способных распространяться на расстояния до нескольких миллимет-
ров [3, 56, 57].

Многие материалы обладают сложной микроструктурой, например нано-
структурированные, пористые, гранулированные материалы и материалы с
распределёнными в объёме микротрещинами. Микроструктура материалов
является источником нелинейности закона упругости, а также дисперсии и
диссипации распространяющихся по ним волн деформации [58, 59]. Для моде-
лирования деформаций в таких материалах классической нелинейной теории
упругости оказывается недостаточно. Вместо неё применяют градиентную
теорию упругости (ГТУ), в рамках которой упругая энергия определяется
не только самой деформацией, но и её пространственными производными. В
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ряде теоретических работ, посвященных построению моделей волн деформа-
ции в рамках нелинейной ГТУ [60, 61, 62], получены зависимости параметров
солитонов деформации от параметров микроструктуры.

1.3 Применение нелинейных эффектов в задачах нераз-

рушающего контроля

В нелинейно-упругих телах помимо возникновения солитонов деформации
проявляются и другие нелинейные эффекты, например генерация высших
гарминик, интермодуляция волн и проч. Известно, что при накоплении де-
фектов как на микромасштабе, например дислокаций, так и на макроуровне,
например внутренних трещин или расслоений в слоистых материалах, нели-
нейность материала существенно повышается. Это позволяет использовать
усиление нелинейных эффектов или их появление в прежде линейных ма-
териалах как индикатор ухудшения качества материала [63]. Преимущество
такого подхода к неразрушающему контролю заключается, например, в воз-
можности обнаружения усталостных повреждений существенно раньше, чем
с помощью традиционных ультразвуковых методов [64].

Метод нелинейной волновой модуляционной спектроскопии (nonlinear
wave modulation spectroscopy) основан на взаимодействии волн на низкой f1
и высокой f2 частотах, приводящем к появлению побочных частот f2 ± f1,
f2 ± 2f1, 2f1 и т.д. в получаемом спектре [65]. На рисунке 1.4 показаны
спектры волн деформации в целом образце из плексигласа и в аналогичном
образце с трещиной, демонстрирующие усиление побочных гармоник при
наличии повреждения. Для детектирования приповерхностных поврежде-
ний этот метод комбинируют с методами временного обращения сигнала
(time reversal mirror), позволяющими сфокусировать сгенерированные
повреждением побочные гармоники на самом повреждении [66].

В методе нелинейной резонансной ультразвуковой спектроскопии
(nonlinear resonant ultrasound spectroscopy) исследуется амплитудно-
зависимый сдвиг резонансных частот образца: при наличии повреждений
этот сдвиг становится существенным уже при сравнительно малых ампли-
тудах деформации, при которых неповреждённый образец демонстрирует
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Рис. 1.4: Возникновение побочных частот при возбуждении в целом и повре-
ждённом образце из плексигласа волн с частотами f1 = 4 кГц и f2 = 70 кГц.
Рисунок из работы [65].

линейное поведение [67].
Генерация второй гармоники при распространении объёмных продольных

волн и поверхностных волн Рэлея используется для определения акустиче-
ского параметра нелинейности, увеличение которого связано с накоплени-
ем дефектов в материале [68]. Акустоупругий эффект — изменение скоро-
сти волн деформации при приложении давления к образцу — традиционно
применяется для определения нелинейных модулей упругости (модулей тре-
тьего порядка), обладающих высокой чувствительностью к повреждениям
материала [69, 64]. В недавних исследованиях показано, что нелинейное вза-
имодействие между разными колебательными модами в упругих волноводах,
например в пластинах, позволяет детектировать области с повышенной нели-
нейностью, источником которой, как правило, являются повреждения [1, 70].
Более подробную информацию о нелинейных методах неразрушающего кон-
троля можно найти в обзорах [63, 68, 71] и процитированных там источниках.
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Глава 2

Продольные волны деформации в нелинейно-
упругом стержне

Математические модели распространения нелинейных продольных волн де-
формации в тонких волноводах появились ещё в 70-х годах 20-го века. Впо-
следствии эти модели подвергались различным обобщениям и корректировке,
причём разные авторы использовали различные подходы и придерживались
разной степени математической строгости. В результате получались различ-
ные волновые модели, причём некоторые из них обладали нежелательными
математическими свойствами. Кроме того, внимание преимущественно уде-
лялось лишь волнам малой амплитуды и большой длины по сравнению с
толщиной волновода. В данной главе пересмотрена процедура выведения мо-
дели длинных продольных волн из полных уравнений нелинейной теории
упругости, а также сделаны обобщения, позволяющие учесть случаи средних
амплитуд деформаций и коротких волн.

Глава начинается с изложения основных положений нелинейной теории
упругости в разделе 2.1. Следующий раздел 2.2 посвящён асимптотическому
анализу полных уравнений движения в режиме малых, но конечных ампли-
туд. В разделе 2.3 асимптотический анализ обобщеается на случай средних
амплитуд деформации. Раздел 2.4 посвящён модели, учитывающей не только
длинные, но и короткие волны в нелинейно-упругом стержне, распространя-
ющиеся вдоль его оси. Результаты главы подытожены в разделе 2.5.

2.1 Нелинейная теория упругости

Нелинейной теории упругости посвящено множество монографий и учебни-
ков [72, 73, 74]; в данном разделе приведены положения, необходимые для
дальнейшего изложения.

Перемещение точек сплошной среды описывается разницей между
радиус-векторами точек деформированного (x⃗) и недеформированного (X⃗)
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тела:
U⃗(x⃗, t) = X⃗(x⃗, t)− x⃗, (2.1)

где радиус-векторы определены в некоторой декартовой системе координат.
В механике твёрдых тел, в отличие от механики жидкостей и газов, обычно
применяется материальное (лагранжево) описание, при котором перемещение
является функцией недеформированных или материальных координат x⃗, как
показано в формуле (2.1).

Градиент деформации F определяется как отображение недеформирован-
ного элемента dx⃗ в деформированный элемент dX⃗, т. е. dX⃗ = F dx⃗. С помо-
щью вектора перемещений (2.1) градиент деформации представляется в виде

F = I+ grad U⃗ , (2.2)

где I — единичный тензор, а grad обозначает операцию градиента по
материальным координатам, в декартовых координатах определяемую как
(grad U⃗)ij = ∂Ui/∂xj.

Градиент деформации полностью описывает растяжение и вращение тела,
однако удобно дополнительно ввести тензор, определяющий исключительно
растяжение и не зависящий от вращения тела как целого. Определим такой
тензор как приращение квадрата длины элемента относительно недеформи-
рованного состояния: dX⃗

2− dx⃗2 = dx⃗ ·2E · dx⃗. Этот тензор называется тен-
зором деформации Грина-Лагранжа и представляется в виде

E =
1

2
(FT · F− I) =

1

2

[︂
grad U⃗ +

(︁
grad U⃗

)︁T
+
(︁
grad U⃗

)︁T · grad U⃗
]︂
, (2.3)

где точка обозначает внутреннее произведение. Существуют и другие экви-
валентные способы определить тензор деформации, однако в данной работе
используется только тензор Грина-Лагранжа, который для краткости в даль-
нейшем будем называть просто тензором деформации.

Деформация тела приводит к возникновению сил — внутренних напряже-
ний, стремящихся вернуть его в недеформированное состояние. В механике
сплошных сред постулируется, что, разделив тело произвольной поверхно-
стью на две части, действие одной части на другую осуществляется исклю-
чительно через эту поверхность. Это позволяет определить тензор напря-
жений σ как отображение, связывающее внутреннюю силу df⃗ с элементом
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поверхности n⃗ dS (n⃗ — нормаль), к которому она приложена: df⃗ = σ · n⃗ dS.
Здесь и сила и элемент поверхности определены в деформированной конфи-
гурации, а тензор σ называется тензором напряжений Коши. Для связи df⃗ с
элементом поверхности в недеформированной конфигурации n⃗0 dS0 вводится
т. н. первый тензор напряжений Пиолы-Кирхгофа P (ПК1):

df⃗ = P · n⃗0 dS0 . (2.4)

Если отобразить силу df⃗ в недеформированную конфигурацию с помощью
градиента перемещений: df⃗0 = F−1 · df⃗ , то связывающий df⃗0 c n⃗0 dS0

тензор называется вторым тензором напряжений Пиолы-Кирхгофа (ПК2):
df⃗0 = S · n⃗0 dS0 (следует отличать элементы площади dS0 и dS от тензо-
ра напряжений S). Все три тензора напряжений связаны друг с другом
следующими соотношениями:

P = F · S, (2.5)

S = (detF)F−1 · σ · F−T . (2.6)

Движение точек сплошного тела определяется уравнением баланса им-
пульса, которое в материальных координатах и в отсутствие внешних объём-
ных сил представляется в виде

ρ
¨⃗
U = divP, (2.7)

где div обозначает дивергенцию, в декартовых координатах определяемую
как (divP)i =

∑︁
j ∂Pij/∂xj, точка над функцией обозначает частную произ-

водную по времени (совпадающую с материальной производной при исполь-
зовании материальных координат), а плотность ρ в силу закона сохранения
массы не зависит от времени и равна плотности недеформированного тела.
Дополнительно должно выполняться уравнение баланса момента импульса.
В классической макроскопической теории деформаций пренебрегают враще-
нием частиц тела и прочими микромасштабными эффектами, из-за чего ба-
ланс момента импульса приводит лишь к условию симметричности тензора
напряжений Коши, а, значит, и тензора ПК2:

σ = σT , S = ST . (2.8)
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В градиентной теории упругости эти соотношения нарушаются.
Уравнения движения (2.7) должны быть дополнены условиями на границе

недеформированного тела ∂Ω0, которые могут накладываться как на само
перемещение: U⃗(x⃗, t) = U⃗0(x⃗, t) при x⃗ ∈ ∂Ω0, так и на граничное напряжение:

P · n⃗0 = F⃗ , x⃗ ∈ ∂Ω0, (2.9)

где F⃗ — плотность внешних поверхностных сил, а n⃗0 — нормаль к поверхности
недеформированного тела.

Связь между внутренними напряжениями и деформацией определяет
упругие свойства материала. Тензор напряжений классической упругой
среды может зависеть только от градиента деформации F. (В рамках гра-
диентной теории упругости допускается зависимость напряжения от gradF

и более высоких пространственных производных.) Внутренние напряжения
не должны зависеть от поворота тела как целого (принцип материальной
объективности), поэтому тензоры напряжений Коши и ПК2 могут зависеть
лишь от величины, характеризующей исключительно растяжения — такой
величиной является тензор деформаций E, приведённый в формуле (2.3).
Кроме того, тензор напряжений абсолютно упругого тела должен полностью
определяться плотностью упругой энергии. Тензор ПК2 энергетически
сопряжён с тензором деформации E:

S(E) =
∂Π(E)

∂E
, (2.10)

а зависимость плотности упругой энергии Π от деформации E характеризует
конкретный материал. Тензор ПК1 энергетически сопряжён с градиентом
перемещения: P = ∂Π/∂F .

В случае изотропного тела, за рамки которого в этой главе мы не будем
выходить, плотность энергии Π зависит лишь от инвариантов тензора де-
формации. Наиболее общей моделью, включающей всевозможные слагаемые
второго и третьего порядков, является материал Мурнагана [75]:

Π =
λ+ 2µ

2
I21(E)− 2µI2(E) +

l + 2m

3
I31(E)− 2mI1(E)I2(E) + nI3(E),

(2.11)
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где I1(E) = trE, I2(E) = 1
2((trE)

2 − tr(E)2) и I3(E) = detE обозначают ин-
варианты тензора деформаций, λ и µ — модули упругости Ламе, а l, m и n

называют модулями Мурнагана. Первая пара слагаемых в выражении (2.11)
квадратична по деформации и соответствуют закону упругости Гука, а сле-
дующая тройка кубических слагаемых определяет нелинейные поправки. Вы-
ражение (2.11) допускает множество других эквивалентных записей, которые
встречаются у Ландау [76] и других исследователей [77], а тройки нелиней-
ных модулей упругости (изотропных упругих констант третьего порядка) в
этих выражениях линейно связаны друг с другом [78].

Выражение (2.11), вообще говоря, являются частью бесконечного ряда,
содержащего слагаемые четвёртого, пятого и т. д. порядков. Такое полино-
миальное разложение упругой энергии используется лишь при рассмотре-
нии малых, но конечных деформаций, когда нелинейные поправки важны,
но можно ограничиться лишь одним или двумя следующими порядками.
Такой подход широко применяется для наиболее общего описания упругих
волн малой амплитуды, например в ультразвуковых методах неразрушающе-
го контроля [69, 79] и геофизике [80, 59]. В случае больших упругих деформа-
ций характерных для эластомеров, когда применение степенного разложения
энергии становится невозможным, используют различные феноменологиче-
ские модели упругости: материал Муни-Ривлина, Огдена и др. [81]. Настоя-
щее диссертационное исследование ограничивается лишь достаточно малыми
деформациями, для которых справедливо разложение (2.11), возможно, с до-
бавлением слагаемых четвёртого порядка.

В общем случае упругая энергия произвольного материала выражается
через деформацию с помощью тензора 4-го порядка C и 6-го порядка N:

Π =
1

2
C :: EE+

1

3
N ::: EEE+ . . . , (2.12)

где операция :: обозначает четверное суммирование (свёртку) по индексам:
C :: EE =

∑︁
ijkl CijklEijEkl, а операция ::: определяется аналогично как сум-

мирование по 6-ти индексам: N ::: EEE =
∑︁

ijklmnNijklmnEijEklEmn. Тензор
напряжений в таком случае представляется в виде

S = S(1) + S(2) + · · · = C : E+N :: EE+ · · · . (2.13)
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В изотропном материале Мурнагана тензоры C и N имеют вид

Cijkl = λδijδkl + 2µIijkl, (2.14)

Nijklmn =
(︂
l −m+

n

2

)︂
δijδklδmn +

(︂
m− n

2

)︂(︁
δijIklmn + δklIijmn + δmnIijkl

)︁
+
n

4

(︁
δikIjlmn + δjkIilmn + δilIjkmn + δjlIikmn

)︁
, (2.15)

где Iijkl = 1
2(δikδjl + δilδjk) [82], а линейная и квадратичная части тензора

напряжений записываются следующим образом:

S(1) = λI trE+ 2µE, (2.16)

S(2) = lI(trE)2 + 2m(E trE− II2(E)) + n(II2(E)− E trE+ E · E), (2.17)

где I — единичный тензор второго порядка: Iij = δij.
В заключение отметим, что при рассмотрении абсолютно упругого тела

применим вариационный подход, называемый также принципом Гамильтона,
в рамках которого истинная траектория системы (поле перемещений точек
тела) является стационарной точкой функционала действия A:

δA = 0, A =

∫︂ t1

t0

(︃∫︂∫︂∫︂
Ω0

L(U⃗)dΩ0 +

∫︂∫︂
∂Ω0

F⃗ · U⃗dS0

)︃
dt, (2.18)

где L(U⃗) = 1
2ρ

̇⃗
U 2 − Π обозначает объёмную плотность Лагранжиана. При

достаточной гладкости вектора перемещений вариационная постановка зада-
чи (2.18) эквивалентна уравнениям движения (2.7) с граничными условия-
ми (2.9).

2.2 Длинные волны малой, но конечной амплитуды

Математические модели распространения волн деформации в упругих вол-
новодах выводятся путём упрощения полной трёхмерной задачи. Часть тео-
ретических работ по этой теме использует вариационную постановку задачи
и опирается на упрощающие предположения, встречающиеся в классических
работах по теории упругих волноводов, например о том, что сечение волно-
вода остаётся плоским и деформируется равномерно [83, 84]. Эти предполо-
жения позволяют проинтегрировать плотность Лагранжиана задачи по по-
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перечному сечению волновода и свести тем самым трёхмерную задачу к про-
странственно одномерной [34, 35, 22]. Авторы других работ отталкиваются
от полных трёхмерных уравнений движения и граничных условий и асимп-
тотически упрощают их, выделяя в данной задаче малые параметры [33, 85].
В некоторых работах эти подходы комбинируются: основываясь на асимп-
тотическом анализе граничных условий, вводятся более сложные гипотезы,
которые затем используются для упрощения вариационной постановки за-
дачи [5, 6]. Стоит отметить, что последний подход приводит к волновому
уравнению с нежелательными математическими свойствами, затрудняющи-
ми проведение численных расчётов.

Разные подходы приводят к несколько различным волновым уравнениям.
Данный раздел посвящён применению строгой асимптотической процедуры
к полным уравнениям нелинейной теории упругости. Материал этого раздела
основан на публикации [A3].

2.2.1 Постановка задачи: двумерная система уравнений движения

Рассмотрим стержень круглого сечения радиуса R и введём естественную для
этой задачи цилиндрическую систему координат (x, r, φ) с осевой координа-
той x, радиальной r и угловой φ, как показано на рис. 2.1. Поскольку задача
состоит в построении модели исключительно продольных волн, наложим на
стержень условие полной вращательной симметрии и отсутствия вращения.
В таком случае никакие функции не зависят от угловой координаты, а вра-
щательная компонента перемещения тождественно равна нулю:

U⃗(x, r, t) = U(x, r, t)e⃗x + V (x, r, t)e⃗r, (2.19)

где скалярные функции U и V обозначают осевую и радиальную компоненту
перемещения соответственно, а e⃗x и e⃗r — единичные векторы осей.

Движение точек стержня, не подвергающегося внешнему воздействию,
определяется уравнениями (2.7) и (2.9), которые с учётом вышеуказанных
ограничений записываются в виде

ρ
∂2U

∂t2
=
∂Pxx

∂x
+
∂Pxr

∂r
+
Pxr

r
, (2.20)
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Рис. 2.1: Схема стержня и цилиндрической системы координат.

ρ
∂2V

∂t2
=
∂Prx

∂x
+
∂Prr

∂r
+
Prr − Pφφ

r
, (2.21)

Prr = 0 при r = R, (2.22)

Pxr = 0 при r = R, (2.23)

где Pxx, Pxr, Prx, Prr, Pφφ — компоненты первого тензора Пиолы-Кирхгофа
в цилиндрической системе координат. Поскольку в силу симметрии задачи
Pφr ≡ 0, то третье граничное условие Pφr = 0 при r = R автоматически
выполняется. Кроме того, поскольку ось стержня не изгибается, то должно
выполняться условие V = 0 при r = 0.

В данной задаче рассматривается бесконечный вдоль оси x стержень,
материал которого предполагается изотропным и квадратично-нелинейным
(модель Мурнагана), т. е. тензор напряжений P выражается через градиент
вектора перемещений с помощью формул (2.5), (2.13), (2.16), (2.17) и (2.3).

2.2.2 Асимптотическая одномерная система уравнений движения

Применяемая здесь асимптотическая процедура по сути является обобщени-
ем работ [86, 87] на случай нелинейно-упругого стержня.

Для проведения асимптотической процедуры необходимо перейти к
безразмерным величинам и выделить малые параметры, характеризующие
длинные волны малой амплитуды. Длинные волны предполагают, что
изменение перемещений мало при изменении пространственных координат
на величину порядка поперечного размера волновода. Принимая масштаб
осевой и радиальной координаты за L, предположение длинных волн влечёт
за собой малость величины δ = R/L ≪ 1. Малая амплитуда деформаций
означает, что перемещение вдоль оси мало по сравнению с масштабом длины
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вдоль этой оси, поэтому масштаб перемещений представляется как εL, где
ε ≪ 1 — второй малый параметр задачи. Масштаб времени примем за L/c,
где c — характерная скорость продольных волн в стержне. Очевидно, что
эта скорость должна соответствовать стержневой скорости c =

√︁
E/ρ, где

E — модуль Юнга. К этому результату мы впоследствии и придём. В итоге,
безразмерные координаты и перемещения, обозначенные ниже тильдой,
определяются следующим образом:

t̃ =
t

L/c
, x̃ =

x

L
, r̃ =

r

L
, Ũ =

U

εL
, Ṽ =

V

εL
. (2.24)

С учётом определённых выше масштабов беразмерная радиальная коор-
дината r̃ может принимать значения от 0 до δ, т. е. является малой величиной
порядка δ. Это позволяет разложить перемещения в степенной ряд по этой
величине, удерживая в нём лишь первые несколько членов. Однако, посколь-
ку в силу симметрии задачи осевое перемещение может быть лишь чётной
функцией радиальной координаты, а радиальное перемещение — нечётной,
то эти разложения принимают вид

Ũ(x̃, r̃, t̃) = Ũ0(x̃, t̃) + r̃2Ũ2(x̃, t̃) + r̃4Ũ4(x̃, t̃) +O(r̃6), (2.25)

Ṽ (x̃, r̃, t̃) = r̃Ṽ1(x̃, t̃) + r̃3Ṽ3(x̃, t̃) + r̃5Ṽ5(x̃, t̃) +O(r̃7). (2.26)

В задаче присутствует ещё один малый параметр ε, характеризующий ма-
лость деформаций, что позволяет разложить по ε компоненты рядов (2.25)
и (2.26). Применим разложения для всех компонент, кроме главных Ũ0 и Ṽ1:

Ũn = Ũn0 + εŨn1 +O(ε2), n > 0 (2.27)

Ṽn = Ṽn0 + εṼn1 +O(ε2), n > 1, (2.28)

а разложение главных компонент обсудим позже.
Уравнения движения и граничные условия (2.20) – (2.23) после обезразме-

ривания с помощью преобразований (2.24) и подстановки разложений (2.25) –
(2.28) будут представлять собой полиномы по r̃2 и ε. Условия равенства нулю
коэффициентов при каждом члене вида r̃2nεm позволяет выразить все компо-
ненты перемещений через Ũ0 и Ṽ1. Это алгебраически громоздкая процедура,
для проведения которой использовался пакет Mathematica. В результате неё
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уравнения движения (2.20) и (2.21) оказываются удовлетворены с нужной
точностью (до O(ε2, εr̃2, r̃4)), а граничные условия (2.22) и (2.23), справедли-
вые при r̃ = δ, определяют асимптотическую систему из двух уравнений:

2(λ+ µ)Ṽ1 + λ
∂Ũ0

∂x̃
+ εΨ1

(︂∂Ũ0

∂x̃
, Ṽ1

)︂
+
δ2

8

[︃
(λ+ 3µ)

∂3Ũ0

∂x̃3
− ρc2(λ+ 3µ)

λ+ 2µ

∂3Ũ0

∂x̃ ∂t̃2

+
2ρc2(2λ+ 3µ)

λ+ 2µ

∂2Ṽ1

∂t̃2
+ 2λ

∂2Ṽ1
∂x̃2

]︃
+O(ε2, εδ2, δ4) = 0, (2.29)

ρc2
∂2Ũ0

∂t̃2
− 2λ

∂Ṽ1
∂x̃

− (λ+ 2µ)
∂2Ũ0

∂x̃2
− ε

∂

∂x̃
Ψ2

(︂∂Ũ0

∂x̃
, Ṽ1

)︂
+
δ2

8

[︃
ρ2c4

µ

∂4Ũ0

∂t̃4
− ρc2

(︁
λ2 + 7λµ+ 8µ2

)︁
µ(λ+ 2µ)

∂4Ũ0

∂x̃2 ∂t̃2
+ (3λ+ 4µ)

∂4Ũ0

∂x̃4

+ 2(3λ+ 2µ)
∂3Ṽ1
∂x̃3

− 2ρc2
(︁
λ2 + 4λµ+ 2µ2

)︁
µ(λ+ 2µ)

∂3Ṽ1

∂x̃ ∂t̃2

]︃
+O(ε2, εδ2, δ4) = 0,

(2.30)
где нелинейные функции Ψ1 и Ψ2 определяются следующим образом:

Ψ1(u, v) = (3λ+ 3µ+ 4l + 2m)v2 + (λ+ 4l − 2m+ n)uv +
λ+ 2l

2
u2, (2.31)

Ψ2(u, v) = (λ+ 4l − 2m+ n)v2 + 2(λ+ 2l)uv +

(︃
3

2
(λ+ 2µ) + l + 2m

)︃
u2.

(2.32)

При ε = 0 система (2.29) – (2.30) идентична той, что получена для ли-
нейной задачи в [87]. Если рассмотреть полностью невозмущённую задачу:
ε = δ = 0, то система (2.29) – (2.30) представляется в виде

Ṽ1 = −ν∂Ũ0

∂x̃
, (2.33)

∂2Ũ0

∂t̃2
− E

ρc2
∂2Ũ0

∂x̃2
= 0, (2.34)

где E и ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно. Эти
модули упругости связаны с модулями Ламе λ и µ соотношениями

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
, ν =

λ

2(λ+ µ)
. (2.35)

Из уравнений (2.33) и (2.34) следует хорошо известный результат о том, что
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скорость продольных волн в бесконечно тонком стержне есть c =
√︁
E/ρ, а от-

ношение поперечной линейной деформации ∂rV к продольной ∂xU равно −ν.
Отметим, что последнее использовалось в качестве упрощающего предполо-
жения в работах [34, 88], позволяющего, с одной стороны, сделать поперечное
перемещение зависимой функцией и упростить задачу, но, с другой стороны,
понижающего точность, поскольку это соотношение не выполняется строго в
случае стержня конечной толщины.

Как отмечено выше, разложение по малому параметру ε было применено
ко всем компонентам рядов (2.25) и (2.26) кроме Ũ0 и Ṽ1. Если разложить ещё
и Ũ0, то член порядка ε в этом разложении окажется секулярным, т. е. будет
в явном виде зависеть от t̃ и неограниченно расти: Ũ01 ∼ t̃, а решение оказы-
вается непригодным на больших временах t̃ ∼ ε−1. Это типичная для нели-
нейных волновых уравнений проблема, и для её решения, т.е. для построения
асимптотически корректной модели, не зависящей явно от малых парамет-
ров и пригодной на больших временах порядка ε−1, применяется многомас-
штабный метод [89]. Применение многомасштабного метода к данной задаче
приводит к однонаправленному уравнению Кортевега–де Фриза относительно
Ũ0(ξ̃, τ), где ξ̃ = x̃− t̃ — бегущая координата, а τ = εt̃ — медленное время, т. е.
к уравнению, описывающему медленно меняющиеся волны, бегущие только в
одном направлении — вправо вдоль оси x (см. раздел 2.3.2, уравнение (2.85)
и источники [33, 85]). Однако однонаправленность может излишне ограни-
чивать модель, и некоторые исследователи полагали, что двунаправленные
модели, основывающиеся на волновом уравнении с малыми нелинейными и
дисперсионными поправками порядка ε (уравнение типа Буссинеска), лучше
описывают нелинейные упругие волны в реальных волноводах [5, 7].

2.2.3 Модель на основе уравнения типа Буссинеска

Уравнения (2.29) и (2.30) образуют сложную для решения систему, которую
можно существенно упростить, исключив Ṽ1 и получив одно уравнение на
продольное перемещение. Для этого необходимо разложить Ṽ1 в степенной
ряд по ε и δ2:

Ṽ1 = Ṽ1,00 + εṼ1,10 + δ2Ṽ1,02 +O(ε2, εδ2, δ4). (2.36)
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и получить компоненты Ṽ1,00, Ṽ1,10 и Ṽ1,02 из условия равенства нулю коэффи-
циентов при ε, δ2 и свободной от ε и δ части уравнения (2.29). Для получения
наиболее точных дисперсионных характеристик исключение Ṽ1 следует про-
вести аналогично тому, как это сделано в линейном случае [86, 87]. Для этого
удобно представить эти уравнения в виде

L̂1Ṽ1 + M̂1Ũ0 + εΨ1

(︂∂Ũ0

∂x̃
, Ṽ1

)︂
+O(ε2, εδ2, δ4) = 0, (2.37)

L̂2Ṽ1 + M̂2Ũ0 − ε
∂

∂x̃
Ψ2

(︂∂Ũ0

∂x̃
, Ṽ1

)︂
+O(ε2, εδ2, δ4) = 0, (2.38)

где L̂1 и M̂1, L̂2 и M̂2 — линейные дифференциальные операторы, действую-
щие на Ṽ1 и Ũ0 в уравнениях (2.29) и (2.30) соответственно. Теперь, применяя
L̂2 к первому уравнению, L̂1 ко второму уравнению и вычитая второе из
первого, получаем одно уравнение, в линейной части которого больше нет
функции Ṽ1:

(L̂2M̂1−L̂1M̂2)Ũ0+ε
[︂
L̂2Ψ1

(︂∂Ũ0

∂x̃
, Ṽ1

)︂
+L̂1

∂

∂x̃
Ψ2

(︂∂Ũ0

∂x̃
, Ṽ1

)︂]︂
+O(ε2, εδ2, δ4) = 0.

(2.39)
После этого остаётся асимптотически исключить Ṽ1 из нелинейной части это-
го уравнения с помощью выражения (2.36). Получаемое в результате уравне-
ние выглядят следующим образом:

∂2Ũ0

∂t̃2
− ∂2Ũ0

∂x̃2
− εβ

∂

∂x̃

(︂∂Ũ0

∂x̃

)︂2

+ δ2
(︃
α1
∂4Ũ0

∂t̃4
+ α2

∂4Ũ0

∂x̃2 ∂t̃2
+ α3

∂4Ũ0

∂x̃4

)︃
+O(ε2, εδ2, δ4) = 0, (2.40)

где дисперсионные коэффициенты αi имеют следующий вид:

α1 =
5− 5ν − 6ν2 + 4ν3

8(1− ν)
, α2 = −7− 7ν − 2ν2

8(1− ν)
, α3 =

1

4
, (2.41)

а нелинейный коэффициент β равен

β =
3

2
+
l(1− 2ν)3 + 2m(1 + ν)2(1− 2ν) + 3nν2

E
. (2.42)

Здесь модули Ламе заменены модулем Юнга E и коэффициентом Пуассо-
на ν для более лаконичной записи и использовано полученное ранее равен-
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ство c2 = E/ρ. Отметим связь нелинейного коэффициента β для продольных
волн в волноводе (уравнение (2.42)) и акустического параметра нелинейности
(тоже часто обозначаемого β) для плоских продольных (P) волн в бесконеч-
ной среде, равного 3/2 + (l + 2m)/(λ+ 2µ) [90, 68]. Член 3/2, не зависящий
от модулей упругости, возникает из-за учёта геометрической нелинейности
— нелинейных слагаемых в тензоре деформаций (уравнение (2.3)), тогда как
следующий член, определяемый отношением модулей упругости второго и
третьего порядков, обусловлен нелинейностью физической — нелинейной свя-
зью напряжения с деформацией.

Для моделирования волн деформации удобно продифференцировать
уравнение (2.40) по x̃ и записать его относительно линейной части продоль-
ной деформации ũ = ∂

∂x̃Ũ0:

∂2ũ

∂t̃2
− ∂2

∂x̃2
(︁
ũ+ εβũ2

)︁
+ δ2

(︃
α1
∂4ũ

∂t̃4
+ α2

∂4ũ

∂x̃2 ∂t̃2
+ α3

∂4ũ

∂x̃4

)︃
+O(ε2, εδ2, δ4) = 0.

(2.43)
Выведенное асимптотическое уравнение движения стержня нужно дополнить
граничными условиями. Для моделирования локализованных волн стержень
предполагается недеформированным на бесконечности, т. е.

ũ(x̃, t̃) → 0,
∂ũ

∂x̃
→ 0,

∂2ũ

∂x̃2
→ 0, . . . при x̃→ ±∞. (2.44)

В зависимости от соотношения между малыми параметрами ε и δ можно
получить разные асимптотические модели, в которых нелинейные эффекты
доминируют над дисперсионными (ε ≫ δ2), либо, наоборот, дисперсионные
преобладают над нелинейными (ε≪ δ2). Однако наиболее интересным явля-
ется случай, когда между этими эффектами устанавливается баланс: ε ∼ δ2.
В таком случае уравнение (2.43) принадлежит семейству уравнений типа Бус-
синеска, состоящих из волнового оператора (оператора Даламбера), а также
нелинейных и дисперсионных поправок к нему. Дифференциальный опера-
тор, действующий на ũ в этом уравнении, отличается от оригинального урав-
нения Буссинеска наличием двух дополнительных дисперсионных слагаемых:
∂4

∂t̃4
ũ и ∂4

∂x̃2 ∂t̃2
ũ помимо ∂4

∂x̃4 ũ [13]. Известно, что уравнения типа Буссинеска
обладают солитонными решениями в силу баланса нелинейности и диспер-
сии [26, 5].
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Уравнение (2.43) не является асимптотически строгой моделью, поскольку
содержит как слагаемые O(1), так и O(ε, δ2). Асимптотическая некоррект-
ность, в частности, приводит к неединственности асимптотических уравне-
ний: применение следующего из (2.43) асимптотического соотношения

∂2ũ

∂t̃2
=
∂2ũ

∂x̃2
+O(ε, δ2) (2.45)

позволяет асимптотически связать слагаемые ∂4

∂t̃4
ũ, ∂4

∂x̃4 ũ и ∂4

∂x̃2 ∂t̃2
ũ и тем са-

мым получить сколь угодно много новых уравнений вида (2.43) с различными
дисперсионными коэффициентами αj. Попытка устранить асимптотическую
некорректность, применив разложение ũ по ε, приведёт к секулярному слагае-
мому в следующем порядке, как обсуждалось ранее. Однако уравнения (2.43),
отбросив в них малые слагаемые и перейдя в размерную форму, можно рас-
сматривать просто как упрощённую модель по сравнению с полными трёх-
мерными уравнениями (2.20) – (2.23). В размерной форме уравнение (2.43)
записывается как

1

c2
∂2u

∂t2
− ∂2

∂x2
(u+ βu2) +R2

(︃
α1

c4
∂4u

∂t4
+
α2

c2
∂4u

∂x2 ∂t2
+ α3

∂4u

∂x4

)︃
= 0, (2.46)

где функция u имеет смысл линейной продольной деформации на оси стерж-
ня: u(x, t) = ∂

∂xU0(x, t) = ∂
∂xU(x, r, t)

⃓⃓
r=0

. Уравнение (2.46) с коэффициен-
тами (2.41) получено впервые и является прямым нелинейным обобщением
уравнения, выведенного в рамках линейной теории в работе [87]. О причи-
нах, по которым в уравнении удерживаются все три дисперсионных члена,
говорится в следующем подразделе.

2.2.4 Дисперсия и сравнение с другими моделями

Уравнения типа Буссинеска ранее уже были получены в контексте длин-
ных волн деформации в стержне из материала Мурнагана, например в ра-
ботах [34] и [5, 6]. Они отличаются от уравнения (2.46) лишь видом диспер-
сионных коэффициентов α1, α2 и α3, тогда как в нелинейном коэффициенте
β эти модели сходятся. Уравнение, полученное в [34] достаточно простым по
сравнению с излагаемым в этом разделе способом — с помощью упрощающих
предположений, применявшихся ещё в классических работах Рэлея и Лява

— 32 —



по теории упругих стержней [83], имеет вид:

1

c2
∂2u

∂t2
− ∂2

∂x2
(u+ βu2)−R2 ν

2

2c2
∂4u

∂x2 ∂t2
= 0. (2.47)

В работах А. М. Самсонова и А.В. Порубова [5, 6] получено два схожих урав-
нения, названных уравнениями с двумя дисперсиями, поскольку каждое из
них имеет по два ненулевых дисперсионных члена. Первое из них получено
в рамках гипотезы плоских равномерно деформируемых сечений стержня:

1

c2
∂2u

∂t2
− ∂2

∂x2
(u+ βu2) +R2 ν

2

2c2

(︃
− 1

c2
∂4u

∂x2 ∂t2
+
c2s
c2
∂4u

∂x4

)︃
= 0, (2.48)

где c2s/c2 = 1/(2 + 2ν) — отношение квадратов сдвиговой (S) и стержневой
скоростей. Второе уравнение было получено авторами, как уточнение перво-
го, где они отказались от упомянутой гипотезы и позволили сечению стержня
слабо изгибаться и неравномерно деформироваться:

1

c2
∂2u

∂t2
− ∂2

∂x2
(u+ βu2) +R2

(︃
ν(1− ν)

2c2
∂4u

∂x2 ∂t2
− ν

2

∂4u

∂x4

)︃
= 0. (2.49)

Отметим, что уравнения (2.46), (2.47) и (2.49) обладают асимптотической
эквивалентностью, поскольку сумма их дисперсионных коэффициентов оди-
накова и равна

α1 + α2 + α3 = −ν
2

2
, (2.50)

и, как следствие, с помощью преобразования (2.45) эти уравнения можно
асимптотически свести одно к другому.

Задача об определении дисперсионного закона для волн в линейно-
упругих стержнях является старинной, а точный дисперсионный закон для
осесимметричных продольных волн в стержне круглого сечения был найден
ещё в 19-м веке назависимо Л. Похгаммером и Ч. Кри [83]. Этот закон имеет
вид[︁

(k2s − 2k2p)J0(qpR) + 2q2pJ
′
1(qpR)

]︁
(k2s − 2k2)J1(qsR)

+ 4k2qpqsJ1(qpR)J
′
1(qsR) = 0, (2.51)

где J0 и J1 — функции Бесселя 1-го рода, q2p = k2p−k2, q2s = k2s−k2, k2p = ω2/c2p,
k2s = ω2/c2s, c2p = (λ + 2µ)/ρ, c2s = µ/ρ, а k и ω — волновое число и круговая
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exact

Рис. 2.2: Нормированные дисперсионные кривые длинных волн в упругом
стержне с коэффициентом Пуассона ν = 0.34. Сплошная линия — точная
дисперсионная картина Похгаммера-Кри, пунктирные линии — линеаризо-
ванные уравнения типа Бусинеска: 1 – уравнение (2.46), полученное в данной
работе, 2 – (2.47), 3 – (2.48) и 4 – (2.49).

частота соответственно [91, 87]. Помимо точного закона, имеющего сложный
вид, разными авторами были получены упрощённые дисперсионные волно-
вые модели для длинных волн в стержнях конечной толщины. Эти моде-
ли имеют вид линеаризованного около нулевого решения уравнения (2.46) с
различными дисперсионными коэффициентами. Коэффициенты из уравне-
ния (2.47) были получены ещё лордом Рэлеем [83]; коэффициенты из (2.48)
выведены Р. Бишопом [84], а полученные в данном диссертационном иссле-
довании коэффициенты (2.41) выведены в работах [86] и [87]. В этих упро-
щённых моделях дисперсионное соотношение имеет вид

α1ω̃
4 −

(︁
1− α2k̃

2
)︁
ω̃2 + k̃2

(︁
1 + α3k̃

2
)︁
= 0, (2.52)

где k̃ = kR и ω̃ = ωR/c — нормированные волновое число и круговая частота
соответственно. Разные дисперсионные законы показаны на рис. 2.2.

Поскольку все упомянутые асимптотические уравнения выводились
в предположении длинных волн, то при малых k̃ и ω̃ дисперсия во всех
уравнениях описывается дисперсией волн в бесконечно тонком стержне:
ω̃ = k̃ (в размерном виде ω = ck). С увеличением k̃ нижняя ветвь постепенно
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отклоняется от этого закона и в следующем порядке имеет асимптотику

ω̃2 = k̃2 − ν2

2
k̃4 +O(k̃6), (2.53)

совпадающую с асимптотикой для уравнений Буссинеска (2.46), (2.47)
и (2.49). Однако, как следует из рис. 2.2, выведенное в данной работе
уравнение (2.46) лучше всего описывает точную дисперсионную зависимость
(соответствует ей в наибольшем диапазоне волновых чисел). Кроме того,
как отмечалось в работах по теории стержней [86], асимптотическая кор-
ректность коэффициентов из уравнения (2.47), полученных исходно Рэлеем
— следствие удачного стечения обстоятельств, при котором не учтённые
Рэлеем эффекты компенсируют друг друга в стержне круглого сечения, в
то время как в случае других форм сечений его подход будет приводить
к модели с более низкой асимптотической точностью. Коэффициенты
из уравнения (2.48) соответствуют точной асимптотике лишь в главном
порядке. На графике видно, что уравнение Самсонова–Порубова (2.49),
как отмечали сами авторы [6], обладает коротковолновой неустойчивостью
— частота ω для гармоник с достаточно большим волновым числом k

сначала резко отклоняется от точного закона, а потом и вовсе становится
комплексной, что приводит к неограниченному росту высоких гармоник и,
как следствие, делает это уравнение малопригодным для численного моде-
лирования. Таким образом, полученное в данной работе уравнение (2.46) с
коэффициентами (2.41) обладает наилучшими дисперсионными свойствами
среди известных нелинейных моделей типа Буссинеска. Отметим, что это
уравнение обладает ещё одной ветвью, которая при k = 0 соответствует
дышащим колебаниям стержня (равномерным по всей длине расширением
и сжатием), однако с точной дисперсионной кривой эта ветвь соотносится
плохо.

2.2.5 Солитоны и их характеристики

Среди описываемых уравнением (2.46) волн особую важность представля-
ют солитоны в силу их специфических свойств, упоминавшихся в главе 1, а
именно: возможности распространяться неограниченно далеко, не подверга-
ясь влиянию дисперсии, и неразрушаемости при взаимодействии с другими
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такими волнами. Используя стандартный способ поиска бегущих без изме-
нения формы локализованных волн [26, 5], можно показать, что решением
уравнения (2.46) является семейство солитонов

u(x, t) = A cosh−2

(︃
x± vt

Λ

)︃
, (2.54)

A =
3

2β

(︃
v2

c2
− 1

)︃
, Λ = 2R

√︄
−α1(v/c)4 + α2(v/c)2 + α3

(v/c)2 − 1
, (2.55)

где v > 0 — скорость солитона, являющаяся свободным параметром этого
семейства, а величина Λ определяет ширину солитона. Это решение можно
переписать, сделав амплитуду свободным параметром:

v = c

√︃
1 +

2Aβ

3
. (2.56)

Зависимость параметра ширины Λ от скорости солитона и коэффициента
Пуассона изображена на рисунке 2.3а. Эта зависимость допускает два типа
солитонов: дозвуковой (v < c) и сверхзвукой (v > c), где под скоростью звука
понимается стержневая скорость c, определяемая модулем Юнга E. Однако
лишь сверхзвуковой солитон является асимптотическим решением исходных
трёхмерных уравнений, поскольку его амплитуда может быть сколь угодно
малой, а ширина сколь угодно большой. У дозвукового солитона, как следу-
ет из рисунка 2.3a и формулы (2.55), амплитуда |A| оказывается ограничена
снизу, а параметр ширины Λ не может превышать радиус стержня R. По-
этому в дальнейшем это решение рассматриваться не будет, и под солитоном
будет пониматься лишь сверхзвуковой солитон.

Вид солитона (2.54) показан на рисунке 2.3b, где в качестве материала
стержня выбран полистирол — полимер, находящийся в твёрдом (стеклооб-
разном) состоянии при комнатной температуре и модули которого приведены
в табл. 2.1. В этом материале нелинейный параметр β оказывается отрица-
тельным, а значит, солитон является волной сжатия (u(x, t) < 0), поэтому
для удобства на рис. 2.3b показана величина −u(x, t).

В заключение подраздела необходимо отметить, что волновые решения
уравнения типа Буссинеска (2.46), бегущие в одном выделенном направле-
нии, например вправо вдоль оси x, асимптотически описываются уравнением
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Рис. 2.3: Панель (а) — зависимость параметра ширины от скорости солитона и
коэффициента Пуассона, белые участки обозначают комбинации параметров,
при которых солитон (2.54) не существует. Панель (b) — вид солитона (2.54)
в полистироле (табл. 2.1) при A = −0.01.

плотность, г/м3 ρ 1.06

модуль Юнга, ГПа E 3.7

коэфициент Пуассона ν 0.34

модули Мурнагана, ГПа
l −18.9

m −13.3

n −10.0

нелинейный коэффициент β −3.7

Таблица 2.1: Упругие характеристики полистирола [92] и значение вычислен-
ного по ним нелинейного коэффициента β (формула (2.42)).
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Кортевега–де Фриза (КдФ) [89]:

1

c

∂u

∂t
+ (1 + βu)

∂u

∂x
+
ν2R2

4

∂3u

∂x3
= 0. (2.57)

Подробнее об этом говорится далее в разделе 2.3. Отметим лишь, что КдФ
обладает солитонными решениями аналогичными (2.54), но бегущими только
в одном направлении:

uKdV(x, t) = A cosh−2

(︃
x− vKdVt

ΛKdV

)︃
, (2.58)

и со следующей связью амплитуды, ширины и скорости:

vKdV = c
(︂
1 +

Aβ

3

)︂
, ΛKdV =

R|ν|√︁
vKdV/c− 1

. (2.59)

Несложно показать, что отличие скоростей и длин солитонов Буссинеска и
КдФ в случае малых амплитуд есть величина следующего порядка малости:
v/vKdV = 1 +O(A2) и Λ/ΛKdV = 1 +O(A).

2.2.6 Сравнение одномерных моделей с трёхмерным расчётом

Для определения наиболее точной из обсуждавшихся асимптотических мо-
делей, проведено сравнение солитонов деформации в этих моделях с резуль-
татами трёхмерных расчётов полных уравнений (2.20) – (2.23). Описанию
применявшегося численного метода посвящена глава 4.

Для генерации солитонов в численном расчёте необходимо задать началь-
ное условие. Начальные условия строились на основе солитонов следующим
образом: продольная компонента перемещения предполагалась одинаковой
для всех значений радиальной координаты (плоское сечение стержня) и рав-
ной интегралу по пространственной координате от функции u(x, t) в форму-
ле (2.54), а поперечная компонента — связанной с продольной через коэффи-
циент Пуассона:

U(x, r, t)
⃓⃓
t=0

=

∫︂
u(x, t)

⃓⃓
t=0

dx, (2.60)

V (x, r, t)
⃓⃓
t=0

= −νr∂U
∂x

⃓⃓⃓⃓
t=0

= −νru(x, t)
⃓⃓
t=0
. (2.61)
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Для получения начальных значений производных по времени U̇ и V̇ уравне-
ния (2.60) и (2.61) были продифференцированы по t.

Следует отметить, что для целей данной части работы — генерации со-
литонов в численном расчёте — вид начального условия не важен. Любое
начальное условие в процессе эволюции разделяется на две принципиально
разные части: солитон, распространяющийся со скоростью v > c, и осцил-
ляции, бегущие со скоростью менее c. Причём вид начального условия вли-
яет лишь на амплитуду и количество генерируемых солитонов, но не влияет
на их ключевые свойства (связь амплитуды, скорости и ширины). Поэтому
для простоты описанное выше начальное условие построено только на основе
главных компонент в разложении перемещений в ряд по радиальной коорди-
нате без учёта поправок более высокого порядка.

Результаты трёхмерного численного моделирования в сравнении с точ-
ным солитонным решением уравнения типа Буссинеска (2.46) показаны на
рис. 2.4. Пунктиром на этом рисунке показан солитон, заданный начальным
условием и распространяющийся без изменения формы и скорости согласно
формуле (2.54). Видно, что начальный солитон Буссинеска преобразуется в
новый солитон, обладающий заметными отличиями по скорости, ширине и
амплитуде.

Для того, чтобы сопоставить разные нелинейные волновые модели меж-
ду собой и с результатами трёхмерного расчёта, были построены зависимости
скорости и ширины солитона от его амплитуды, изображённые на рисунке 2.5.
Зависимость скорости от амплитуды одинакова во всех моделях на основе
уравнения типа Буссинеска (уравнения (2.46) – (2.49)), а различия между
ними проявляются лишь в ширине солитона, характеризуемой шириной на
половине высоты (full width at half maximum). На рисунке 2.5 видно, что
при достаточно малых амплитудах все модели одинаково хорошо описывают
зависимость скорости от амплитуды и все, кроме (2.48), правильно описыва-
ют связь ширины и амплитуды. Последнее объясняется тем, что дисперсия
в уравнении (2.48) соответствует точной лишь в главном порядке, а во всех
остальных уравнениях — ещё и в следующем порядке (см. подраздел 2.2.4). С
увеличением амплитуды все обсуждавшиеся здесь модели показывают замет-
ное расхождение с точной зависимостью, что говорит о влиянии неучтённых
эффектов, речь о которых пойдёт в следующем разделе.
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Рис. 2.4: Возникновение солитона в полных трёхмерных уравнениях из на-
чального условия, заданного солитоном Буссинеска (2.54). Сплошная ли-
ния — отрицательная линейная продольная деформация на оси стержня
− ∂

∂xU(x, r, t)
⃓⃓
r=0

в разные моменты времени. Координата и время приведе-
ны в единицах R и R/c соответственно. Для различения профилей в разные
моменты времени применён вертикальный сдвиг на 2.5. Пунктир — началь-
ное условие в виде солитона (2.54), распространяющегося без изменений.

Рис. 2.5: Зависимости нормированной скорости солитонов (а) и ширины на
половине высоты (b) от амплитуды. Точками показаны результаты трёхмер-
ного расчёта. Линии: 1 – уравнение (2.46), полученное в данной работе, 2 –
(2.47), 3 – (2.48), 4 – (2.49), 5 – КдФ (2.57). Полуширина приведена в едини-
цах радиуса стержня R.
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2.3 Длинные волны средней амплитуды

В данном разделе асимптотический анализ полных уравнений движения
обобщается на случай учёта нелинейных и дисперсионных поправок следу-
ющих порядков. В случае достаточно малых деформаций эти поправки не
играют существенной роли, и анализ, проведённый в предыдущем разделе,
оказывается достаточным для описания нелинейных волн и солитонов
деформации. Однако с увеличением деформации нелинейные эффекты
следующего порядка могут оказаться существенными — такие деформации
будем называть средними. Причём, если модули упругости третьего или
четвёртого порядка достаточно велики по сравнению с модулями второго
порядка, что справедливо во многих материалах, то средние деформации
могут иметь достаточно небольшую величину (порядка 10−2 или меньше).
Рассмотрению этого случая посвящён данный раздел, материал которого
основан на публикации [A4].

2.3.1 Асимптотическая модель на основе расширенного уравнения
типа Буссинеска

В изотропном теле для учёта нелинейности следующего порядка необходи-
мо использовать девяти-константную модель Мурнагана, в рамках которой
плотность энергии упругой деформации содержит всевозможные изотропные
слагаемые вплоть до четвёртой степени по деформации:

Π =
λ+ 2µ

2
I21(E)− 2µI2(E) +

l + 2m

3
I31(E)− 2mI1(E)I2(E) + nI3(E)

+ ν1I
4
1(E) + ν2I

2
1(E)I2(E) + ν3I1(E)I3(E) + ν4I

2
2(E), (2.62)

где ν1, ν2, ν3 и ν4 — модули упругости Мурнагана четвёртого порядка. От-
метим, что следует отличать эти модули от коэффициента Пуассона, обозна-
чаемого буквой ν без каких-либо индексов.

Будем рассматривать задачу идентичную той, что поставлена в преды-
дущем разделе (см. подраздел 2.2.1), с единственным отличием — расши-
ренным выражением упругой энергии (2.62) вместо (2.11). Асимптотическая
процедура, полностью идентичная описанной в подразделе 2.2.2, приводит к
системе из двух пространственно-одномерных уравнений относительно про-
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дольного и поперечного перемещения, которые с точностью до O(ε2, εδ2, δ4)

идентичны системе (2.29) – (2.30). В предыдущем разделе при рассмотрении
малых деформаций слагаемые O(ε2, εδ2, δ4) были отброшены, однако здесь
для описания средних деформаций эти слагаемые будут удержаны. Система,
аналогичная (2.29) – (2.30), где выписаны все слагаемые до O(ε3, ε2δ2, εδ4, δ6),
весьма громоздка и поэтому не приводится здесь. Исключение поперечного
перемещения из этой системы (см. подраздел 2.2.3) приводит к расширенно-
му уравнению типа Буссинеска, включающему кубически-нелинейные слага-
емые и производные шестой степени:

∂2Ũ0

∂t̃2
− ∂2Ũ0

∂x̃2

(︃
1 + 2εβ

∂Ũ0

∂x̃
+ 3ε2γ

∂Ũ0

∂x̃

)︃
+ δ2

(︃
α1
∂4Ũ0

∂t̃4
+ α2

∂4Ũ0

∂x̃2 ∂t̃2
+ α3

∂4Ũ0

∂x̃4

)︃
+ δ4

(︃
α4
∂6Ũ0

∂t̃6
+ α5

∂6Ũ0

∂x̃2 ∂t̃4
+ α6

∂6Ũ0

∂x̃4 ∂t̃2
+ α7

∂6Ũ0

∂x̃6

)︃
+ εδ2

[︃
b1

(︃
∂4Ũ0

∂t̃4
∂Ũ0

∂x̃
+ 2

∂3Ũ0

∂t̃3
∂2Ũ0

∂x̃ ∂t̃
+ 2

∂2Ũ0

∂t̃2
∂3Ũ0

∂x̃ ∂t̃2
− 2

∂2Ũ0

∂t̃2
∂3Ũ0

∂x̃3

)︃
+ b2

∂3Ũ0

∂x̃ ∂t̃2
∂2Ũ0

∂x̃2
+ b3

∂Ũ0

∂x̃

∂4Ũ0

∂x̃2 ∂t̃2
+ b4

∂2Ũ0

∂x̃ ∂t̃

∂3Ũ0

∂x̃2 ∂t̃

+ b5
∂2Ũ0

∂x̃2
∂3Ũ0

∂x̃3
+ b6

∂Ũ0

∂x̃

∂4Ũ0

∂x̃4

]︃
+O(ε3, ε2δ2, εδ4, δ6) = 0, (2.63)

где Ũ0 — главный член в разложении продольного перемещения в ряд по
радиальной координате. Коэффициенты β, α1, α2 и α3 были приведены ранее
(см. формулы (2.41) и (2.42)), однако для наглядности они приведены ниже
ещё раз вместе с новыми коэффициентами:

α1 =
5− 5ν − 6ν2 + 4ν3

8(1− ν)
, (2.64)

α2 = −7− 7ν − 2ν2

8(1− ν)
, (2.65)

α3 =
1

4
, (2.66)

α4 =
(1 + ν)2(27− 98ν + 112ν2 − 40ν3)

192(1− ν)2
, (2.67)

α5 = −(1 + ν)
(︁
28− 79ν + 62ν2 − 10ν3

)︁
96(1− ν)2

, (2.68)
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α6 =
18− 19ν − 5ν2

96(1− ν)
, (2.69)

α7 = − 7 + 5ν

192(1 + ν)
, (2.70)

β =
3

2
+ β1, (2.71)

γ =
1

2
+ 2β1 −

4β2
2

(1 + ν)(1− 2ν)
+

4

E

(︁
ν1(1− 2ν)4 − ν2(2− ν)ν(1− 2ν)2

+ ν3(1− 2ν)ν2 + ν4(2− ν)2ν2
)︁
, (2.72)

b1 = −1 + ν

2
− (1 + ν)β1

4
+
β2
4
, (2.73)

b2 = −5− 15ν + 12ν3 − 8ν4

8(1− ν)
− (3− 5ν − 4ν2 + 4ν3)β1

4(1− ν)
− (1 + 2ν)β2, (2.74)

b3 = −(1 + ν)(11− 26ν + 16ν2 − 4ν3)

4(1− ν)
− (1 + ν)(4− 9ν + 4ν2)β1

2(1− ν)

+
(1− 4ν)β2

2
, (2.75)

b4 = −(1 + ν)(13− 28ν + 20ν2 − 8ν3)

8(1− ν)
− (1 + ν)(5− 10ν + 4ν2)β1

4(1− ν)

− (1 + 4ν)β2
2

, (2.76)

b5 = 1 +
ν

4
+ ν2 +

(︂
1 +

ν

2

)︂
β1, (2.77)

b6 = 1 +
ν

4
+
ν2

2
+

(3 + ν)β1
4

+
β2
4
. (2.78)

Здесь использованы вспомогательные коэффициенты β1 и β2:

β1 =
l(1− 2ν)3 + 2m(1 + ν)2(1− 2ν) + 3nν2

E
. (2.79)

β2 =
(l(1− 2ν)2 + 2mν(1 + ν)− nν)(1 + ν)(1− 2ν)

E
. (2.80)

Уравнения (2.63) и (2.40) идентичны с точностью до слагаемых O(ε2, εδ2, δ4).
Приведённые выше выражения весьма громоздки, однако можно отме-

тить их ключевые особенности. Коэффициенты при дисперсии следующего
порядка α4, . . . α7, как и дисперсионные коэффициенты α1, α2 и α3, опреде-
ляются исключительно коэффициентом Пуассона. Величина коэффициентов
при квадратичных слагаемых b1, . . . b6, как и β, в основном определяется от-
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ношениями модулей третьего порядка l,m, n и к модулю Юнга E, содер-
жащимися во вспомогательных коэффициентах β1 и β2. Коэффициент при
кубической нелинейности γ определяется как самими этими отношениями,
так и их квадратами, поэтому, если в материале достаточно велики модули
третьего порядка: |β| ∼ |β1| ∼ |β2| ≫ 1, то коэффициент при кубической
нелинейности может оказаться ещё больше: |γ| ∼ β2

2 ≫ |β|. Последнее может
привести к существенному влиянию кубической нелинейности на динамику
волн деформации, даже если модули упругости четвёртого порядка относи-
тельно малы. Величина кубического коэффициента γ также определяется
отношением модулей четвёртого порядка ν1, . . . , ν4 к модулю Юнга E.

Необходимо отметить, что в работе [93] рассматривалось похожее расши-
ренное уравнение Буссинеска вида (2.63), но без слагаемых, имеющих коэф-
фициент δ4 или εδ2. Как следствие, такая модель не является строго асимп-
тотической в ситуации баланса нелинейности и дисперсии ε ∼ δ2. Кроме
того, дисперсионные коэффициенты в этом уравнении такие же, как в урав-
нении (2.49), а, как обсуждалось в предыдущем разделе, уравнение типа Бус-
синеска с такими дисперсионными коэффициентами обладает коротковолно-
вой неустойчивостью — неограниченным ростом высоких гармоник. Полу-
ченное в данном разделе уравнение (2.63) выведено с помощью более строгой
асимптотической процедуры и указанными недостатками не обладает. Одна-
ко оно слишком сложно для точного анализа, поэтому в следующем подраз-
деле применяются другие асимптотические техники, позволяющие получить
более простую модель.

2.3.2 Сведение к расширенному уравнению Кортевега–де Фриза

Воспользуемся известной теорией по построению асимптотически коррект-
ной волновой модели на больших временах (порядка ε−1) из уравнения типа
Буссинеска с малым параметром ε [89, 94]. Для этого применим многомас-
штабный метод, в рамках которого функция Ũ0 предполагается зависящей
не только от x̃ и t̃, но и от медленного времени τ = εt̃. Уравнение (2.63) в
главном порядке является обычным волновым уравнением с характеристиче-
скими переменными ξ̃ = x̃− t̃ и η̃ = x̃+ t̃, общим решением которого является
сумма произвольных функций, зависящих лишь от одной такой переменной.
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Будем строить модель для волн, бегущих вправо вдоль оси x, поэтому поло-
жим

Ũ0(x̃, t̃) = Ũ0(ξ̃, τ). (2.81)

Подстановка выражения (2.81) в уравнение (2.63), предполагая баланс нели-
нейности и дисперсии (ε ∼ δ2), даёт

∂

∂ξ̃

(︃
∂Ũ0

∂τ
+
β

2

(︃
∂Ũ0

∂ξ̃

)︃2
− q1

2

∂3Ũ0

∂ξ̃3

)︃
+
ε

2

[︃
2q1

∂4Ũ0

∂ξ̃3 ∂τ
+ γ

∂

∂ξ̃

(︃
∂Ũ0

∂ξ̃

)︃3
− ∂2Ũ0

∂τ 2

− q2
∂2Ũ0

∂ξ̃2
∂3Ũ0

∂ξ̃3
− q3

∂Ũ0

∂ξ̃

∂4Ũ0

∂ξ̃4
− q4

∂6Ũ0

∂ξ̃6

]︃
+O(ε2) = 0, (2.82)

где q1 = α1 + α2 + α3, q2 = 2b1 + b2 + b3 + b5, q3 = b1 + b4 + b6 и q4 =

α4 + α5 + α6 + α7. От производных по τ среди слагаемых порядка ε в полу-
ченном уравнении (2.82) можно избавиться с помощью вытекающего из этого
же уравнения асимптотического соотношения при условии локализованности
или периодичности решения:

∂Ũ0

∂τ
= −β

2

(︃
∂Ũ0

∂ξ̃

)︃2

+
q1
2

∂3Ũ0

∂ξ̃3
+O(ε). (2.83)

Тогда, вводя функцию ũ = ∂Ũ0/∂ξ̃, имеющую смысл линейной компоненты
продольной деформации на оси стержня, получаем

∂ũ

∂τ
+
β

2

∂(ũ2)

∂ξ̃
− q1

2

∂3ũ

∂ξ̃3
+
ε

2

[︃(︃
γ − β2

3

)︃
∂(ũ3)

∂ξ̃
+

(6q3 − 2q2 − 3q1β)

4

∂

∂ξ̃

(︃
∂ũ

∂ξ̃

)︃2
+

(︁
q1 − 2(2α1 + α2)

)︁
β − q3

2

∂3(ũ2)

∂ξ̃3
+
(︂
q1(2α1 + α2)−

q21
4
− q4

)︂∂5ũ

∂ξ̃5

]︃
+O(ε2) = 0. (2.84)

Уравнение (2.84) в главном по ε порядке принимает вид уравнения
Кортевега–де Фриза:

∂ũ

∂τ
+
β

2

∂(ũ2)

∂ξ̃
− q1

2

∂3ũ

∂ξ̃3
+O(ε) = 0, (2.85)

которое можно получить многомасштабным методом из выведенного в преды-
дущем разделе уравнения типа Буссинеска (2.43). Такое же уравнение КдФ
можно вывести и из других уравнений типа Буссинеска (2.47)–(2.49), пе-
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реписав их в безразмерном виде и выделив малый параметр ε. Поскольку
q1 = α1+α2+α3 = −ν2/2, то все обсуждавшиеся в подразделе 2.2.4 уравнения
типа Буссинеска, кроме (2.48), имеют в качестве асимптотически корректной
модели одно и то же КдФ (2.85) с одинаковым дисперсионным коэффициен-
том q1.

Уравнение (2.84) известно в основном из литературы по волнам на воде
или в стратифицированных жидкостях и называется расширенным уравне-
нием Кортевега–де Фриза [95, 96, 97]. Напрямую найти решение этого урав-
нения затруднительно, однако для нахождения локализованного решения его
можно асимптотически преобразовать в интегрируемое уравнение КдФ с по-
мощью преобразования

w̃ = ũ+ ε

(︃
a1
∂2ũ

∂ξ̃2
+ a2ξ̃

∂ũ

∂τ
+ a3

∂ũ

∂ξ̃

∫︂
ũ dξ̃+a4ũ

2

)︃
. (2.86)

Иными словами, если ũ — решение КдФ (2.85), то функция w̃, определён-
ная в формуле (2.86), с точностью до O(ε2) удовлетворяет расширенному
КдФ (2.84) [98], при этом коэффициенты ai имеют вид

a1 = q1

(︃
9γ

4β2
− 1

2

)︃
− q4

2q1
− 2α1 − α2 −

q2
4β
, (2.87)

a2 =
2(2α1 + α2)

3q1
− 2q4

3q21
− 1

6
, (2.88)

a3 = β

(︃
2(2α1 + α2)

9q1
− 8q4

9q21
+

1

9

)︃
+

q3
3q1

, (2.89)

a4 = β

(︃
5(2α1 + α2)

9q1
− 2q4

9q21
+

5

18

)︃
+

q3
6q1

− 3γ

2β
. (2.90)

Преобразование (2.86) называют почти тождественным (near-identity), по-
скольку в главном порядке по малой величине ε функции ũ и w̃ совпада-
ют [99].

2.3.3 Модель на основе уравнения Гарднера

Описанный в предыдущем подразделе подход строго асимптотический и дол-
жен адекватно описывать нелинейные волны при достаточно малой ампли-
туде деформации, характеризуемой величиной ε. Однако в этом случае все
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основные эффекты можно описать в рамках моделей, обсуждавшихся в раз-
деле 2.2, а описанная выше теория вносит лишь малозначимые поправки.
Интересным же является пограничный случай, когда амплитуда деформа-
ции, с одной стороны, всё ещё малая величина, а, с другой — достигает таких
значений, при которых предположение о малости слагаемых порядка ε пере-
стаёт быть вполне справедливым (средняя амплитуда деформации). Это мо-
жет произойти, если коэффициенты в поправочной (порядка ε) части уравне-
ния (2.84), существенно больше коэффициентов в его главной части. Однако,
как следует из формул (2.64) – (2.78), коэффициенты при линейных (диспер-
сионных) слагаемых определяются исключительно коэффициентом Пуассона
и не могут существенно различаться: q1 ∼ q4; коэффициенты при квадратич-
ных слагаемых тоже должны быть одного порядка: β ∼ q2 ∼ q3, посколь-
ку они определяются похожими комбинациями модулей упругости второго и
третьего порядков. Кубический же коэффициент γ, как обсуждалось ранее,
может оказаться по абсолютному значению существенно больше квадратич-
ного коэффициента β, если модули третьего или четвёртого порядка суще-
ственно больше по абсолютному значению модуля Юнга. Известно, что во
многих материалах модули третьего порядка в 5–10 раз превышают модули
второго порядка [92, 100, 101], а в важных для инженерных приложений на-
ноструктурированных материалах (нанокомпозитах) их отношение может до-
стигать величин порядка 102 и даже более [102, 58, 103]. Аналогично, модули
четвёртого порядка часто существенно превосходят модули третьего поряд-
ка [104, 105]. Тогда при деформациях порядка |β/γ|, которые в этом случае
могут иметь величину 10−2 и меньше, кубический член в уравнении (2.84)
больше не является малой поправкой (ε|γ| ∼ |β|), а преобразование (2.86),
коэффициенты когорого содержат величину γ/β, по сути перестаёт быть по-
чти тождественным.

Для того, чтобы преодолеть сложности, возникающие из-за нарушения
асимптотических предположений в режиме средних деформаций, в данной
работе почти тождественное преобразование было модифицировано так, что-
бы оно сохраняло кубическое слагаемое в расширенном КдФ (2.84). В таком
случае это преобразование не зависит от большой величины γ/β, при этом
коэффициенты a2 и a3 задаются ранее приведёнными выражениями (2.88)
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и (2.89), а коэффициенты a1 и a4 имеют следующий вид:

a1 =
1

6

(︃
3(q3 − q2)

2β1
− 5q4

q1
− 2α1 − α2 −

q1
2

)︃
, a4 = 0. (2.91)

Применение этого преобразования приводит к уравнению КдФ с добавлением
кубического члена:

∂ũ

∂τ
+
β

2

∂(ũ2)

∂ξ̃
+
εγni

2

∂(ũ3)

∂ξ̃
− q1

2

∂3ũ

∂ξ̃3
+O(ε2) = 0, (2.92)

γni = γ − βq3
9q1

+
β2

27q1

(︂4q4
q1

− 5(4α1 + 2α2 + q1)
)︂
. (2.93)

Уравнения такого вида называют уравнениями Гарднера, и они обладают бо-
гатым семейством солитонных решений [106]. Перед тем, как перейти к ана-
лизу этих решений, выпишем размерный вид уравнения Гарднера (масштабы
переменных были введены в разделе 2.2.2 в уравнении (2.24)):

1

c

∂u

∂t
+

(︃
1 + βu+

3

2
γniu

2

)︃
∂u

∂x
+
ν2R2

4

∂3u

∂x3
= 0, (2.94)

где сделан переход от бегущей координаты ξ = x−ct к статической x и учтено,
что q1 = −ν2/2. Солитонное решение этого уравнения, параметризованное
через амплитудный параметр A, принимает вид:

u(x, t) =
A

B + (1−B) cosh
(︁
x−vGt
ΛG/2

)︁ , (2.95)

vG = c

(︃
1 +

Aβ

3
+
A2γni

4

)︃
= vKdV +

cA2γni

4
, (2.96)

B =
1

2

vKdV − c

vG − c
, ΛG =

R|ν|√︁
vG/c− 1

. (2.97)

При достаточно малых амплитудах деформации кубический член в уравне-
нии Гарднера практически не играет роли и это уравнение становится слабо
отличимым от КдФ. Как следствие, нетрудно показать эквивалентность со-
литонных решений (2.58) и (2.95) при |A| ≪ |β/γni|. Однако с увеличением
амплитуды кубический член начинает играть всё большую роль, при этом
уравнение Гарднера предусматривает два возможных сценария в зависимо-
сти от знаков Aβ и γni. Если эти величины имеют противоположный знак
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(Aβγni < 0), то нелинейные члены в уравнении Гарднера стремятся компен-
сировать друг друга, что приводит к образованию широкого солитона, из-
вестного также как солитон с плоским верхом (table-top soliton) или флатон
(flaton) [107]. При этом его амплитуда ограничена критическим значением
|A| < |2β/3γni|, при котором слагаемые βu и 3γniu

2/2 в уравнении (2.94)
компенсируют друг друга. Если же эти величины имеют одинаковый знак
(Aβγni > 0), то возникает узкий солитон, амплитуда которого в рамках дан-
ной модели не ограничена.

Необходимо отметить, что, как обсуждалось в разделе 2.2.5, полярность
(знак) солитона в режиме малых деформаций определяется знаком квадра-
тичного коэффициента: β > 0 определяет солитон растяжения (A > 0), а
β < 0 соответствует солитону сжатия (A < 0). Таким образом, Aβ оказыва-
ется всегда положительной величиной, а значит, широкий солитон соответ-
ствует случаю γni < 0, а узкий — случаю γni > 0. Вообще говоря, уравне-
ние Гарднера при γni > 0 имеет ещё одно солитонное решение, при котором
Aβ < 0, однако амплитуда |A| такого решения ограничена снизу, т.е. не может
принимать сколь угодно малые значения, поэтому это решение не является
асимптотическим и не рассматривается в дальнейшем.

Для получения наиболее точного асимптотического решения расширен-
ного КдФ (с точностью O(ε2)) и, как следствие, полной системы уравнений
к решению уравнения Гарднера необходимо применить почти тождественное
преобразование (2.86). В размерной форме это преобразование принимает вид

w(x, t) = u+ a1R
2∂

2u

∂x2
+ a2(x− ct)

(︃
1

c

∂u

∂t
+
∂u

∂x

)︃
+ a3

∂u

∂x

∫︂
u dx, (2.98)

где u(x, t) задаётся формулой (2.95), а коэффициенты ai приведены в фор-
мулах (2.91), (2.88) и (2.89).

На рисунках 2.6 и 2.7 показаны солитоны Гарднера (2.95) и решения (2.98)
на примере двух модельных материалов, параметры которых приведены в
таблице 2.2. Модули упругости второго и третьего порядков этих материалов
равны соответствующим модулям полистирола (табл. 2.1), а модули четвёрто-
го порядка подобраны так, чтобы при амплитуде деформации 2% отчётливо
выделялись случаи широкого и узкого солитонов Гарднера.
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Рис. 2.6: Солитоны Гарднера (2.95). Панель (a) — случай широкого солитона
(γni < 0, материал 1 в табл. 2.2) при различных амплитудных параметрах A.
Панель (b) — то же, что и (а) в случае узкого солитона (γni > 0, материал 2
в табл. 2.2). Пунктир на панели (а) — предельная амплитуда широкого соли-
тона.

Рис. 2.7: То же, что и на рис. 2.6, в случае применения преобразования (2.98)
к солитону Гарднера (2.95).

2.3.4 Сравнение одномерных моделей с трёхмерным расчётом

Для проверки применимости асимптотической модели на основе уравнения
Гарднера в данном подразделе представлено сравнение её солитонного реше-
ния с солитоном, возникающем при численном моделировании полных урав-
нений, приведённых в подразделе 2.2.1. Подробному описанию применяемого
в данной работе численного метода посвящена глава 4.

Для генерации солитонов в численном расчёте необходимо задать началь-
ное условие. Любое начальное условие в процессе эволюции разделяется на
две принципиально разные части: солитон, распространяющийся со скоро-
стью v > c, и осцилляции, бегущие со скоростью менее c. Проведение рас-
чётов показало, что начальное условие в виде солитона Гарднера (2.95) без
использования преобразования (2.98) приводит к меньшему количеству ос-
цилляций. Кроме того, у солитонов в трёхмерном расчёте не наблюдалось
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Материал 1 Материал 2
плотность, г/м3 ρ 1.06

модуль Юнга, ГПа E 3.7

коэффициент Пуассона ν 0.34

модули Мурнагана 3-го порядка, ГПа
l −18.9

m −13.3

n −10.0

модули Мурнагана 4-го порядка, ГПа

ν1

−279 800ν2

ν3

ν4

нелинейные коэффициенты
β −3.7

γ −117 242
γni −124 235

Таблица 2.2: Упругие модули двух модельных материалов и значения коэф-
фициентов при нелинейных слагаемых в уравнении Гарднера (2.94).

“рогов”, видимых на рис. 2.7 при достаточно больших амплитудах. Поэтому
именно солитон Гарднера (2.95) использовался в качестве начального усло-
вия. Построение пространственно трёхмерного начального условия из одно-
мерного (2.95) проводилось аналогично тому, как это описано в разделе 2.2.6.

Результаты трёхмерного численного моделирования в случае широкого
солитона (материал 1 в табл. 2.2) показаны на рис. 2.8a. Для сравнения пунк-
тиром на этом рисунке показан солитон Гарднера, заданный начальным усло-
вием и распространяющийся без изменения формы согласно формуле (2.95).
Видно, что начальный солитон Гарднера преобразуется в несколько отлич-
ный, но близкий к исходному, как по форме, так и по скорости, солитон.

Случай узкого солитона Гарднера (материал 2 в табл. 2.2) изображён на
рисунке 2.8b. Начальное условие в виде солитона Гарднера преобразуется в
заметно отличный по амплитуде и скорости солитон, однако параметры этого
солитона хорошо описываются формулами (2.98) и (2.95), но с меньшей ам-
плитудой, чем у начального солитона. Кроме того, на рисунке видна слабая
рябь позади солитона. Расчёты на сетках разной плотности показали, что
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Рис. 2.8: Сравнение результатов трёхмерных расчётов с асимптотической мо-
делью Гарднера. Сплошная линия — линейная продольная деформация на
оси стержня ∂

∂xU(x, r, t)
⃓⃓
r=0

в разные моменты времени. Координата и вре-
мя приведены в единицах R и R/c соответственно. Применён вертикальный
сдвиг на 2.5 для разделения профилей в разные моменты времени. Панель
(а) — случай широкого солитона (материал 1), пунктиром показан началь-
ный солитон Гарднера (2.95), распространяющийся без изменения формы и
скорости. Панель (b) — то же, что и на панели (а) в случае узкого солитона
(материал 2).

она не является погрешностью численного метода, а значит, солитон в этом
случае является излучающим (radiating soliton). Известно, что излучающий
солитон возникает в расширенном уравнении КдФ с пятой производной [108],
от которой удалось избавиться в уравнении (2.84) при помощи почти тож-
дественных преобразований, применённых в предположении длинных волн.
Стоит отметить, что узкий солитон, заданный в качестве начального усло-
вия, находится на грани длинноволнового приближения: его ширина на поло-
вине высоты лишь в два раза превышает радиус стержня. Вероятно поэтому
пятая производная в уравнении (2.84) оказывается не пренебрежимо малой
поправкой, что и приводит к возникновению слабого, но всё же заметного
излучения. Более детальное исследование этого эффекта выходит за рамки
данной работы.
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Для проверки применимости модели Гарднера к описанию солитонов де-
формации построены зависимости скорости и полуширины солитонов от их
амплитуды (рис. 2.9). На графиках оранжевой линией показаны зависимо-
сти, соответствующие солитону Гарднера (2.95). Для сравнения изображена
кривая, соответствующая модели, предложенной в [93] — солитон Гарднера
с кубическим коэффициентом γ вместо γni, однако такая модель не является
строго асимптотической. На рисунках видно, что модель с коэффициентом γni

лучше всего количественно описывает значения, полученные при численном
моделировании полных трёхмерных уравнений, причём как по скорости, так
и по ширине солитона.

В завершение вернёмся к зависимостям скорости и полуширины от ампли-
туды солитона, показанным в предыдущем разделе на рис. 2.5. Результаты
трёхмерного расчёта на этом рисунке получены для полистирола, у кото-
рого модули упругости второго и третьего порядка приведены в табл. 2.1,
а модули четвёртого порядка равны нулю. С учётом развитой в этом раз-
деле теории очевидно, что зависимость, полученная в трёхмерном расчёте,
соответствует случаю широкого солитона в уравнении Гарднера. Несмотря
на равенство нулю модулей четвёртого порядка, кубический коэффициент в
уравнении Гарднера γni = −31 оказался достаточно большим по сравнению
с β = −3.7. Зависимости скорости и полуширины от амплитуды солитона
для полистирола с малыми (равными нулю) модулями четвёртого порядка
показаны на рис. 2.10.

Представленные в данном разделе результаты показывают, что уравнение
Гарднера (2.94) с кубическим коэффициентом γni позволяет описать ключе-
вые свойства продольных солитонов деформации в режиме средних амплитуд
в случае |γni| ≫ |β|. Как следует из процитированной в тексте литературы,
такая ситуация не является экзотической, поэтому описанные результаты ре-
левантны для упругих волноводов из множества материалов, в особенности
из востребованных современной индустрией нанокомпозитов.
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Рис. 2.9: Зависимости скорости солитонов и ширины на половине высоты от
их амплитуды. Панели (a) и (c) — случай широкого солитона (материал 1).
Панели (b) и (d) — случай узкого солитона (материал 2 в табл. 2.2). Легенда:
оранжевая линия — солитон Гарднера (2.95), штрихованная линия — соли-
тон Гардрена с кубическим коэффициентом γ вместо γni, штрих-пунктир —
солитон КдФ (2.58).

Рис. 2.10: То же, что и на рис. 2.9 в случае полистирола (табл. 2.1).
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2.4 Одновременное распространение длинных и корот-

ких волн

В предыдущих разделах рассмотрены длинные продольные волны дефор-
мации в упругом волноводе-стержне. Однако короткие волны, возникнув в
стержне, в силу нелинейности могут взаимодействовать с длинными, поэтому
имеет смысл построить упрощённую (пространственно одномерную) модель,
применимую как для длинных, так и для коротких волн. Упрощённая модель
очевидно не сможет описать всё многообразие волн, ведь короткие волны рас-
пространяются в произвольном направлении, однако учёт продольных волн,
распространяющихся вдоль оси стержня, возможен в рамках одномерной мо-
дели. Решение этой задачи важно для моделирования зарождения солитонов
деформации, поскольку в экспериментальных исследованиях именно из ко-
роткой плоской волны возникает длинный солитон деформации [40]. Мате-
риал данного раздела основан на публикациях [A5, A6].

Рассмотрим задачу о деформации цилиндрического стержня, в предпо-
ложении полной осевой симметрии, т. е. вектор перемещений не содержит
вращательной компоненты, а радиальное и осевое перемещение не зависят от
угловой координаты (см. раздел 2.2.1). Для выделения класса продольных
волн можно воспользоваться простыми упрощающими предположениями, а
именно: поперечные сечения волновода остаются плоскими и деформируются
равномерно:

U(x, r, t) = U(x, t), V (x, r, t) = rw(x, t). (2.99)

Функция U в данном случае имеет смысл перемещения поперечного сечения
вдоль оси стержня, а w — смысл равномерной деформации сечения. Приме-
нение этих выражений эквивалентно использованию только первых членов в
разложениях (2.25) и (2.26).

В предыдущих разделах строилась модель, асимптотически удовлетво-
ряющая уравнениям движения и граничным условиям, однако для постав-
ленной здесь задачи получить асимптотическую модель не представляется
возможным. Вместо этого обратимся к вариационной постановке (2.18) и
найдём стационарную точку функционала действия на множестве перемеще-
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ний, ограниченных соотношением (2.99), предполагая стержень свободным от
внешнего воздействия на границу: F⃗ = 0 в уравнении (2.18). Отметим, что
соотношения (2.99) делают явной зависимость перемещений от радиальной
координаты, что позволяет проинтегрировать плотность Лагранжиана по по-
перечному сечению и получить уравнения Эйлера – Лагранжа следующего
вида:

ρ
∂2U

∂t2
= (λ+ 2µ)

∂2U

∂x2
+ 2λ

∂w

∂x
+
∂fnl
∂x

, (2.100)

ρ
∂2w

∂t2
= µ

∂2w

∂x2
− 2

R2∗

(︂
λ
∂U

∂x
+ 2(λ+ µ)w + gnl

)︂
, (2.101)

где R∗ — радиус инерции поперечного сечения стержня, равный R/
√
2 в слу-

чае круглого сечения, квадратично-нелинейные члены fnl и gnl определены
следующим образом:

fnl = Ψ2

(︃
∂U

∂x
,w

)︃
+
R2

∗
2
(λ+ 2µ+m)

(︃
∂w

∂x

)︃2
, (2.102)
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∗
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4

)︂[︃
2w

∂2w

∂x2
+

(︃
∂w

∂x

)︃2]︃
, (2.103)

а нелинейными членами степени выше второй пренебрегли. Нелинейные
функции Ψ1 и Ψ2 были введены ранее в формулах (2.31) и (2.32), когда
строилась асимптотическая одномерная система уравнений движения для
длинных волн в стержне круглого сечения. Отметим, что система (2.100)–
(2.103) справедлива не только для круглого, но для произвольного сечения
стержня: форма сечения учитывается исключительно радиусом инерции.
Эта система уже возникала в литературе [22], но, на взгляд автора данной
диссертации, была недостаточно проанализирована.

Начнём анализ модели с линейного режима, отбросив слагаемые fnl и gnl
в уравнениях (2.100) и (2.101). В таком случае функцию w можно исключить
и получить следующее волновое уравнение с дисперсией:

∂2U

∂t2
− c2

∂2U

∂x2
+

R2
∗

4
(︁
c2p − c2s

)︁(︃∂4U

∂t4
−
(︁
c2p + c2s

)︁ ∂4U

∂x2 ∂t2
+ c2pc

2
s

∂4U

∂x4

)︃
= 0. (2.104)
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В коротковолновом пределе, когда длина волны много меньше радиуса инер-
ции R∗, это уравнение имеет два решения: продольные (P) волны, бегущие
со скоростью cp =

√︁
(λ+ 2µ)/ρ, и поперечные (S) волны, имеющие скорость

cs =
√︁
µ/ρ. В противоположном пределе длинных волн получаются два дру-

гих решения: длинные продольные волны со скоростью c =
√︁
E/ρ, опреде-

ляемой модулем Юнга E = µ(3λ+2µ)/(λ+µ), и дышащая мода с квадратом
частоты колебаний ω2 = 4(c2p − c2s)/R

2
∗, обладающая нулевой групповой ско-

ростью.
Продолжим анализ сравнением дисперсионных характеристик получен-

ной модели с точными. Точное дисперсионное соотношение для продольных
осесимметричных волн в стержне круглого сечения радиуса R уже приво-
дилось ранее в формуле (2.51), однако в этом разделе удобно выписать его
вновь [87]:[︁

(k2s − 2k2p)J0(qpR) + 2q2pJ
′
1(qpR)

]︁
(k2s − 2k2)J1(qsR)

+ 4k2qpqsJ1(qpR)J
′
1(qsR) = 0, (2.105)

где J0 и J1 — функции Бесселя 1-го рода, q2p = k2p−k2, q2s = k2s−k2, k2p = ω2/c2p,
k2s = ω2/c2s, а k и ω — волновое число и круговая частота соответственно.
Осевая и радиальная компонента вектора перемещений имеют вид

U = (AkJ0(qpr) +BqsJ0(qsr))e
ikx−iωt, (2.106)

V = i(AqpJ1(qpr)−BkJ1(qsr))e
ikx−iωt, (2.107)

где i — мнимая единица, а константы A и B связаны соотношением

2kqpJ1(qpR)A+ (k2 − 2k2)J1(qsR)B = 0. (2.108)

Система уравнений (2.100) и (2.101) выводилась для плоских продольных
волн. Выделить такие волны среди всевозможных колебаний стержня позво-
ляет коэффициент

Q =

⃓⃓ ∫︁
S U dS

⃓⃓2∫︁
S(|U |2 + |V |2) dS , (2.109)

где интегрирование ведётся по поперечному сечению стержня S. Для плоских
продольных волн этот коэффициент должен быть равен 1, а для остальных
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волн близок к 0.
Сравнение дисперсионных характеристик полученной модели и точной

дисперсии представлено на рис. 2.11, причём толщина линий точной диспер-
сии сделана пропорциональной значению Q. На рисунке видно, что нижняя
дисперсионная ветвь в области длинных волн совпадает с точной кривой, а в
коротковолновой области предсказывает волны, бегущие со скоростью сдви-
говых волн cs. Последнее отличает эту модель от точной, поскольку в корот-
коволновой области нижней ветки скорость волн равна скорости поверхност-
ных волн Рэлея [109]. Для того, чтобы перевести асимптотику нижней ветки
со скорости сдвиговых волн на скорость волн Рэлея, иногда предлагается
ввести поправочные коэффициенты в уравнение (2.104) (модель Миндлина –
Германа [22, 86]). Однако введение таких коэффициентов не обосновано фи-
зически и обусловлено лишь желанием подогнать дисперсионную характери-
стику под точную. Вторая дисперсионная ветвь в полученной модели опи-
сывает части точной дисперсионной кривой, соответствующие продольным
волнам, бегущим со скоростью близкой к скорости волн сжатия cp. Извест-
но, что различные моды колебаний в структурах, ограниченных вдоль одной
или нескольких осей (стержни, пластины, оболочки), образованы комбина-
цией плоских продольных (P) и сдвиговых (S) волн, распространяющихся
под разными углами друг к другу и отражающихся от границ этой структу-
ры [110]. По всей видимости, верхняя ветвь полученной модели в коротковол-
новой области соответствует тем модам, у которых P-волна направлена вдоль
оси стержня. Как видно на рисунке 2.11, полученная в этом разделе модель
в отличие от длинноволновых моделей, обсуждавшихся ранее в разделе 2.2.4,
применима для описания плоских продольных волн как в длинноволновой,
так и в коротковолновой области.

Нелинейный режим требует более сложного анализа, однако одним из
наиболее важных является длинноволновой режим, в котором стабильность
уединенных волн обеспечивается балансом между дисперсией и нелинейно-
стью. В длинноволновом пределе применима асимптотическая процедура,
описанная в разделе 2.2. Не вдаваясь в детали, приведём здесь получаемое в
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exact

Рис. 2.11: Нормированная дисперсия приближённой модели (уравне-
ние (2.104)) в стержне с коэффициентом Пуассона ν = 0.34 в сравнении с
точной дисперсией Похгаммера–Кри (2.105), где толщина линий пропорцио-
нальна значению коэффициента Q (формула (2.109)).

результате этой процедуры уравнение типа Буссинеска:

∂2U

∂t2
− c2

(︃
1 + 2β

∂U

∂x

)︃
∂2U

∂x2

+
R2

∗
4
(︁
c2p − c2s

)︁(︃∂4U

∂t4
−

(︁
c2p + c2s

)︁ ∂4U

∂x2 ∂t2
+ c2pc

2
s

∂4U

∂x4

)︃
= 0, (2.110)

где нелинейный коэффициент β такой же, как и в ранее обсуждавшихся мо-
делях в разделе 2.2 (формула (2.42)). Это уравнение имеет однопараметри-
ческое семейство солитонных решений

∂U

∂x
=

3

2β

(︃
v2

c2
− 1

)︃
cosh−2

(︃
x± vt

Λ

)︃
, (2.111)

Λ = R∗

√︄(︁
c2p − v2

)︁(︁
v2 − c2s

)︁(︁
c2p − c2s

)︁(︁
v2 − c2

)︁ , (2.112)

аналогичных по виду (2.54), но с отличным параметром длины Λ.
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Полученная в этом разделе система уравнений (2.100) и (2.101) учитывает
основные свойства как длинных, так и коротких продольных волн деформа-
ции, бегущих вдоль оси нелинейно-упругих стержней, и, как следствие, может
использоваться для их быстрого (по сравнению с трёхмерным расчётом) мо-
делирования. Этот подход, в частности, позволяет моделировать зарождение
солитона деформации, которое до этого было зафиксировано лишь экспери-
ментально. Однако, поскольку для этого требуется дополнительно учесть вяз-
коупругие свойства материала, то рассмотрению этой задачи уделено место
в следующей главе, посвящённой нелинейным волнам в вязкоупругих телах.

2.5 Заключение к главе 2

В данной главе уточнена и расширена теория распространения продольных
волн деформации в нелинейно-упругих стержнях.

Систематический асимптотический анализ, проведённый в разделе 2.2,
позволил получить скорректированное уравнение типа Буссинеска (2.46),
описывающее длинные продольные волны в стержне круглого сечения. Эта
модель, в отличие от полученных ранее, не опирается на дополнительные
гипотезы о движении точек стержня, не обладает нежелательными математи-
ческими свойствами (коротковолновой неустойчивостью) и имеет наилучшие
дисперсионные характеристики среди уравнений типа Буссинеска.

Известно, что волновые решения уравнений типа Буссинеска асимптоти-
чески описываются уравнением КдФ. В данной работе впервые сопоставле-
ны солитонные решения асимптотических моделей типа Буссинеска и КдФ с
результатами расчёта полных трёхмерных уравнений движения нелинейно-
упругого стержня. Сравнение показало, с одной стороны, одинаковую при-
менимость моделей Буссинеска и КдФ для описания солитонов достаточно
малой амплитуды, а с другой — появление существенной ошибки в обеих мо-
делях с ростом амплитуды. Возникновение этой ошибки объясняется в раз-
деле 2.3 влиянием эффектов более высокого порядка, учитываемых в расши-
ренном уравнении КдФ (2.84). Однако во многих материалах модули упру-
гости третьего и четвёртого порядков существенно превышают модуль Юнга
второго порядка, и по этой причине наиболее существенным среди эффектов
следующего порядка оказывается кубически-нелинейный эффект. В таком
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случае ключевые свойства солитонов деформации могут быть описаны урав-
нением Гарднера (2.94) с модифицированным (относительно расширенного
КдФ) кубическим коэффициентом γni (2.93), вид которого получен в данной
работе впервые.

Проделанная теоретическая работа позволяет систематизировать различ-
ные типы длинных продольных солитонов деформации в стержнях. В режиме
малых амплитуд по сравнению с величиной |β/γni|, являющейся отношением
квадратичного и кубического коэффициентов в уравнении Гарднера, солито-
ны описываются стандартной теорией на основе уравнения КдФ и являются
волной сжатия при β < 0 и растяжения при β > 0. В режиме средних ам-
плитуд, сопоставимых с величиной |β/γni|, солитоны принимают вид узких
солитонов в случае γni > 0 и широких солитонов в случае γni < 0. Последние
известны ещё как солитоны с плоским верхом (table-top solitons) или флато-
ны (flatons), а их отличительной особенностью является наличие критической
амплитуды |2β/3γni|, превышать которую широкие солитоны не могут. Это
в свою очередь влечёт за собой невозможность устойчивого распростране-
ния любых волн с амплитудой выше критической, а появление такой волны
приводит к её быстрому преобразованию в широкий солитон с критической
амплитудой и осциллирующий хвост позади него.

В заключительном разделе 2.4 данной главы показано, что с помощью
простых предположений — плоских и равномерно деформируемых сечений
— можно получить одномерную модель, не являющуюся строго асимптоти-
ческой, но применимую для качественного моделирования одновременного
распространения как длинных, так и коротких продольных волн в стержнях
с произвольной формой поперечного сечения.
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Глава 3

Волны деформации в нелинейных вязкоупругих
телах

Многие нелинейно-упругие материалы, например полимеры, демонстрируют
вязкоупругие свойства. Вязкоупругость предполагает запаздывающую связь
напряжения с деформацией материала, что приводит к диссипации механиче-
ской энергии волн, а также к частотной зависимости упругих характеристик
материалов. Линейные подходы к моделированию вязкоупругости, например
стандартное линейное тело, находят широкое практическое применение, то-
гда как теория нелинейной вязкоупругости по-прежнему находится в стадии
развития. Данная глава посвящена обобщению теории волн деформации в
нелинейно-упругих телах на вязкоупругий случай.

Глава начинается с изложения основных положений теории деформации
вязкоупругих материалов в разделе 3.1. Следующий раздел 3.2 посвящён при-
менению этой теории в комбинации с результатами предыдущей главы для
моделирования зарождения солитона деформации, наблюдавшегося до этого
в экспериментальных работах. В разделе 3.3 описывается модель, естествен-
ным образом обобщающая нелинейно-упругое и линейно-вязкоупругое тело
на случай нелинейной вязкоупругости. Разделы 3.4 и 3.5 посвящены при-
менению этой модели для описания частотной зависимости акустоупругого
эффекта и генерации высшей гармоники соответственно. Результаты главы
подытожены в разделе 3.6.

3.1 Теория вязкоупругих материалов

Различным аспектам теории вязкоупругих материалов посвящено множество
публикаций, например [72, 111, 112, 113]. В данном разделе собраны основные
положения, необходимые для дальнейшего изложения.

Начнём с простейших подходов к моделированию вязкоупругости. При од-
номерных деформациях абсолютно упругое тело обычно представляют пру-
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жиной, а вязкоупругие тела изображают в виде системы пружин и демпфе-
ров, которые моделируют протекание в материале некоторых запаздываю-
щих релаксационных процессов. Для моделирования твёрдых тел одной из
самых распространённых является модель стандартного линейного тела, схе-
матично изображённая на рис. 3.1а. Она представляет собой параллельное
соединение пружины и элемента Максвелла, состоящего из последовательно
соединённой пружины и демпфера. Однако одной из наиболее общих линей-
ных моделей в теории вязкоупругости является обобщённое стандартное ли-
нейное тело, называемое также обобщённой моделью Максвелла и показанное
на рис. 3.1б. Соответствующая ей система пружин и демпферов представля-
ет собой параллельное соединение множества элементов Максвелла. Каждый
элемент Максвелла с номером s можно охарактеризовать модулем упруго-
сти ks и временем релаксации τs = ηs/ks, являющимся отношением вязкости
демпфера к модулю упругости пружины. Верхний элемент на рис. 3.1б, не
имеющий демпфера, можно рассматривать как элемент Максвелла с беско-
нечным временем релаксации τ0 = ∞, характеризующий квазистатические
упругие свойства тела. Соотношение между напряжением и деформацией в
этой системе представляется в виде

σ(t) =
n∑︂

s=0

ksεs(t), (3.1)

ε̇s +
εs
τs

= ε̇, s ⩾ 1 (3.2)

где σ — общее напряжение, ε — общая деформация, а εs — деформация каж-
дой пружины, причём ε0 = ε. В обобщённую модель Максвелла включают
столько элементов Максвелла, сколько нужно для того, чтобы покрыть все
характерные частоты (времена) деформации в моделируемом процессе.

Определяющие уравнения (3.1) и (3.2) легко обобщаются на случай трёх-
мерных деформаций:

S(lin)(t) =
∑︂
s

Cs : Es(t), (3.3)

Ės +
Es

τs
= Ė, (3.4)

где Cs обозначает тензор четвёртого порядка, характеризующий вязкоупру-
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Рис. 3.1: Линейные модели вязкоупругости: а) стандартное линейное тело,
б) обобщённое стандартное линейное тело (обобщённая модель Максвелла).

гие свойства материала для соответствующего времени релаксации τs, Es на-
зываются внутренними деформациями, а E — полный тензор деформации,
введённый ранее в разделе 2.1 (формула (2.3)). Уравнения (3.3) и (3.4) пред-
ставляют дифференциальную форму обобщенной модели Максвелла, а её ин-
тегральная форма получается путём интегрирования ОДУ (3.4):

Es(t) =

t∫︂
−∞

e−
t−t1
τs Ė(t1) dt1 . (3.5)

Таким образом, внутренние деформации учитывают влияние истории дефор-
маций на напряжение в текущий момент, и подставновка (3.5) в (3.3) приво-
дит к явному выражению запаздывающей связи напряжения с деформацией
в виде свёртки деформации с набором экспоненциально убывающих ядер.

В общем случае напряжение в вязкоупругом материале в момент време-
ни t является функционалом всей истории деформаций E(t1)

⃓⃓t
t1=−∞ вплоть

до этого момента времени:

S(t) = S
[︂
E(t1)

⃓⃓t
t1=−∞

]︂
. (3.6)

Если напряжение линейно связано с деформацией и материал обладает свой-
ством затухающей памяти (более далёкие по времени состояния оказывают
меньшее влияние на текущее состояние, чем более близкие), то такая связь
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должна представляться в виде [113]:

S(lin)(t) =

∫︂ t

−∞
C(t− t1) : Ė(t1) dt1 . (3.7)

Здесь тензорная функция C(t) описывает все линейные вязкоупругие свой-
ства материала, поэтому будем называть её тензором вязкоупругости по ана-
логии с тензором упругости C абсолютно упругого материала. В случае изо-
тропного материала тензор вязкоупругости должен иметь всего две незави-
симые компоненты и может быть представлен в виде

Cijkl(t) = λ(t)δijδkl + 2µ(t)Iijkl, (3.8)

где Iijkl = 1
2(δikδjl+δilδjk), а λ(t) и µ(t) — зависящие от времени динамические

модули Ламе. В рамках обобщённой модели Максвелла тензор вязкоупруго-
сти и динамические модули Ламе представляются как

C(t) =
∑︂
s

Cse
− t

τs , (3.9)

λ(t) = λse
− t

τs , µ(t) = µse
− t

τs , (3.10)

где λs и µs константы вязкоупругости. В итоге, в рамках обобщённой модели
Максвелла в изотропном материале тензор напряжений может быть пред-
ставлен в одном из двух эквивалентных видов:

S(lin)(t) =
∑︂
s

(λsI trEs(t) + 2µsEs(t)), (3.11)

S(lin)(t) =

∫︂ t

−∞
(λ(t− t1)I tr Ė(t1) + 2µ(t− t1)Ė(t1)) dt1, (3.12)

где λ(t) и µ(t) задаются формулой (3.10). Отметим, что представление напря-
жения через внутренние деформации Es предпочтительнее при численном
моделировании, чем интегральное представление, поскольку система (3.11)
и (3.4) локальна по времени [114].

При описании волн удобно пользоваться определяющим соотношением не
во временной, а в частотной области, поскольку свёртка истории деформа-
ции с некоторым ядром во временной области преобразуется в умножение в
частотной области. Для этого определяют частотно-зависимые динамические
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модули следующим образом [115]:

λ(ω) = −iω

∫︂ +∞

0

λ(t)eiωt dt, µ(ω) = −iω

∫︂ +∞

0

µ(t)eiωt dt . (3.13)

Действительная и мнимая части этих модулей определяют соответственно
упругие и вязкие (диссипационные) свойства материала. Чтобы не услож-
нять обозначения, здесь используется одна и та же буква для динамических
модулей, зависящих и от времени и от частоты, а какой из этих модулей ис-
пользуется в конкретной формуле определяется аргументом: времем t или
частотой ω.

В рамках обобщённой модели Максвелла определение (3.13) приводит к
следующим выражениям для частотно-зависимых динамических модулей Ла-
ме:

λ(ω) = −
∑︂
s

iωτsλs
1− iωτs

, µ(ω) = −
∑︂
s

iωτsµs
1− iωτs

. (3.14)

Если частота вещественна (ω ∈ R), то модули разлагаются на вещественную
и мнимую части следующим образом:

λ(ω) = λ′(ω) + iλ′′(ω), (3.15)

λ′(ω) =
∑︂
s

λsω
2τ 2s

1 + ω2τ 2s
, λ′′(ω) =

∑︂
s

λsωτs
1 + ω2τ 2s

, (3.16)

и аналогичные выражения справедливы для µ(ω).
В завершение отметим, что в термодинамике влияние предыстории про-

цесса на текущее состояние часто выражают с помощью набора внутренних
переменных состояния, каждая из которых подчиняется некоторому эволю-
ционному уравнению. В термомеханике непрерывных сред этот подход при-
водит к следующему общему виду определяющих соотношений [116, 117]:

S = S(E,E1,E2, . . . ), (3.17)

Ės = fs(E,E1,E2, . . . ), s = 1, 2, . . . , (3.18)

где Es — внутренние переменные состояния, а функция S вместе с функциями
fs определяют механические свойства материала. Таким образом, обобщён-
ная модель Максвелла (уравнения (3.11) и (3.4)) реализует этот формализм,
предполагая линейную зависимость напряжения от внутренних переменных
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состояния (внутренних деформаций), каждая из которых является простым
релаксационным процессом, описываемым уравнением (3.4).

3.2 Зарождение солитоноподобной волны в вязкоупру-

гом стержне

Важность учёта вязкоупругих эффектов в нелинейно-упругих материалах,
таких как полимеры, неоднократно подчёркивалась в данной работе, а одной
из важных с инженерной и научной точек зрения задачей является моделиро-
вание распространения волн деформации в вязкоупругих телах [105, 118, 119].
Существуют экспериментальные исследования, в ходе которых возбуждение
коротких волн деформации приводило через некоторое время к образова-
нию длинного солитона деформации в стержне из твёрдого полимера [120,
121, 122]. Имеющиеся теоретические работы в основном уделяют внимание
уже сформированным солитонам, а не процессу их формирования, при этом
вязкоупругие эффекты зачастую вовсе не учитывается. Данный раздел по-
свящён моделированию зарождения солитона деформации в рамках модели,
включающей как нелинейно-упругие, так и вязкоупругие свойства, а также
сравнению результатов моделирования с экспериментальными данными. Ма-
териал этого раздела опубликован в работах [A5, A6].

3.2.1 Трёхмерная модель и одномерное упрощение

Рассмотрим квадратично-нелинейный вязкоупругий материал и обозначим
линеную и квадратично-нелинейную части тензора напряжений индексами 1
и 2 соответственно:

S = S(1) + S(2). (3.19)

Наиболее простой способ совместить нелинейную теорию упругости, из-
ложенную в разделе 2.1 с теорией вязкоупругости, описанной выше —
это учесть вязкоупругие эффекты в линейной части тензора напряжений
(уравнение (3.12)), а нелинейную часть тензора напряжений оставить в
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упругом виде (уравнение (2.17)):

S(1) = Iλ̂ trE+ 2µ̂E, (3.20)

S(2) = lI(trE)2 + 2m(E trE− II2(E)) + n(II2(E)− E trE+ E · E). (3.21)

Здесь для лаконичности записи использованы операторы λ̂ и µ̂, действие
которых на произвольную функцию f(t) определяется следующим образом:

λ̂f(t) =
R∑︂
s=0

λs

t∫︂
−∞

e−
t−t1
τs ḟ(t1) dt1, µ̂f(t) =

R∑︂
s=0

µs

t∫︂
−∞

e−
t−t1
τs ḟ(t1) dt1, (3.22)

где R — количество релаксационных процессов, включённых в модель. Для
учёта квазистатических свойств материала положим τ0 = ∞, поэтому

λ̂f(t) = λ0f(t) +
R∑︂
s=1

λs

t∫︂
−∞

e−
t−t1
τs ḟ(t1) dt1, (3.23)

µ̂f(t) = µ0f(t) +
R∑︂
s=1

µs

t∫︂
−∞

e−
t−t1
τs ḟ(t1) dt1, (3.24)

Применение такой модели разумно, если нелинейные эффекты, величина ко-
торых определяется модулями l, m, n, и вязкие диссипационные эффекты,
определяемые модулями λs и µs, s ⩾ 1, вносят сопоставимый вклад в тензор
напряжений. Пространственно одномерное модели такого рода, сочетающие
нелинейную упругость с линейной вязкостью, ранее уже применялись для
моделирования волн деформации в волноводах [105, 123]. Здесь же рассмат-
ривается полная трёхмерная постановка задачи.

Определяющие соотношения (3.19) – (3.21) можно использовать для про-
ведения трёхмерного численного моделирования полных уравнений движе-
ния тела, однако представляет интерес и построение упрощённой (простран-
ственно одномерной) модели. Чтобы получаемая модель не была ограничена
исключительно длинными волнами и стержнем круглого сечения, воспользу-
емся подходом, применённым в разделе 2.4, т.е. будем предполагать сечения
волновода плоскими и деформирующимися равномерно (формулы (2.99)).
Применение этого подхода приводит к нелинейным волновым уравнениям
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вида (2.100) – (2.103), где вместо модулей Ламе λ и µ использованы операто-
ры λ̂ и µ̂, определённые выше:

ρ
∂2U

∂t2
= (λ̂+ 2µ̂)

∂2U

∂x2
+ 2λ̂

∂w

∂x
+
∂fnl
∂x

, (3.25)

ρ
∂2w

∂t2
= µ̂

∂2w

∂x2
− 2

R2∗

(︂
λ̂
∂U

∂x
+ 2(λ̂+ µ̂) + gnl

)︂
, (3.26)

fnl = (3λ̂+ 3µ̂+ 4l + 2m)w2 + (λ̂+ 4l − 2m+ n)w
∂U

∂x
+
λ̂+ 2l

2

(︃
∂U

∂x

)︃2
+
R2

∗
2
(λ̂+ 2µ̂+m)

(︃
∂w

∂x

)︃2
,

(3.27)

gnl = (3λ̂+ 3µ̂+ 4l + 2m)w2 + (λ̂+ 4l − 2m+ n)w +
λ̂+ 2l

2

(︃
∂U

∂x

)︃2
− R2

∗
2

(︃
(λ̂+ 2µ̂+m)

∂

∂x

(︃
∂U

∂x

∂w

∂x

)︃
+
(︂
λ̂+ µ̂+m− n

4

)︂[︃
2w

∂2w

∂x2
+

(︃
∂w

∂x

)︃2]︃)︃
,

(3.28)

Проанализируем линейные свойства такой модели, отбросив для этого
нелинейные слагаемые fnl и gnl в уравнениях (3.25) и (3.26). Используя
частотно-зависимые комплексные выражения модулей Ламе (3.15) и (3.16),
можно получить дисперсионное соотношение для линейных волн вида
U,w ∼ eikx−iωt (рис. 3.2a). В вязкоупругом теле вещественному волновому
числу k соответствует комплексная частота ω = ω′ + iω′′, где ω′′ описывает
затухание волн. На рисунке 3.2b показано затухание волн в стержне с
реалистичными параметрами (см. подробности в следующем подразделе),
где видно, что короткие волны с большими волновыми числами затухают
гораздо быстрее, чем длинные продольные волны, которым соответствует
нижняя ветвь в области малых волновых чисел. Дышащая мода (верхняя
ветвь для малых волновых чисел) имеет относительно большое затухание и
почти нулевую групповую скорость (рис. 3.2).

Нелинейный режим модели (3.25) – (3.28) при отсутствии вязкости об-
суждался ранее в разделе 2.4. В этом случае наиболее важным свойством
модели является наличие асимптотического решения в виде длинного соли-
тона деформации, ведь именно такие волны, как следует из рис. 3.2b (ниж-
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(a) (b)

Рис. 3.2: (a) Дисперсия линейных волн (зависимость нормированной частоты
ω′R∗/c от нормированного волнового числа kR∗) в полистироловом стержне
в рамках одномерной модели. Сплошные линии обозначают дисперсию в рам-
ках вязкоупругой модели (3.25) и (3.26) с параметрами, указанными в разде-
ле 3.2.2. Пунктиром обозначена дисперсия в невязкой модели, определяемая
исключительно коэфициентом Пуассона равным ν = 0.38. (b) Затухание ли-
нейных волн в рамках одномерной вязкоупругой модели.

няя ветвь, малые k), менее всего подвержены затуханию. Отметим, что, ес-
ли предположить вязкость достаточно малой, то, используя её в качестве
малого параметра, можно получить решение в виде медленно затухающего
солитона [124], однако проведение этой процедуры выходит за рамки дан-
ной работы. В следующем подразделе описанная здесь трёхмерная модель
и её одномерное упрощение применяются для численного моделирования за-
рождения солитона деформации, результаты которого сравниваются затем с
экспериментальными данными.

3.2.2 Численное моделирование и сравнение с экспериментом

Для численного моделирования экспериментально наблюдавшегося в рабо-
тах [40, 120, 121, 122] процесса параметры материала должны отражать ре-
алистичные вязкоупругие свойства материала. В экспериментах в качестве
волновода используется стержень из полистирола — полимера, находящегося
в твёрдом (стеклообразном) состоянии при комнатной температуре и плот-
ность которого равна ρ = 1.06 г/см3. Для моделирования распространения
упругих волн необходимо учитывать различные релаксационные процессы
в наиболее важном диапазоне времён релаксации, который в данном слу-
чае лежит между 0.01 мкс и 100 мкс. Для задания вязкоупругих свойств
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выбраны времена релаксации, эквидистантно распределённые в логарифми-
ческом масштабе: τs = 0.01, 0.03, 0.1, 0.3, 1, 3, 10, 30, 100 мкс, s ⩾ 1,
а статические упругие свойства определяются временем τ0 = ∞ и соот-
ветствующим ему модулями λ0 и µ0. Известно, что коэффициент Пуассона
ν(ω) = λ(ω)/(2λ(ω) + 2µ(ω)) почти не зависит от частоты для высоких ча-
стот в стеклообразных полимерах [125], поэтому соотношение λs/µs будем
считать одинаковым для всех s и равным отношению статических модулей
λ0/µ0, что даёт почти одинаковый тангенс потерь для обоих модулей Ламе:
tan δ(ω) = λ′′(ω)/λ′(ω) = µ′′(ω)/µ′(ω). Известно, что для полистирола тан-
генс потерь слабо зависит от частоты в очень широком диапазоне частот и
примерно равен 0.02 – 0.03 [126, 127, 128], поэтому модули вязкости были
выбраны одинаковыми для всех времен релаксации τs: λs = λvisc и µs = µvisc

для s ⩾ 1. Для времён релаксации, распределённых эквидистантно в лога-
рифмическом масштабе, тангенс потерь можно оценить как

tan δ ≈ πN10

2 ln 10

λvisc
λ0

, (3.29)

где N10 — количество времён релаксации на декаду, принимающее значение
N10 = 2 в случае приведённых ранее времён релаксации τs. Для получения
экспериментального значения тангенса потерь 0.03 модули вязкости должны
быть равны λvisc = 0.018λ0 и µvisc = 0.018µ0. После всех сделанных допуще-
ний единственными свободными параметрами задачи являются статические
упругие модули λ0 и µ0. Их значения λ0 = 4.88 ГПа и µ0 = 1.54 ГПа были
выбраны так, чтобы численное моделирование и экспериментальные данные
о скорости и длине возникающих волн достаточно хорошо согласовывались.
Получаемый тангенс потерь показан на рис. 3.3.

Трёхмерное моделирование было выполнено для прямоугольного стерж-
ня длиной L = 200 мм и толщиной h = 10 мм, схематично изображённого
на рис. 3.4, с указанными выше свойствами материала. Трёхмерный расчёт
проводился с использованием многодоменного псевдоспектрального метода,
подробно описанному в главе 4. Поскольку формирование длинной волны
происходит в экспериментах сравнительно быстро, моделирование проводи-
лось без учёта нелинейных эффектов, ведь достижение баланса между дис-
персией и нелинейностью формирующейся длинной волны потребовало бы
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Рис. 3.3: Тангенс потерь в рамках обобщённой модели Максвелла с множе-
ством времён релаксации (сплошная линия), где пунктиром показан вклад
от каждого времени релаксации по отдельности.

существенно большего времени вычислений, а свойства солитонов деформа-
ции ранее были изучены аналитически достаточно подробно.

x
y

z
L

h

h

Рис. 3.4: Схема стержня квадратного сечения.

В экспериментальных работах часть стержня была помещена в сосуд
с жидкостью. В жидкости создавалась ударная волна, падавшая на торец
стержня и возбуждавшая в последнем волны деформации. Для численного
моделирования этого процесса были выбраны следующие начальные и
граничные условия. В начальный момент стержень предполагается недефор-
мированным, а к его торцу при x = 0 (передняя грань на рис. 3.4) приложено
равномерно распределённое по этому торцу кратковременное нормальное
напряжение (давление):

Fx(y, z, t) = Afe
−t2/τ2e , Fy = Fz = 0, (3.30)

где Af = 1.4 МПа и τe = 0.5 мкс, а остальные границы свободны от внеш-
них сил. В эксперименте импульс возбуждения имеет значительно меньшую
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длительность, однако укорочение импульса возбуждения существенно уве-
личивает время моделирования, но приводит к незначительному изменению
результата. Значение Af было выбрано исходя из наблюдаемой в эксперимен-
те амплитуды формирующейся длинной волны.

Результаты численного моделирования, полученные с использованием
полной трёхмерной модели и упрощённой одномерной модели, показаны
жирными линиями на рис. 3.5. В обеих моделях формируется лидирующая
длинная волна из начальной короткой волны. Положение, амплитуда и
ширина лидирующей длинной волны в обеих моделях примерно одинаковы,
однако одномерная модель имеет небольшие колебания вблизи фронта
основной волны, а также несколько иную форму хвоста позади основной
волны.
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Рис. 3.5: Продольная деформация, усредненная по сечению, как функция
координаты x вдоль стержня. Сравнение полной трехмерной модели и упро-
щенной одномерной модели с вязкостью и без нее.

Чтобы продемонстрировать эффект вязкоупругого затухания, аналогич-
ные расчёты проведены для абсолютно упругого случая (без вязких эффек-
тов): λs = µs = 0, s ⩾ 1. Согласно уравнению (3.15), упругие модули λ′(ω)

и µ′(ω) имеют частотно-зависимый вклад от параметров вязкости λs и µs,
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s ⩾ 1. Чтобы компенсировать этот эффект при моделировании без вязкости,
значения упругих модулей λ0 и µ0 выбраны равными значениям частотно-
зависимых модулей λ′(ω) = 5.07 ГПа и µ′(ω) = 1.6 ГПа на частоте ω/2π =

0.1 МГц (т.е. при характерной длительности 10 мкс). Полученные результа-
ты показаны тонкими линиями на рис. 3.5. Видно, что лидирующая длинная
волна похожа на ту, что получется при вязкоупругом моделировании, однако
помимо неё имеется множество коротковолновых колебаний, затухающих в
вязкоупругом случае. Вязкоупругие эффекты особенно важны для полного
трехмерного моделирования, результаты которого более подробно представ-
лены на рис. 3.6: в невязком случае формирование длинной волны почти
полностью скрыто множеством коротких волн.
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Рис. 3.6: Результаты трёхмерного численного моделирования стержня в рам-
ках обобщённой модели Максвелла (панели a и c) и без вязкости (панели b
и d). На рисунках изображена линейная компонента продольной деформации
∂
∂xU как функция координат x и y при z = 0 (срез вдоль оси стержня) на
раннем и позднем моменте времени.

Сравнение профилей основной волны, полученной при трёхмерном мо-
делировании, с экспериментальными данными показано на рис. 3.7. Видно,
что форма этой волны, наблюдаемая в разные моменты времени в экспе-
рименте, адекватно воспроизводится при численном моделировании. Таким
образом, трёхмерная численная модель учитывает все необходимые свойства
упругого волновода, ответственные за формирование лидирующей длинной
волны деформации. Поскольку трёхмерную модель можно свести к простой
одномерной модели без существенной потери точности, можно сделать вывод,
что именно дисперсия продольных волн в волноводе, а также вязкоупругие
свойства материала приводят к образованию длинной волны. Дисперсионные
эффекты заключаются в отражении распространяющейся упругой волны от
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Рис. 3.7: Сравнение экспериментально полученных профилей волны дефор-
мации в полистироловом стержне с результатами трёхмерного численного
моделирования в три разных момента времени.

боковой поверхности и концентрации энергии внутри волновода, а вязкоупру-
гие эффекты подавляют коротковолновые колебания, сохраняя лишь длин-
ные волны.

Дальнейшее распространение длинной волны можно описать с точки зре-
ния динамики солитонов, обсуждавшейся в главе 2 и процитированных там
источниках. Отметим, что недавние экспериментальные исследования пока-
зывают, что нелинейные модули упругости l, m, n, подобно модулям Ламе
(формула (3.15)), демонстрируют частотную зависимость, и с уменьшением
частоты их абсолютное значение претерпевает сильный рост [12]. Как по-
казывают результаты данной работы, короткие волны быстро затухают, и
нелинейные эффекты не играют существенной роли в их эволюции. Теоре-
тически это позволяет использовать в качестве модулей Мурнагана значения
частотно-зависимых модулей на характерной частоте длинной уединённой
волны. Эти значения для полистирола оказываются на порядок выше, чем
указаны в табл. 2.1 [12], поэтому нелинейные эффекты, описанные в главе 2
на примере полистирола, теоретически должны оказаться намного более вы-
раженными. Однако для более точного моделирования волн в нелинейных
вязкоупругих телах необходимо построить теорию, описывающую частотную
зависимость модулей Мурнагана. Этой задаче посвящён следующий раздел.
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3.3 Вязкоупругое обобщение модели упругости Мурна-

гана

В данном разделе модель Мурнагана, описывающая наиболее общее пове-
дение нелинейно-упругого материала в режиме малых деформаций, обобще-
на для учёта нелинейных вязкоупругих эффектов. Эта задача мотивирована
недавними экспериментальными исследованиями, показавшими значитель-
ное (на порядок) увеличение модулей упругости Мурнагана некоторых стек-
лообразных полимеров при уменьшении частоты волны, используемой для
их измерения [12]. Это может оказывать сильное влияние на динамику волн
деформации, приводя в конечном итоге к возникновению длинных солитоно-
подобных волн, спектр которых лежит преимущественно в низкочастотной
области. Другим важным приложением данной работы может стать неразру-
шающий контроль материалов, поскольку частотная зависимость нелиней-
ных модулей может существенно различаться даже для одних и тех же ма-
териалов, но изготовленных по разным технологиям [12, 102].

В настоящее время разработано множество моделей нелинейных вязко-
упругих материалов, которые можно разделить на две группы: одно- и мно-
гоинтегральные. Одноинтегральные подходы относительно просты и широко
используются для описания больших деформаций в полимерах [129, 130] и
мягких биологических тканях [131], а также в задачах нелинейного распро-
странения волн [10, 11]. Однако наиболее общим является многоинтеграль-
ный подход Грина-Ривлина, в котором напряжения раскладываются в ряд
Фреше в окрестности нулевой истории деформации [132, 112]. В последнее
время этот подход привлекает внимание исследователей и используется при
построении, например, реологических моделей вязких жидкостей [133, 134].
Всесторонний обзор различных нелинейных вязкоупругих моделей можно
найти в статьях [135, 136] и главе [137].

На основе упругой модели Мурнагана в этом разделе строится общая вяз-
коупругая модель для малых, но конечных деформаций. Желаемая общность
может быть достигнута только при использовании многоинтегрального под-
хода. Чтобы получить выражения для неизвестных нелинейных модулей, за-
висящих от времени, которые возникают в этом подходе, выполнено нели-
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нейное обобщение стандартной линейной модели твёрдого тела (обобщённой
модели Максвелла). Материал этого раздела опубликован в работе [A8].

3.3.1 Многоинтегральный подход Грина-Ривлина

Многоинтегральный подход заключается в применении наиболее общего раз-
ложения тензора напряжений по степеням тензора деформаций. В случае аб-
солютно упругого материала напряжение является функцией деформации,
и такое разложение имеет вид (2.13). Напряжение вязкоупругого материала
является функционалом от истории деформаций, и, если материал обладает
свойством затухающей памяти, разложение принимает вид [138]:

S(t) = S(1)(t) + S(2)(t) + · · ·

=

t∫︂
−∞

C(t− t1) : Ė(t1) dt1+

t∫︂
−∞

t∫︂
−∞

N(t− t1, t− t2) :: Ė(t1)Ė(t2) dt1 dt2

+ · · · , (3.31)

где C(t) и N(t1, t2) — ядра, являющиеся тензорами четвертого и шестого по-
рядка, а операции : и :: обозначают двойное и четверное суммирование соот-
ветственно. Член нулевого порядка в уравнении (3.31) опущен, так как пред-
полагается, что первоначально материал был недеформирован: E

⃓⃓
t→−∞ = 0,

а в недеформированном состоянии напряжение предполагается отсутствую-
щим.

Как и в предыдущем разделе, в степенном разложении (3.31) учтены чле-
ны вплоть до второго порядка по деформации, а остальными пренебрегли.
Тензорные ядра C(t) и N(t1, t2) описывают линейные и нелинейные вязко-
упругие свойства, поэтому будем называть их тензорами линейной и нелиней-
ной вязкоупругости соответственно. Отметим, что напряжение и деформация
зависят от координаты r⃗: S = S(t, r⃗) и E = E(t, r⃗), но в уравнении (3.31) ко-
ордината опущена для краткости. Тензоры вязкоупругости C(t) и N(t1, t2) не
зависят от пространственных координат, поскольку материал предполагается
однородным.

Произвольные тензоры четвертого и шестого порядков имеют 81
и 729 компонент соответственно. Симметрия тензоров напряжений и
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деформаций (Sij = Sji, Eij = Eji) накладывает на тензоры вязкоупру-
гости Cijkl(t) и Nijklmn(t1, t2) так называемые малые симметрии — эти
тензоры инвариантны при перестановке индексов в каждой паре (i, j),
(k, l) и (m,n). Это сокращает число независимых функций в тензорах
линейной и нелинейной вязкоупругости до 36 и 216 соответственно. Двой-
ной интеграл в уравнении (3.31) в индексной форме записывается как∫︁ t

−∞
∫︁ t

−∞Nijklmn(t− t1, t− t2)Ėkl(t1)Ėmn(t2) dt1 dt2 (повторяющиеся индексы
суммируются), из чего следует, что перестановка пар (k, l) и (m,n) вместе
с перестановкой t1 и t2 не меняет результат этого двойного интеграла. Это
позволяет наложить следующее свойство симметрии:

Nijklmn(t1, t2) = Nijmnkl(t2, t1), (3.32)

сокращающее число независимых функций в тензоре нелинейной вязкоупру-
гости до 126. Это всё ещё достаточно большое число, однако оно может быть
уменьшено за счёт учёта симметрии материала, например ортотропной, изо-
тропной и т.д. Иногда на тензоры вязкоупругости накладываются главные
симметрии, т.е. тензоры предполагаются инвариантными при перестановке
пар (i, j), (k, l) и (m,n). Однако этим свойством доказанно обладают лишь
абсолютно упругие материалы, а для вязкоупругих материалов в общем слу-
чае оно не выполняется [139].

В изотропном материале тензоры вязкоупругости должны быть инвари-
антны при любом повороте системы координат. С учётом малых симметрий,
а также симметрии в уравнении (3.32) линейный вязкоупругий тензор имеет
лишь две независимых функции, а нелинейный — четыре:

Cijkl(t) =K1(t)δijδkl +K2(t)Iijkl = λ(t)δijδkl + 2µ(t)Iijkl, (3.33)

Nijklmn(t1, t2) =K3(t1, t2)δijδklδmn +K4(t1, t2)δijIklmn

+K5(t1, t2)δklIijmn +K5(t2, t1)δmnIijkl
+K6(t1, t2)

(︁
δikIjlmn + δjkIilmn + δilIjkmn + δjlIikmn

)︁
. (3.34)

Отметим, что в линейной теории вязкоупругости обычно используют дина-
мические модули Ламе λ(t) и µ(t) вместо функций K1(t) и K2(t), поэтому
такая замена была сразу применена в уравнении (3.33).

Подстановка уравнений (3.33) и (3.34) в определяющее уравнение (3.31)
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даёт линейную и нелинейную части напряжений в изотропном материале:

S(1)(t) =

t∫︂
−∞

[︂
λ(t− t1)I tr Ė(t1) + 2µ(t− t1)Ė(t1)

]︂
dt1, (3.35)

S(2)(t) =
t∫︂

−∞

t∫︂
−∞

[︂
K3(t− t1, t− t2)I tr Ė(t1) tr Ė(t2) +K4(t− t1, t− t2)I tr

(︁
Ė(t1) · Ė(t2)

)︁
+K5(t− t1, t− t2)Ė(t2) tr Ė(t1) +K5(t− t2, t− t1)Ė(t1) tr Ė(t2)

+K6(t− t1, t− t2)
(︂
Ė(t1) · Ė(t2) + Ė(t2) · Ė(t1)

)︂]︂
dt1 dt2 . (3.36)

Третий и четвертый члены в уравнении (3.36) с функцией K5 дают одина-
ковый вклад в напряжение, поэтому эти два члена можно заменить на один
из них, умноженный на 2. Эта операция преобразует уравнение (3.36) к виду,
аналогичному тому, что приведён в работе [138].

Условие симметрии (3.32) требует, чтобы функции K3(t1, t2), K4(t1, t2) и
K6(t1, t2) были симметричны относительно перестановки своих аргументов
t1 и t2. Функция K5(t1, t2) иногда тоже предполагается симметричной [112],
однако в общем случае она не обладает этим свойством.

Выражения (3.33) и (3.34) обобщают линейный и нелинейный упругие
тензоры, приведённые ранее в формулах (2.14) и (2.15). Нелинейный упру-
гий тензор имеет три независимых компоненты (l, m, n), а вязкоупругий —
четыре (K3, . . . K6). Это различие обусловлено тем, что тензор напряжений
абсолютно упругого тела полностью определяется упругой энергией (внут-
ренней энергией в абсолютно упругом материале, имеющей вид (2.12)), и,
как следствие, упругий тензор в отличие от вязкоупругого обладает главны-
ми симметриями.

Набор функций K3, . . . , K6, характеризующих нелинейные свойства изо-
тропного материала, не является единственным, и может быть заменён лю-
бым другим набором эквивалентных функций. Выберем эти функции так,
чтобы выражения (3.33) и (3.34) естественным образом обобщали упругий
материал Мурнагана (формула (2.15)) на вязкоупругий случай:

K3(t1, t2) = l(t1, t2)−m(t1, t2) +
n(t1, t2)

2
, (3.37a)
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K4(t1, t2) = m(t1, t2)−
n(t1, t2)

2
, (3.37b)

K5(t1, t2) = m(t1, t2)−
n(t1, t2)

2
+ h(t1, t2), (3.37c)

K6(t1, t2) =
n(t1, t2)

2
. (3.37d)

Тогда упругий материал Мурнагана получается, если положить l(t1, t2) = l,
m(t1, t2) = m, n(t1, t2) = n и h(t1, t2) = 0. Отметим, что следует различать
упругие модули Мурнагана, обозначаемые константами l, m и n, и динамиче-
ские модули Мурнагана, обозначаемые функциями l(t1, t2), m(t1, t2), n(t1, t2)
и h(t1, t2). Аналогично следует отличать упругие модули Ламе λ и µ от ди-
намических модулей Ламе λ(t) и µ(t).

Поскольку функции K3(t1, t2), K4(t1, t2) и K6(t1, t2) симметричны относи-
тельно перестановки своих аргументов, о чём говорилось ранее, то динами-
ческие модули l, m и n также обладают этим свойством: l(t1, t2) = l(t2, t1),
m(t1, t2) = m(t2, t1) и n(t1, t2) = n(t2, t1). Однако динамический модуль h, как
и K5, в общем случае не является симметричным: h(t1, t2) ̸= h(t2, t1).

Для описания вязкоупругих свойств материала необходимо определить
вид динамических модулей. Вид линейных динамических модулей (форму-
лы (3.10), (3.14)) известен из линейной теории [115]. В существующей лите-
ратуре описаны примеры аппроксимации временной зависимости нелинейных
модулей с помощью полиномов [112], однако общепринятой функциональной
формы нелинейных динамических модулей не существует. Следующий под-
раздел посвящён выводу выражений для нелинейных динамических модулей
во временной и частотной областях, которые естественным образом обобща-
ют линейную теорию вязкоупругости.

3.3.2 Модель с внутренними деформациями

В разделе (3.1) обсуждался формализм внутренних переменных состояния,
применяемый для описания термомеханических процессов. В его рамках
напряжение S является функцией внутренних переменных Es, называемых
внутренними деформациями, каждая из которых подчинена некоторому
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эволюционному уравнению:

S = S(E,E1,E2, . . . ), (3.38)

Ės = fs(E,E1,E2, . . . ), s = 1, 2, . . . (3.39)

Обобщённая модель Максвелла, широко применяемая для описания твёрдых
вязкоупругих тел, реализует этот формализм следующим образом:

Slin(t) =
∑︂
s

Cs : Es(t), (3.40)

Ės +
Es

τs
= Ė, (3.41)

где эволюционные уравнения (3.41) допускают интегрирование:

Es(t) =

t∫︂
−∞

Ė(t1)e
− t−t1

τs dt1, (3.42)

что при подстановке в линейное слагаемое в уравнении (3.31) приводит к
следующему виду линейного вязкоупругого тензора:

C(t) =
∑︂
s

Cse
− t

τs . (3.43)

Используя формализм внутренних деформаций, обобщенную модель
Максвелла можно естественным образом распространить на нелинейный
случай, включив всевозможные поправки следующего порядка в линейные
определяющие уравнения (3.40) и (3.41):

S =
∑︂
s

Cs : Ẽs +
∑︂
su

Nsu :: ẼsẼu, (3.44)

̇̃Es +
Ẽs

τs
= Ė+

∑︂
uv

Bsuv :: ẼuẼv. (3.45)

Здесь Ẽs обозначает новую внутреннюю деформацию, учитывающую нели-
нейное взаимодействие с другими внутренними деформациями, напряжение
нелинейно зависит от внутренних деформаций, а величина этих нелиней-
ных эффектов контролируется тензорами шестого порядка Bsuv и Nsu со-
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ответственно. Отметим, что поскольку перестановка порядка суммирования
в уравнениях (3.44) и (3.45) не меняет результат, то на тензоры Bsuv и Nsu

можно наложить следующую симметрию:

(Nsu)ijklmn = (Nus)ijmnkl, (3.46)

(Bsuv)ijklmn = (Bsvu)ijmnkl. (3.47)

Важно сразу заметить, что поскольку внутренние переменные должны ре-
лаксировать к 0, т.е. в стационарном состоянии Es = ∆Es = 0, то

Bs00 = 0. (3.48)

Уравнения (3.44) и (3.45) можно асимптотически переписать, предполагая
малость внутренних деформаций, из которой следует, что разность между
внутренними деформациями из уравнений (3.45) и (3.41) имеет следующий
порядок малости: ∆Es = Ẽs − Es ≪ Es. Это позволяет пренебречь членами,
нелинейными по ∆Es или являющимися произведением ∆Es и Es:

S =
∑︂
s

Cs :
(︁
Es +∆Es

)︁
+
∑︂
su

Nsu :: EsEu, (3.49)

∂∆Es

∂t
+

∆Es

τs
=

∑︂
uv

Bsuv :: EuEv. (3.50)

Отметим, что вышеприведённые уравнения должны быть дополнены уравне-
нием (3.41), которому подчиняется Es.

В изотропном материале тензор четвертого порядка Cs и тензоры шестого
порядка Nsu и Bsuv (для каждого s, u и v) имеют ту же тензорную структуру,
что и тензоры в уравнениях (3.33) и (3.34), где вместо функций λ(t), µ(t),
K3(t1, t2), . . . , K6(t1, t2) стоят константы, не зависящие от времени.

Сделаем ремарку о квазистатическом упругом отклике. Этот отклик мож-
но учесть, если потребовать, чтобы одно из времен релаксации было намно-
го больше характерного времени процесса, для которого применяется дан-
ная модель. Это можно сделать, положив это время бесконечно большим:
τ0 → ∞. При таком предположении релаксационный процесс для соответ-
ствующих внутренних деформаций отсутствует, поэтому справедливы следу-
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ющие равенства:
E0 = E, ∆E0 = 0, B0uv = 0. (3.51)

Для краткости члены с бесконечным τ0 не отделяются от других членов с ко-
нечным временем релаксации. В данной работе τ0 → ∞ всегда неявно подра-
зумевается и, следовательно, применяются соотношения в уравнении (3.51).

Свяжем полученную нелинейную вязкоупругую модель с описанным
ранее многоинтегральным подходом Грина-Ривлина, что позволит опре-
делить общий вид тензора нелинейной вязкоупругости в определяющем
уравнении (3.31). Для этого выразим внутренние деформации ∆Es в тер-
минах полной деформации E. Интегрирование уравнения (3.50) приводит к
следующему выражению:

∆Es =
∑︂
uv

t∫︂
−∞

Bsuv :: Eu(t1)Ev(t1)e
− t−t1

τs dt1 . (3.52)

Подстановка внутренних деформаций, заданных формулой (3.42) в уравне-
ние (3.52) приводит к следующему виду ∆Es:

∆Es =
∑︂
uv

t∫︂
−∞

t∫︂
−∞

t∫︂
−∞

Bsuv :: Ė(t2)Ė(t3) e
− t−t1

τs e−
t1−t2
τu e−

t1−t3
τv

×Θ(t1 − t2)Θ(t1 − t3) dt1 dt2 dt3, (3.53)

где Θ(t) — функция Хевисайда (ступень), означающая в данном выражении,
что интегрирование по t2 и t3 ведётся от минус бесконечности до t1. Интеграл
по t1 в этом выражении можно взять напрямую и, переобозначив t2 и t3 как
t1 и t2 соответственно, получить

∆Es =
∑︂
uv

t∫︂
−∞

t∫︂
−∞

e−
t−t1
τu e−

t−t2
τv Tsuv

(︂
1− e−

min(t−t1,t−t2)
Tsuv

)︂
Bsuv :: Ė(t1)Ė(t2) dt1 dt2,

(3.54)

Tsuv =
(︁
τ−1
s − τ−1

u − τ−1
v

)︁−1
. (3.55)

Формула (3.54) устанавливает явную зависимость нелинейной внутренней де-
формации ∆Es от полной деформации E. Из подстановки внутренних дефор-
маций, определённых в уравнениях (3.42) и (3.54), в уравнение (3.49) следует,
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что нелинейный тензор вязкоупругости в уравнении (3.31) имеет вид

N(t1, t2) =
∑︂
su

Nsue
− t1

τs e−
t2
τu +

∑︂
suv

NsuvEsuv(t1, t2), (3.56)

где использованы следующие обозначения:

Nsuv = τsCs : Bsuv, (3.57)

Esuv(t1, t2) = e−
t1
τu e−

t2
τv
Tsuv
τs

(︂
1− e−

min(t1,t2)
Tsuv

)︂
, (3.58)

причём введённый набор тензоров Nsuv обладает теми же симметриями и
свойствами, что и тензоры Bsuv, которые приведены в уравнениях (3.47),
(3.48) и (3.51).

Следует отметить, что Tsuv может принимать бесконечное значение, на-
пример Ts0s, поскольку τ−1

0 = 0. Однако функция Esuv в этом случае обладает
конечным пределом:

Esuv(t1, t2) =
min(t1, t2)

τs
e−

t1
τu e−

t2
τv , Tsuv = ∞. (3.59)

Выражение для тензора линейной вязкоупругости в виде ряда убываю-
щих экспонент, приведенное в уравнении (3.43), хорошо известно из литера-
туры по обобщенной модели Максвелла, тогда как выражение для тензора
нелинейной вязкоупругости, приведенное в (3.56), насколько известно автору
данной работы, получено впервые.

Отметим, что дифференциальная форма определяющих соотношений,
приведенная в уравнениях (3.44), (3.50) и (3.41), более пригодна для чис-
ленного моделирования, чем интегральная форма (уравнения (3.31), (3.43)
и (3.56)). Причина этого та же, что и в случае линейной модели, а именно:
дифференциальное представление локально по времени, а интегрирова-
ние ОДУ (3.50) и (3.41) эквивалентно явному вычислению интегралов в
уравнениях (3.42) и (3.54).

3.3.3 Изотропные динамические модули

В изотропном материале тензор линейной вязкоупругости зависит от двух
динамических модулей Ламе, которые, как следует из уравнения (3.43), име-
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ют вид
λ(t) =

∑︂
s

λse
− t

τs , µ(t) =
∑︂
s

µse
− t

τs . (3.60)

Нелинейный вязкоупругий тензор может быть выражен в терминах
четырех скалярных величин — динамических модулей Мурнагана
l(t1, t2), m(t1, t2), n(t1, t2) и h(t1, t2), введённых ранее (формулы (3.36)
и (3.37)). Вид этих модулей следует из вида нелинейного вязкоупругого
тензора в уравнении (3.56):

l(t1, t2) =
∑︂
su

lsue
− t1

τs e−
t2
τu +

∑︂
suv

lsuvEsuv(t1, t2), (3.61a)

m(t1, t2) =
∑︂
su

msue
− t1

τs e−
t2
τu +

∑︂
suv

msuvEsuv(t1, t2), (3.61b)

n(t1, t2) =
∑︂
su

nsue
− t1

τs e−
t2
τu +

∑︂
suv

nsuvEsuv(t1, t2), (3.61c)

h(t1, t2) =
∑︂
su

hsue
− t1

τs e−
t2
τu +

∑︂
suv

hsuvEsuv(t1, t2), (3.61d)

Изотропные динамические модули, которые в общем случае принадлежат
бесконечномерным пространствам, определяются теперь в уравнениях (3.60)
и (3.61) конечными наборами констант, которые будем называть вязкоупру-
гими модулями: λs и µs для динамических модулей Ламе и lsu, lsuv, msu,
msuv, nsu, nsuv, hsu и hsuv для динамических модулей Мурнагана. Симметрия
матриц lsu, msu и nsu приводит к симметрии динамических модулей l(t1, t2),
m(t1, t2) и n(t1, t2) относительно перестановки t1 и t2, что и следовало ожи-
дать. Все остальные вязкоупругие модули, вообще говоря, такой симметрией
не обладают. Дополнительные свойства вязкоупругих модулей приведены в
подразделе 3.3.4.

В разделе 3.1 обсуждалось понятие частотно-зависимых динамических
модулей и дано определение и выражение для динамических модулей Ламе
(см. формулы (3.13) и (3.14)). Аналогичным образом удобно ввести частотно-
зависимые динамические модули Мурнагана:

l(ω1, ω2) = −ω1ω2

∞∫︂
0

∞∫︂
0

l(t1, t2)e
iω1t1eiω2t2 dt1 dt2, (3.62)
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и такие же выражения для m(ω1, ω2), n(ω1, ω2) и h(ω1, ω2). Подстановка дина-
мических модулей, приведенных в уравнениях (3.61), в уравнение (3.62) даёт

l(ω1, ω2) =
∑︂
su

lsuEsu(ω1, ω2) +
∑︂
suv

lsuvEsuv(ω1, ω2), (3.63a)

m(ω1, ω2) =
∑︂
su

msuEsu(ω1, ω2) +
∑︂
suv

msuvEsuv(ω1, ω2), (3.63b)

n(ω1, ω2) =
∑︂
su

nsuEsu(ω1, ω2) +
∑︂
suv

nsuvEsuv(ω1, ω2), (3.63c)

h(ω1, ω2) =
∑︂
su

hsuEsu(ω1, ω2) +
∑︂
suv

hsuvEsuv(ω1, ω2), (3.63d)

где используются следующие обозначения:

Esu(ω1, ω2) = − ω1ω2τsτu
(1− iω1τs)(1− iω2τu)

, (3.64a)

Esuv(ω1, ω2) = − τuτvω1ω2

(1− iω1τu)(1− iω2τv)(1− i(ω1 + ω2)τs)
. (3.64b)

Частотно-зависимые динамические модули обладают теми же симметриями,
что и зависящие от времени модули, а именно, l(ω1, ω2), m(ω1, ω2) и n(ω1, ω2)

неизменны при перестановке частот ω1 и ω2.

3.3.4 Некоторые свойства изотропных динамических модулей

Динамические модули в общем случае представляют собой произвольные
функции, которые определены для всех неотрицательных времён и опре-
деляют механические свойства материала. Модули должны удовлетворять
определенным условиям, гарантирующим физически допустимое поведение
материала. В данном подразделе описаны некоторые из этих условий и вы-
текающие из них свойства динамических модулей.

Сначала следует упомянуть, что динамические модули l(t1, t2), m(t1, t2)

и n(t1, t2) обладают симметрией по перестановке времён t1 и t2. Из этого
следуют симметрии наборов вязкоупругих модулей:

lsu = lus, msu = mus, nsu = nus, (3.65)

lsuv = lsvu, msuv = msvu, nsuv = nsvu. (3.66)
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Кроме того, в силу (3.51) и (3.48) верно следующее:

l0uv = m0uv = n0uv = h0uv = 0, (3.67)

ls00 = ms00 = ns00 = hs00 = 0. (3.68)

Затем, рассмотрим материал, который испытывает скачкообразную рав-
номерную деформацию в момент времени t = 0 и ещё одну скачкообразную
деформацию в момент времени t = τ (τ произвольное), а затем его деформа-
ция остаётся неизменной. В таком случае материал с затухающей памятью
(для которого построена модель в данном разделе) должен релаксировать к
стационарному состоянию, определяемому квазистатическими модулями:

lim
t→∞

λ(t) = λ0, lim
t→∞

µ(t) = µ0, (3.69)

lim
t→∞

l(t, t− τ) = l0, lim
t→∞

m(t, t− τ) = m0, (3.70)

lim
t→∞

n(t, t− τ) = n0, lim
t→∞

h(t, t− τ) = 0. (3.71)

Нелинейные квазистатические модули l0, m0 и n0 могут принимать произ-
вольные положительные или отрицательные значения, а четвёртый квазиста-
тический модуль h0 должен быть равен нулю, поскольку изотропный упругий
материал имеет только три нелинейных модуля следующего порядка, как
обсуждалось в разделе 3.3.1. Аналогичные выражения справедливы и для
частотно-зависимых модулей в пределе ω → 0.

Следующее свойство — мгновенный отклик материала на внезапную де-
формацию должен быть абсолютно упругим. По этой причине в мгновенном
пределе модуль h должен обращаться в ноль:

lim
t→0

λ(t) = λ∞, lim
t→0

µ(t) = µ∞, (3.72)

lim
t1→0
t2→0

l(t1, t2) = l∞, lim
t1→0
t2→0

m(t1, t2) = m∞, (3.73)

lim
t1→0
t2→0

n(t1, t2) = n∞, lim
t1→0
t2→0

h(t1, t2) = 0. (3.74)

Аналогичные уравнения должны быть справедливы и для частотно-
зависимых модулей при ω1 → ∞ и ω2 → ∞. Отметим, что статические
модули обозначены индексом 0, а мгновенные — индексом ∞, поскольку они
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соответствуют процессам с нулевой и бесконечной частотой соответственно.
Последнее обсуждаемое в этом подразделе свойство заключается в том,

что мгновенный отклик предварительно деформированного материала до-
стигшего статического состояния тоже должен быть абсолютно упругим:

lim
t1→0
t2→∞

h(t1, t2) = lim
t1→∞
t2→0

h(t1, t2) = 0. (3.75)

Приведённые выше уравнения накладывают ограничения на матрицы
вязкоупругих модулей, которые определяют динамические модули Мурна-
гана, зависящие от времени и частоты, приведённые в уравнениях (3.61)
и (3.63) соответственно:

l00 = l0, m00 = m0, n00 = n0, h00 = 0, (3.76)∑︂
su

lsu +
∑︂
suv

lsuv = l∞, (3.77)∑︂
su

msu +
∑︂
suv

msuv = m∞, (3.78)∑︂
su

nsu +
∑︂
suv

nsuv = n∞, (3.79)∑︂
su

hsu +
∑︂
suv

hsuv = 0, (3.80)∑︂
s

hs0 =
∑︂
u

h0u = 0. (3.81)

3.4 Акустоупругий эффект

В данном разделе рассмотрено распространение плоских волн малой ампли-
туды на фоне равномерной статической деформации. Эта задача уже была
решена для чисто упругих материалов, и её решение позволяет эксперимен-
тально измерить модули упругости Мурнагана. Для этого необходимо опре-
делить изменение скорости распространения волн в зависимости от предва-
рительной деформации — явление, известное как акустоупругий эффект [92].
Последние экспериментальные исследования показывают, что модули Мурна-
гана в некоторых типах полистирола существенно зависят от частоты перио-
дической волны, используемой для их измерения [12]. Более того, частотно-
зависимые нелинейно-упругие свойства наблюдались в недавних эксперимен-
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тальных работах в других вязкоупругих материалах, например в биологи-
ческих мягких тканях [140]. Эти наблюдения позволяют предположить, что
нелинейно-вязкие эффекты могут быть сильными во многих материалах, что
требует решения описанной задачи для нелинейного вязкоупругого материа-
ла. Последние исследования, посвящённые акустоупругому эффекту в таких
материалах, проводились в рамках одноинтегрального подхода [141]. В дан-
ном разделе применяется более общая многоинтегральная модель, описанная
в предыдущем разделе. Материал раздела изложен в публикации [A8].

Рассмотрим гармоническую волну деформации, распространяющую-
ся вдоль оси x в предварительно деформированном материале. Вектор
перемещений в координатной форме имеет вид

Ui = E
(0)
ii ri + Aie

ikx−iωt, (3.82)

где E(0)
ii — предварительное растяжение вдоль оси i, которое можно рассмат-

ривать как диагональную компоненту тензора бесконечно малых предвари-
тельных деформаций E(0), Ai — компонента амплитуды волны, Ai ≪ E

(0)
ii ,

поскольку предполагается, что волна много меньше предварительного растя-
жения, k — волновое число, а ω — круговая частота волны.

Подставим перемещение (3.82) в уравнения движения (2.7), дополненные
определяющими уравнениями (2.5), (3.31), (3.35), (3.36), (3.37), (3.60) и (3.61)
для нелинейного вязкоупругого изотропного материала. Поскольку все де-
формации малы и волна деформации меньше предварительной деформации,
то можно пренебречь всеми нелинейными членами, кроме тех, что квадратич-
ны по E(0)

ii или являются произведением Ai и E(0)
ii . В результате, пренебрегая

затуханием, получаются следующие соотношения:

ρV 2
x = λ′(ω) + 2µ′(ω) + trE(0)(2l′(ω, 0) + λ0 + 2h′(0, ω))

+ 2E(0)
xx (2m

′(ω, 0) + λ′(ω) + 2µ′(ω) + µ0 + h′(ω, 0)), (3.83a)

ρV 2
y = µ′(ω) + trE(0)(λ0 +m′(ω, 0) + h′(0, ω))

+ 2E(0)
xx µ0 + 2E(0)

yy µ
′(ω)− E(0)

zz

n′(ω, 0)

2
, (3.83b)

ρV 2
z = µ′(ω) + trE(0)(λ0 +m′(ω, 0) + h′(0, ω))

+ 2E(0)
xx µ0 + 2E(0)

zz µ
′(ω)− E(0)

yy

n′(ω, 0)

2
. (3.83c)
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Здесь штрих обозначает действительную часть комплекснозначного ди-
намического модуля, λ0 = limω→0 λ(ω) и µ0 = limω→0 µ(ω) являются
квазистатическими модулями Ламе, модуль l′(ω, 0) определяется как
l′(ω, 0) = limω2→0 l

′(ω, ω2), модули m′(ω, 0), n′(ω, 0), h′(ω, 0) и h′(0, ω) имеют
аналогичное определение, а Vi обозначает фазовую скорость (ω/k) волны,
поляризованной вдоль оси i.

Следуя экспериментальным исследованиям [12], рассмотрим материал,
предварительно деформированный давлением T , приложенным вдоль оси y.
Поскольку E(0) — бесконечно малый тензор предварительной деформации
в уравнениях (3.83), то для выражения предварительной деформации через
приложенное давление можно использовать закон Гука:

E(0)
yy = −T/Y0, E(0)

xx = E(0)
zz = ν0T/Y0, (3.84)

где Y0 = µ0(3λ0 + 2µ0)/(λ0 + µ0) — квазистатический модуль Юнга, а
ν0 = λ0/(2λ0 + 2µ0) — квазистатический коэффициент Пуассона. Под-
становка предварительной деформации, заданной уравнением (3.84), в
уравнения (3.83) приводит к линейной зависимости квадрата фазовых
скоростей волн от приложенного давления на заданной частоте ω:

ρV 2
x = λ′(ω) + 2µ′(ω) + b1(ω)T, (3.85a)

ρV 2
y = µ′(ω) + b2(ω)T, (3.85b)

ρV 2
z = µ′(ω) + b3(ω)T. (3.85c)

Здесь коэффициенты при давлении T аналогичны приведенным в работе [12],
но с частотно-зависимыми модулями:

b1(ω) =
−2leff(ω) +

λ0

µ0

(︁
2meff(ω) + λ′(ω) + 2µ′(ω)

)︁
3λ0 + 2µ0

, (3.86a)

b2(ω) =
−meff(ω)− λ0

4µ0
neff(ω)− 2(λ0+µ0)

µ0
µ′(ω)

3λ0 + 2µ0
, (3.86b)

b3(ω) =
−meff(ω) +

λ0+µ0

2µ0
neff(ω) +

λ0

µ0
µ′(ω)

3λ0 + 2µ0
, (3.86c)

где эффективные модули Мурнагана для акустоупругого эффекта на частоте
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ω имеют вид

leff(ω) = l′(ω, 0) +
λ0 + µ0
µ0

h′(0, ω)− λ0
2µ0

h′(ω, 0), (3.87a)

meff(ω) = m′(ω, 0) + h′(0, ω), (3.87b)

neff(ω) = n′(ω, 0). (3.87c)

Предполагая, что h(t1, t2) мал по сравнению с другими динамическими мо-
дулями Мурнагана и что затухание волн мало, получаем, что l(ω, 0) ≈ leff(ω),
m(ω, 0) ≈ meff(ω) и n(ω, 0) ≈ neff(ω). Это позволяет частично определить
динамические модули Мурнагана из экспериментов в предварительно дефор-
мированном твёрдом теле. Однако полное измерение всего набора динами-
ческих модулей Мурнагана в рамках данной экспериментальной методики
невозможно.

Точные выражения для эффективных модулей упругости Мурнагана с
учётом квазистатического упругого отклика τ0 → ∞ в модели, включающей
R внутренних деформаций, имеют вид

leff(ω) = l0 +
R∑︂
s=1

leffs ω
2τ 2s

1 + ω2τ 2s
+

R∑︂
s=1

R∑︂
u=1

leffsuω
2τu(τs + τu)

(1 + ω2τ 2s )(1 + ω2τ 2u)
, (3.88a)

meff(ω) = l0 +
R∑︂
s=1

meff
s ω

2τ 2s
1 + ω2τ 2s

+
R∑︂
s=1

R∑︂
u=1

meff
suω

2τu(τs + τu)

(1 + ω2τ 2s )(1 + ω2τ 2u)
, (3.88b)

neff(ω) = l0 +
R∑︂
s=1

neff
s ω

2τ 2s
1 + ω2τ 2s

+
R∑︂
s=1

R∑︂
u=1

neff
suω

2τu(τs + τu)

(1 + ω2τ 2s )(1 + ω2τ 2u)
, (3.88c)

где l0 = l00, m0 = m00 и n0 = n00 — квазистатические модули Мурнагана, а
эффективные константы для каждого модуля принимают вид:

leffs = ls0 +
λ0 + µ0
µ0

h0s −
λ0
2µ0

hs0, leffsu = lsu0 +
λ0 + µ0
µ0

hs0u −
λ0
2µ0

hsu0, (3.89a)

meff
s = ms0 + h0s, meff

su = msu0 + hs0u, (3.89b)

neff
s = ns0, neff

su = nsu0. (3.89c)

Отметим, что в выражениях (3.88) дроби в двойной сумме с s ̸= u можно
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разбить на сумму простейших, в результате чего выражения (3.88) сведутся к

leff(ω) = l0 +
R∑︂
s=1

leffs,1ω
2τ 2s

1 + ω2τ 2s
+

R∑︂
s=1

2leffs,2ω
2τ 2s

(1 + ω2τ 2s )
2

(3.90)

с новыми эффективными постоянными leffs,1 и leffs,2. Однако это выражение в
данной работе применяться не будет, поэтому вид этих новых постоянных
опущен.

Применим полученные уравнения к экспериментальным данным о частот-
ной зависимости модулей упругости Мурнагана в различных типах полисти-
рола, изготовленных по разным технологиям. В данной работе использованы
данные для материала, обозначенного как PSlab2 в статье [12], поскольку он
обладает наиболее выраженными нелинейными свойствами среди рассмот-
ренных там материалов. Экспериментальных данных в процитированной ра-
боте немного, поэтому для их описания применим наиболее простую модель
с одним релаксационным процессом (R = 1) и отсутствием нелинейной па-
мяти (lsuv = msuv = nsuv = hsuv = 0 в уравнениях (3.88)). Тогда l0, leff1 , m0,
meff

1 , n0, neff
1 и τ1 являются свободными параметрами, так что эффективные

упругие модули имеют собственные вязкоупругие константы, но общее время
релаксации. Экспериментально измеренные значения модулей на всех часто-
тах отрицательны (см. точки данных с планками погрешностей на рис. 3.8),
поэтому представляется маловероятным, что на какой-то частоте они меняют
знак. Вследствие этого будем полагать leff(ω), meff(ω) и neff(ω) отрицательны-
ми, что обеспечивается условиями l0 + leff1 < 0 и l0 < 0, и аналогичными
ограничениями для m и n. Наложим естественное ограничение на время ре-
лаксации τ1 > 0 и подгоним кривые в уравнениях (3.88) к эксперименталь-
ным данным с помощью метода взвешенных среднеквадратичных ошибок с
обратными квадратами погрешностей в качестве весов. Результат этой под-
гонки изображён на рис. 3.8 сплошными линиями, а полученные значения
свободных параметров указаны в подписи к рисунку.

Модель, полученная в данной работе, предсказывает дальнейшее увели-
чение абсолютного значения эффективных модулей упругости Мурнагана в
рассматриваемом материале по мере уменьшения частоты волн. Это гово-
рит о том, что длинные волны должны проявлять гораздо более существен-
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Frequency FrequencyFrequency

Рис. 3.8: Подгонка функций (3.88) с одним релаксационным процессом (си-
ние линии) к экспериментальным данным (красные точки с планками по-
грешностей) для полистирола PSlab2 из работы [12]. Значения подогнанных
параметров: l0 = −848 ГПа, leff1 = 835 ГПа, m0 = −213 ГПа, meff

1 = 207 ГПа,
n0 = −93.2 ГПа, neff

1 = 89.1 ГПа, τ1 = 0.22 мкс.

ные нелинейные свойства, чем короткие волны, что является интересным
результатом в свете возможного существования длинных солитонов дефор-
мации, обсуждавшихся в предыдущей главе. Следует признать, что полу-
ченная модель не вполне описывает данные, поскольку она предсказывает
более плавное изменение модулей l и m между 1.5 и 2 МГц, чем наблюдается
в эксперименте. Однако для оценки точности полученной модели примени-
тельно к реальным материалам необходимы дополнительные эксперименты в
более широком диапазоне частот. Результаты, представленные на рис. 3.8, ил-
люстрируют способность модели описывать частотно-зависимые нелинейные
модули упругости материала.

3.5 Генерация высшей гармоники

Эксперимент в предварительно деформированном твердом теле, описанный
в предыдущем подразделе, имеет ограниченные возможности для определе-
ния динамических модулей Мурнагана. Его можно понимать как нелинейное
взаимодействие двух волн, одна из которых имеет нулевую частоту. Одна-
ко наиболее полным образом нелинейно-упругие свойства раскрываются при
нелинейном взаимодействии двух волн на различных частотах. В этом разде-
ле исследуется нелинейное взаимодействие двух гармонических волн, которое
приводит к возникновению новой волны на сумме частот двух исходных волн,
и демонстрируется, что генерируемая высшая гармоника даёт достаточную
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информацию для полного измерения динамических модулей Мурнагана. Ма-
териал раздела изложен в публикации [A8].

Применим стандартную асимптотическую процедуру и разложим пере-
мещение в степенной ряд по малому параметру ε: U⃗ = εU⃗ (1) + ε2U⃗ (2) + . . . ..
Подстановка U⃗ в уравнения движения (2.7) приводит к иерархии уравнений
с линейным диссипативным волновым уравнением в главном порядке и вы-
нужденным диссипативным волновым уравнением в следующем порядке:

ρ
¨⃗
U (1) =

(︂
λ̂+ µ̂

)︂
grad div U⃗ (1) + µ̂∇2U⃗ (1), (3.91)

ρ
¨⃗
U (2) =

(︂
λ̂+ µ̂

)︂
grad div U⃗ (2) + µ̂∇2U⃗ (2) + F⃗

[︁
U⃗ (1)

]︁
. (3.92)

Здесь ∇2 обозначает оператор Лапласа, λ̂ и µ̂ — интегральные (запаздыва-
ющие) операторы, введённые ранее (см. формулу (3.22)), а F⃗

[︁
U⃗ (1)

]︁
— нели-

нейный оператор от U⃗ (1), действующий как сила на U⃗ (2) и имеющий вид

F⃗ [U (1)] = div
(︁
S(1)[Enl] + grad U⃗ (1) · S(1)[Elin] + S(2)[Elin]

)︁
, (3.93)

где используются следующие обозначения:

Elin =
1

2

[︂
grad U⃗ (1) +

(︁
grad U⃗ (1)

)︁T]︂
, (3.94)

Enl =
1

2

(︁
grad U⃗ (1)

)︁T · grad U⃗ (1), (3.95)

а выражения для S(1)[Elin], S(1)[Enl] и S(2)[Enl] приведены в уравнениях (3.35)
и (3.36), где вместо E подставлено Elin или Enl.

Главное уравнение этой иерархии (3.91) имеет общее решение в виде за-
тухающей гармонической волны. Рассмотрим решение в виде суммы двух за-
тухающих гармонических волн, у которых k⃗ или ω имеет ненулевую мнимую
часть, отвечающую за затухание:

U⃗ (1) = A⃗1e
i⃗k1·r⃗−iω1t + A⃗2e

i⃗k2·r⃗−iω2t + c.c., (3.96)

где c.c. означает комплексное сопряжение. Нелинейная сила F⃗
[︁
U⃗ (1)

]︁
в урав-

нении следующего порядка (3.92) состоит из затухающих гармонических сил
с удвоенными волновыми векторами и частотами каждой волны, а также с
их суммой и разностью. Выделим силу с суммой волновых векторов и частот,
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имеющую вид
F⃗
[︁
U⃗ (1)

]︁
= A⃗Fe

i⃗k3·r⃗−iω3t + c.c., (3.97)

где ω3 = ω1+ω2, k⃗3 = k⃗1+ k⃗2, амплитуда силы A⃗F является функцией A⃗1, A⃗2,
k⃗1, k⃗2, ω1 и ω2 и имеет длинное выражение, которое здесь для краткости не
приведено. Эта сила будет возбуждать волну с той же частотой и волновым
вектором, но с другой амплитудой:

U⃗ (2) = A⃗3e
i⃗k3·r⃗−iω3t + c.c. (3.98)

Уравнение (3.92) определяет зависимость между амплитудой генерируемой
волны A⃗3 и амплитудой силы A⃗F в виде

A⃗3 = M−1 · A⃗F , (3.99)

где M =
(︁
k23 µ(ω3)− ρω2

3

)︁
I+ k⃗3 ⊗ k⃗3 (λ(ω3) + µ(ω3)).

Применим полученные результаты к волнам, распространяющимся в раз-
ных направлениях и с разной поляризацией. Четыре простейшие комбинации
волновых векторов и поляризаций двух волн приведены в таблице 3.1. Во всех
перечисленных случаях результирующая волна имеет одну поляризацию —
продольную или поперечную, но не смешанную. В этих случаях амплитуда
результирующей волны A⃗3 выражается следующим образом:

A⃗3 = − ik1k2(k1 + k2)A1A2

(k23D − ρω2
3)

a⃗F , (3.100)

где вектор a⃗F и константа D, определяемые только динамическими модуля-
ми, приведены в таблице 3.1, а скалярные переменные k1, k2, k3, A1 и A2

обозначают модули (длины) соответствующих векторов. В первых трех слу-
чаях (№ 1 – 3) обе волны распространяются в одном направлении вдоль оси
x с волновыми векторами k⃗1 = k1e⃗x и k⃗2 = k2e⃗x, где e⃗x - единичный вектор
оси x. Последний случай (№ 4) соответствует перпендикулярно распростра-
няющимся волнам с k⃗1 = k1e⃗x и k⃗2 = k2e⃗y. В каждом из четырех случаев,
приведенных в таблице 3.1, начальные волны поляризованы вдоль одной оси,
например в случае № 2: A⃗1 = A1e⃗x и A⃗2 = A2e⃗y.

Результаты, приведенные в таблице 3.1, свидетельствуют о том, что выс-
шая гармоника, генерируемая на суммарной частоте двух волн с различными
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No. k⃗1 A⃗1 k⃗2 A⃗2 a⃗F D

1 x x x x

e⃗x
[︁
2h(ω1, ω2) + 2h(ω2, ω1) + 2l(ω1, ω2)

+ 4m(ω1, ω2) + λ(ω1) + λ(ω2) + λ(ω3)

+ 2µ(ω1) + 2µ(ω2) + 2µ(ω3)
]︁ λ(ω3)

+ 2µ(ω3)

2 x x x y e⃗y
[︁
h(ω1, ω2) +m(ω1, ω2) + λ(ω1) + 2µ(ω1)

]︁
µ(ω3)

3 x y x y e⃗x [m(ω1, ω2) + λ(ω3) + 2µ(ω3)]
λ(ω3)

+ 2µ(ω3)

4 x y y z e⃗z
k1

k1 + k2

[︃
n(ω1, ω2)

4
+ µ(ω1)

]︃
µ(ω3)

Таблица 3.1: Генерация гармоники на сумме частот двух волн. В столбцах
k⃗1, A⃗1, k⃗2 и A⃗2 указано направление этих векторов, например x в столбце k⃗1
означает, что k⃗1 = k1e⃗x, а y в столбце A⃗2 означает, что A⃗2 = A2e⃗y. Урав-
нение (3.100) следует использовать для получения амплитуды генерируемой
волны высшей гармоники. Обозначение суммарной частоты: ω3 = ω1 + ω2.

волновыми векторами k⃗1 и k⃗2 и частотами ω1 и ω2 предоставляет достаточ-
но информации для определения динамических модулей Мурнагана. Дина-
мические модули l, m и h можно определить, используя случаи № 1 – 3, в
которых и начальные волны, и высшая гармоника распространяются вдоль
одной оси. Для получения динамического модуля n необходимо использовать
более сложный метод (случай № 4), в котором две волны распространяются
в перпендикулярных направлениях, а волновой вектор генерируемой высшей
гармоники направлен между ними.

3.6 Заключение к главе 3

Данная глава посвящена различным аспектам распространения волн дефор-
мации в нелинейных вязкоупругих телах.

В разделе 3.2 изучена начальная эволюция волн деформации в стержне,
вызванных давлением на его торец в течение короткого промежутка времени.
Показано, что в этом процессе происходит быстрое затухание возникающей
короткой волны и образование позади неё длинной волны, распространяю-
щейся на намного большие расстояния. В рамках трёхмерной модели и её
одномерного упрощения проведено численное моделирование этого процесса,
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показавшее хорошее соответствие с экспериментальными данными. Показа-
но, что для начальной эволюции волн достаточно учесть только линейные
эффекты: дисперсию, понимаемую как отражение упругих волн от границ
волновода, и вязкоупругость, приводящую к быстрому затуханию коротких
осцилляций. При этом нелинейные эффекты, которые исходно были включе-
ны в модель, должны существенно проявиться при дальнейшем распростра-
нении волны на бо́льших масштабах времён.

В разделе 3.3 представлена наиболее общая модель, описывающая малые,
но конечные деформации в нелинейном вязкоупругом теле. Эта модель с од-
ной стороны обобщает материал Мурнагана — наиболее общую нелинейную
модель абсолютно упругого тела в режиме малых деформаций, а с другой —
обобщённую модель Максвелла, описывающую линейные вязкоупругие свой-
ства материала. Построение модели выполнено в рамках наиболее общего
многоинтегрального подхода Грина–Ривлина. В существующей литературе
иногда утверждается, что для описания больших деформаций этот подход
слишком общий и сложный по сравнению с одноинтегральными подходами
в связи с быстрым ростом количества неизвестных функций (динамических
модулей) при включении в определяющее соотношение (3.31) членов всё более
высоких порядков. Однако в данной работе показано, что сложность много-
интегрального подхода оправдана в случае малых деформаций.

В работе рассмотрено определяющее уравнение (3.31) в наиболее общей
тензорной форме, определяемой разложением напряжения в ряд Фреше по
тензору деформаций. В литературе встречается применение аналогичного
скалярного многоинтегрального разложения (ряда Вольтерра), например для
описания сдвиговых напряжений в вязкоупругих жидкостях, испытывающих
простую сдвиговую деформацию [133, 142], что значительно сокращает чис-
ло динамических модулей до одного модуля в каждом порядке. Однако в
общем случае напряжение — это тензор, требующий тензорного определяю-
щего уравнения. В наиболее общем виде вязкоупругий материал характеризу-
ется 36 линейными и 126 нелинейными динамическими модулями. Линейные
динамические модули зависят от одной переменной времени или частоты, а
нелинейные динамические модули определяются в двумерном временном или
частотном пространстве. При учете симметрии материала число динамиче-
ских модулей существенно уменьшается: в изотропном материале существует
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только два линейных (Ламе) и четыре нелинейных (Мурнагана) динамиче-
ских модуля.

Состояние вязкоупругого материала определяется всей предысторией его
деформации. В термодинамике часто предполагается, что состояние мате-
риала в процессе с памятью определяется набором внутренних переменных
состояния, каждая из которых подчиняется некоторому эволюционному урав-
нению. В данной работе такой подход применён для вывода общего вида ди-
намических модулей, возникающих при многоинтегральном разложении. Ос-
новываясь на линейной обобщенной модели Максвелла, в её определяющие
уравнения были добавлены всевозможные члены второго порядка. Примене-
ние предположения о малых деформациях и интегрирование эволюционных
уравнений для внутренних переменных (внутренних деформаций) позволило
получить общий вид линейных и нелинейных динамических модулей. Выра-
жение для линейных модулей (уравнение (3.43)) совпадает с выражением, из-
вестным из литературы по механике вязкоупругих материалов, а выражение
для нелинейных модулей (уравнение (3.56)) получено впервые. С помощью
этих общих выражений получены изотропные динамические модули Ламе и
Мурнагана, определённые во временной (уравнения (3.60) и (3.61)) и частот-
ной (уравнения (3.14) и (3.63)) областях.

Полученная вязкоупругая модель применена к задаче о распространении
волн в предварительно деформированном теле, в которой проявляется аку-
стоупругий эффект (раздел 3.4). В абсолютно упругом теле он позволяет
экспериментально измерить упругие модули Мурнагана, однако в вязкоупру-
гом теле возможности по определению динамических модулей с помощью
этого эффекта принципиально ограничены. Несмотря на это, полученная мо-
дель позволяет теоретически описать сильную частотную зависимость аку-
стоупругого эффекта, наблюдавшуюся в экспериментах.

Другой важной задачей о нелинейных волнах является генерация высших
гармоник, рассмотренная в разделе 3.5. Две гармонические волны с разными
частотами ω1 и ω2 порождают новую волну на суммарной частоте, амплиту-
да которой зависит от нелинейных динамических модулей в точках (ω1, ω2)
и (ω2, ω1) двумерного частотного пространства. По этой причине в задаче
о генерации высшей гармоники наиболее полно проявляются нелинейные
частотно-зависимые эффекты, что в теории позволяет полностью определить
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нелинейные динамические модули.
Результаты данной главы представляют интерес для разных направлений

исследований. Одно из них — изучение солитнов и солитоноподобных волн в
нелинейных материалах, поскольку до сих пор эти волны изучались либо в
рамках линейной вязкости, либо вообще без учета вязких эффектов. Другим
направлением является определение упругих свойств наноструктурирован-
ных материалов по известным свойствам матрицы и нановключений. Эта за-
дача рассматривалась для абсолютно упругих нелинейных материалов [103],
однако матрица наноструктурных материалов часто состоит из вязкоупругих
полимеров, поэтому обобщение работы [103] для учёта вязкоупругой матри-
цы и определения частотно-зависимых нелинейных модулей наноструктурно-
го материала является важным потенциальным продолжением изложенной
здесь работы. Кроме того, предложенная в данной работе модель нелиней-
ной вязкоупругости теоретически позволяет получить больше информации о
механических свойствах материалов, что важно для развития методов нераз-
рушающего контроля.
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Глава 4

Численное моделирование волн деформации
в нелинейных вязкоупругих телах с помощью
псевдоспектрального метода

В предыдущих главах проделана значительная теоретическая работа, резуль-
татом которой, в частности, стали асимптотические одномерные модели, опи-
сывающие продольные волны деформации в волноводах, а также новые об-
щие трёхмерные модели, описывающие динамику деформаций в нелинейном
вязкоупругом теле. Представляет интерес сравнение асимптотических моде-
лей с полными уравнениями, допускающими лишь численное решение, а так-
же сравнение результатов моделирования как полных, так и асимптотиче-
ских моделей с экспериментальными данными. Настоящая глава посвящена
численному методу, позволяющему эффективно моделировать трёхмерные
уравнения нелинейной теории вязкоупругости. Материал главы основан на
публикации [A7].

Существует множество способов дискретизации уравнений в частных про-
изводных для нахождения приближённого решения. Наибольшую сложность
представляет пространственная дискретизация с учётом накладываемых гра-
ничных условий. Для областей с простой геометрией мощным средством яв-
ляются спектральные методы, обладающие спектральной (быстрее любого
полинома) скоростью сходимости по количеству точек сетки. Это свойство
выгодно отличает спектральные методы от других распространённых мето-
дов, как, например методы конечных разностей или конечных элементов, у
которых сходимость полиномиальная. Таким образом, спектральные методы
позволяют достигать высокой точности, используя сравнительно небольшое
число точек сетки, и, как следствие, решая сравнительно небольшую систему
уравнений.

С другой стороны, при решении практических задач часто необходимо по-
лучать решение в высоком разрешении, т.е. иметь достаточно мелкую сетку,
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позволяющую аккуратно приближать быстро меняющиеся функции. Мелкая
сетка, в частности, позволяет точнее моделировать короткие волны деформа-
ции. Использование слишком большого количества точек в спектральном ме-
тоде может сделать его применение чрезмерно затратным с вычислительной
точки зрения. Для баланса между разрешением сетки и скоростью работы
применяют многодоменные методы, в рамках которых область решения раз-
бивается на несколько доменов, в каждом из которых дискретизация задачи
проводится согласно спектральному методу.

Данная глава организована следующим образом. Раздел 4.1 посвящён ме-
тоду дискретизации одного домена, а в следующем разделе 4.2 описано его
обобщение на случай многих доменов. При построении метода использова-
лась теория, изложенная в монографиях [143, 144], посвящённых однодомен-
ным и многодоменным спектральным методам, соответственно. В разделе 4.3
приведены результаты тестовых расчётов, иллюстрирующих сходимость и
характерные свойства многодоменных методов, а итоги главы подведены в
разделе 4.4.

4.1 Однодоменный метод

Полные трёхмерные уравнения, к которым применяется численное модели-
рование, имеют следующий вид:

ρ
¨⃗
U − divP = 0, r⃗ ∈ Ω, (4.1)

P · n⃗ = F⃗ , r⃗ ∈ ∂Ω, (4.2)

где F⃗ — заданная внешняя поверхностная сила, а n⃗ — нормаль к недеформи-
рованной границе тела. Связь между первым тензором напряжений Пиолы-
Кирхгофа P и градиентом перемещений grad U⃗ определяется свойствами ма-
териала и принимает достаточно сложный нелинейный вид (см. разделы 2.1,
3.1 и 3.3). В силу сложности этого выражения граничные условия затрудни-
тельно выполнить точно при построении численного метода. В таком случае
от сильной постановки задачи в виде уравнений (4.1) и (4.2), выполненных в
каждой точке объёма стержня и его границы, можно перейти к слабой или
интегральной постановке задачи, получаемой скалярным умножением урав-
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нения (4.1) на тест-функцию V :∫︂
Ω

(︁
ρ
¨⃗
U − divP

)︁
· V⃗ dΩ = 0, (4.3)

где равенство должно выполняться для произвольной достаточно гладкой на
Ω функции V . Чтобы учесть граничные условия, необходимо применить ин-
тегрирование по частям, перенеся тем самым дифференцирование с тензора
напряжений на тест-функцию, а в возникающем интеграле по поверхности
применить граничное условие (4.2):∫︂

Ω

(︁
ρ
¨⃗
U · V⃗ +P : grad V⃗

)︁
dΩ =

∫︂
∂Ω

F⃗ · V⃗ dS, (4.4)

В рамках данной работы требуется решать уравнения в областях, облада-
ющих простой геометрией, т.е. являющихся прямым произведением интерва-
лов по каждой из пространственных осей. Координаты в уравнениях (4.1) –
(4.4) удобно считать масштабированными так, что область, в которой ищется
решение, представляется в виде

Ω = Ωref = (−1, 1)⊗ (−1, 1)⊗ (−1, 1). (4.5)

В таком случае слабая постановка (4.4) раскрывается в виде

1∫︂
−1

1∫︂
−1

1∫︂
−1

(︁
ρ
¨⃗
U · V⃗ +P : grad V⃗

)︁
dx dy dz

=

1∫︂
−1

1∫︂
−1

(︂
F⃗ x− · V⃗

⃓⃓⃓
x=−1

+ F⃗ x+ · V⃗
⃓⃓⃓
x=1

)︂
dy dz

+

1∫︂
−1

1∫︂
−1

(︂
F⃗ y− · V⃗

⃓⃓⃓
y=−1

+ F⃗ y+ · V⃗
⃓⃓⃓
y=1

)︂
dx dz

+

1∫︂
−1

1∫︂
−1

(︂
F⃗ z− · V⃗

⃓⃓⃓
z=−1

+ F⃗ z+ · V⃗
⃓⃓⃓
z=1

)︂
dx dy, (4.6)

где F⃗ x+ и F⃗ x− обозначают внешние силы, действующие на грани с норма-
лью, направленной в положительном и отрицательном направлении оси x

соответственно, а остальные силы определяются аналогично.
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Воспользуемся алгебраическим методом и будем искать приближение U⃗N

функции U⃗ как полином по каждой из пространственных осей:

U⃗N =
(︁
UN
x , U

N
y , U

N
z

)︁T
, UN

α ∈ PNx
⊗ PNy

⊗ PNz
, α = x, y, z, (4.7)

где Nx, Ny и Nz — максимальная степень полиномов по осям x, y и z со-
ответственно. Базис в пространстве функций U⃗N будем называть пробными
функциями.

Стандартным подходом к дискретизации задачи в слабой постановке яв-
ляется метод Галёркина, в рамках которого тест-функции принадлежат тому
же пространству, что и пробные функции. Классический метод Галёркина
предполагает аналитическое вычисление интегралов в уравнении (4.6), что
осуществимо лишь для малого класса достаточно простых задач и неприме-
нимо для поставленной в данной главе задачи. При невозможности аналити-
ческого вычисления интегралов их вычисляют приближённо с помощью квад-
ратуры наивысшего алгебраического порядка точности (Гаусса-Лобатто). Та-
кой метод называют методом Галёркина с численным интегрированием [143],
и его применение приводит к следующей системе:∑︂

ijk

(︁
ρ
¨⃗
UN(r⃗ijk, t) · V⃗ (r⃗ijk) +P(r⃗ijk, t) : grad V⃗ (r⃗ijk)

)︁
wx,iwy,jwz,k

=
∑︂
jk

(︁
F⃗ x−(r⃗0jk, t) · V⃗ (r⃗0jk) + F⃗ x+(r⃗Nxjk, t) · V⃗ (r⃗Nxjk)

)︁
wy,jwz,k

+
∑︂
ik

(︁
F⃗ y−(r⃗i0k, t) · V⃗ (r⃗i0k) + F⃗ y+(r⃗iNyk, t) · V⃗ (r⃗iNyk)

)︁
wx,iwz,k

+
∑︂
ij

(︁
F⃗ z−(r⃗ij0, t) · V⃗ (r⃗ij0) + F⃗ z+(r⃗ijNz

, t) · V⃗ (r⃗ijNz
)
)︁
wx,iwy,j (4.8)

где суммирование по индексам i, j и k ведётся от 0 до Nx, Ny и Nz соответ-
ственно, векторы координат r⃗ijk = (xi, yj, zk) построены по узлам квадратуры
Гаусса-Лобатто, а wx,i, wy,j и wz,k — веса квадратуры для узлов по каждой из
осей. Выбор квадратуры Гаусса-Лобатто среди квадратур Гаусса обусловлен
тем, что в ней суммирование ведётся в том числе по граничным точкам, что
позволяет учесть граничное условие.

Поскольку тензор напряжений P нелинейно связан с grad U⃗N , то, вооб-
ще говоря, точно вычисленный тензор P будет принадлежать пространству
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полиномов более высокого порядка, чем U⃗N . Для того, чтобы решить эту
проблему, можно либо на каждом шаге численного метода проецировать ком-
поненты P на пространство многочленов, указанное в формуле (4.7), что за-
тратно с вычислительной точки зрения, либо применить метод коллокации,
также известный как псевдоспектральный метод. Суть этого метода заклю-
чается в том, что приближённая функция представляется как интерполяция
своих значений в точках коллокации — узлах квадратуры:

U⃗N(x, y, z, t) = IN [U⃗ ] =
∑︂
ijk

U⃗(r⃗ijk, t)Ψijk(x, y, z)

=
∑︂
ijk

U⃗(xi, yj, zk, t)ψi(x)ψj(y)ψk(z), (4.9)

где {ψi(x)}Nx

i=0 — семейство многочленов степени Nx, обладающих свойством
ψi(xl) = δil (многочлены Лагранжа), два других семейства определяются
аналогично, а IN обозначает оператор интерполирования, определённый в
самом уравнении.

В уравнении (4.8) используются значения тензора напряжений P только
в точках коллокации r⃗ijk, что позволяет заменить его на интерполяцию PN

по значениям в точках коллокации:

PN(x, y, z, t) = IN [P] =
∑︂
ijk

P(r⃗ijk, t)Ψijk(x, y, z). (4.10)

Такое представление позволяет быстро вычислять нелинейные слагаемые в
тензоре напряжений как поточечное произведение значений grad U⃗N в точках
коллокации, а получаемое в результате представление тензора напряжений
будет многочленом степени Nα по каждой из осей α = x, y, z.

Ключевой момент метода коллокации заключается в том, что, благо-
даря свойству точной интегрируемости многочленов степени ⩽ 2Nα − 1

вдоль оси α с помощью квадратуры Гаусса-Лобатто, квадратурная сумма∑︁
ijk P

N(r⃗ijk) : grad V⃗ (r⃗ijk)wx,iwy,jwz,k после замены P на PN в уравне-
нии (4.8) является точным интегралом. Это позволяет вновь провести
интегрирование по частям и перенести обратно дифференцирование с
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тест-функции на тензор напряжений:∑︂
ijk

(︁
ρ
¨⃗
UN
ijk − (divPN)ijk

)︁
· V⃗ijkwx,iwy,jwz,k

=
∑︂
jk

(︁
(F⃗ x−

0jk +P0jk · e⃗x) · V⃗0jk − (F⃗ x+
Nxjk

+PNxjk · e⃗x) · V⃗Nxjk

)︁
wy,jwz,k

+
∑︂
ik

(︁
(F⃗ y−

i0k +Pi0k · e⃗y) · V⃗0jk − (F⃗ y+
iNyk

+PiNyk · e⃗y) · V⃗iNyk

)︁
wx,iwz,k

+
∑︂
ij

(︁
(F⃗ z−

ij0 +Pij0 · e⃗z) · V⃗ij0 − (F⃗ z+
ijNz

+PijNz
· e⃗z) · V⃗ijNz

)︁
wx,iwy,j, (4.11)

где для краткости значение функций в точках коллокации обозначено ин-
дексом: U⃗ijk = U⃗(rijk, t) = U⃗(xi, yj, zk, t). Тест-функции в уравнении (4.11)
удобно записать в виде

V⃗ (x, y, z) = e⃗αΨijk(x, y, z) = e⃗αψi(x)ψj(y)ψk(z), α = x, y, z, (4.12)

где e⃗α — единичный вектор оси α и справедливо свойство Ψijk(r⃗i′j′k′) =

δii′δjj′δkk′. Подстановка 3(Nx + 1)(Ny + 1)(Nz + 1) таких тест-функций
в уравнение (4.11) приводит к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ) второго порядка относительно значений искомой
функции U⃗ в точках коллокации:

ρ
¨⃗
Uijk = (divPN)ijk +

δi0
wx,0

(F⃗ x−
ijk +Pijk · e⃗x)−

δiNx

wx,Nx

(F⃗ x+
ijk +Pijk · e⃗x)

+
δj0
wy,0

(F⃗ y−
ijk +Pijk · e⃗y)−

δjNy

wy,Ny

(F⃗ y+
ijk +Pijk · e⃗y)

+
δk0
wz,0

(F⃗ z−
ijk +Pijk · e⃗z)−

δkNz

wz,Nz

(F⃗ z+
ijk +Pijk · e⃗z) (4.13)

где индексы i, j и k пробегают от 0 до Nx, Ny и Nz соответственно. Реше-
ние полученной системы ОДУ (дискретизацию по времени) можно проводить
любым известным методом, в данной работе использован явный метод Рунге-
Кутты 8-го порядка.

На внутренних точках полученная система уравнений принимает вид

ρ
¨⃗
Uijk = (divPN)ijk, (4.14)
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тогда как на граничных точках появляются дополнительные слагаемые, воз-
никающие из-за учёта граничных условий в слабой форме. Метод коллока-
ции, вообще говоря, можно применять и к сильной постановке, требуя, чтобы
уравнения (4.1) и (4.2) выполнялись в точках коллокации точно. В таком слу-
чае на внутренних точках получаются уравнения (4.14), а граничные усло-
вия записываются как нелинейная система алгебраических уравнений отно-
сительно значений U⃗N в граничных точках коллокации. Однако решение си-
стемы ОДУ (4.14), на каждом шаге которой необходимо решать нелинейную
алгебраическую систему, весьма затруднительно, и авторы монографии [143]
при применении метода коллокации рекомендуют использовать слабую по-
становку и вытекающую из неё систему (4.13).

Необходимо прояснить каким образом вычисляются значения производ-
ных по пространственным координатам в точках коллокации, а также как
определяются сами точки коллокации и соответствующие им веса. Соглас-
но квадратуре Лежандра-Гаусса-Лобатто, координаты точек коллокации xi

определяются корнями полинома (1 − x2)P ′
Nx
(x), где PNx

— полином Ле-
жандра степени Nx. Таким образом, точки коллокации включают границы
отрезка −1 и 1, а также Nx − 1 экстремум полинома PNx

(x). Каждой точке
коллокации xi соответствует вес

wx,i =
2

Nx(Nx + 1)P2
Nx
(xi)

. (4.15)

Точки коллокации yi, zk и веса wy,j, wz,k определяются аналогично, а пример
сетки, образованной такими точками, приведён на рис. 4.1.

При интерполяции значений функции в точках коллокации (уравне-
ния (4.9) и (4.10)) используются полиномы Лагранжа, которые в случае
узлов Лежандра-Гаусса-Лобатто принимают вид

ψi(x) =
1

Nx(Nx + 1)PNx
(xi)

(1− x2)P ′
Nx
(x)

xi − x
. (4.16)

Значения производной в точках коллокации от некоторой интерполированной
функции f вида

f(x, y, z) =
∑︂
i,j,k

fijkψi(x)ψj(y)ψk(z) (4.17)
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Рис. 4.1: Слева: трёхмерная сетка, образованная точками коллокации
Лежандра-Гаусса-Лобатто, при Nx = Ny = Nz = 10 (11 точек по каждой
оси, включая границы). Справа: срез трёхмерной сетки и граничные силы.

определяются умножением значений этой функции в точках коллокации fijk
на матрицу дифференцирования, при этом суммирование проводится по той
оси, вдоль которой берётся производная:(︃

∂f

∂x

)︃
ijk

=
∑︂
i′

dx,ii′fi′jk, (4.18a)(︃
∂f

∂y

)︃
ijk

=
∑︂
j′

dy,jj′fij′k, (4.18b)(︃
∂f

∂z

)︃
ijk

=
∑︂
k′

dz,kk′fijk′. (4.18c)

Матрица дифференцирования для узлов Лежандра-Гаусса-Лобатто опреде-
ляется следующим образом:

dx,ii′ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

(xi − xi′)

PNx
(xi)

PNx
(xi′)

, i ̸= i′,

Nx(Nx + 1)

4
(δiNx

− δi0), i = i′,

(4.19)

а две другие матрицы dy и dz определяются аналогично. Таким образом, про-
изводные напряжения в слагаемом (divPN)ijk в уравнении (4.13) заменяются
на умножение массива тензоров PN

ijk на матрицу дифференцирования dx, dy
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или dz вдоль той оси, по которой берётся производная. Аналогичным образом
должны вычисляться и производные U⃗N , входящие в градиент перемещения
grad U⃗N , от которого зависит P.

Описанный здесь метод легко обобщается на случай других систем ко-
ординат и квадратур из семейства Гаусса. Так, для моделирования стерж-
ня круглого сечения удобно выбрать цилиндрическую систему координат и
использовать квадратуру Гаусса-Радау для радиальной координаты, чтобы
исключить точки коллокации на оси стержня. В этом случае радиальная
координата узлов rj определяется корнями многочлена PNr

(r) + PNr+1(r),
а производная по радиальной координате r будет вычисляться с помощью
умножения на следующую матрицу дифференцирования:

dr,jj′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

(rj − rj′)

(1− rj′)PNr
(rj)

(1− rj)PNr
(rj′)

, j ̸= j′,

1

2(1− rj)
, j = j′ ̸= 0,

−Nr(Nr + 2)

4
, j = j′ = 0.

(4.20)

Описанный метод позволяет применять квадратуры Гаусса-Лобатто или
Гаусса-Радау, основанные на других системах ортогональных полиномов, на-
пример на полиномах Чебышёва. Использование другой квадратуры приво-
дит к другим выражениям для координат точек коллокации, квадратурных
весов wx,i, полиномов Лагранжа ψi(x) и матриц дифференцирования. Помимо
вариативности в выборе квадратуры, описанный метод позволяет выбирать
другие базисы для пробных и тест-функций, причём базис вдоль каждой из
осей можно выбирать независимо. Например, если вдоль оси x ставятся пе-
риодические граничные условия, то удобным выбором станет базис Фурье
вдоль этой оси, а вдоль двух других осей можно оставить полиномиальный
базис. При моделировании цилиндрического стержня базис Фурье целесооб-
разно выбрать для угловой координаты. Конкретные формулы для вычис-
ления координат точек коллокации, весов, полиномов (характеристических
функций) Лагранжа и матриц дифференцирования при использовании раз-
личных квадратур и различных базисов приведены в монографии [143].
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4.2 Многодоменный метод

При решении практических задач часто необходимо иметь достаточно мел-
кую сетку, позволяющую описывать короткие волны деформации. Использо-
вание слишком большого количества точек в спектральном методе приводит
к излишне трудоёмким вычислениям. Достичь баланса между разрешением
сетки и скоростью вычислений позволяют многодоменные методы. Для задач
в слабой постановке одним из наиболее распространённых подходов является
метод конечных элементов, который применяется в данной работе. В комби-
нации со спектральным методом, применяемым для дискретизации задачи
в каждом элементе (домене), такой метод называют методом спектрального
элемента.

Разобьём область решения Ω на набор соприкасающихся доменов
{Ωm}Mm=1, как схематично показано на рис. 4.2. Будем предполагать, что
разбиение области проводится лишь вдоль оси x, однако описываемый здесь
метод легко обобщается на случай разбиения вдоль нескольких осей. После
разбиения интегралы в слабой постановке (уравнение (4.4)) разбиваются на
сумму интегралов по каждому из доменов:

M∑︂
m=1

∫︂
Ωm

(︁
ρ
¨⃗
U · V⃗ +P : grad V⃗

)︁
dΩ =

M∑︂
m=1

∫︂
∂Ω∩∂Ωm

F⃗ · V⃗ dS . (4.21)

Рис. 4.2: Трёхмерная сетка из трёх доменов, образованная точками коллока-
ции Лежандра-Гаусса-Лобатто в каждом из доменов. Разные домены выде-
лены цветом.

В этом подразделе будем считать координаты немасштабированными, а
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домены имеющими размер

Ωm = (xm−1, xm)⊗ (y0, y1),⊗(z0, z1) m = 1, . . .M. (4.22)

Для излагаемого здесь метода существенно, что каждый домен Ωm можно
получить масштабированием референсного домена Ωref в уравнении (4.5).

Определим пробные и тест-функции, благодаря которым осуществляется
дискретизация задачи. Если в случае одного домена выбирают полиномиаль-
ные функции, как обсуждалось в предыдущем подразделе, то в случае мно-
гих доменов — кусочно-полиномиальные. Для точек, принадлежащих только
одному домену, эти функции определяют как полиномы Лагранжа, продол-
женные нулями на все остальные домены:

ψ̃
(m)
x,i (x) =

⎧⎨⎩ψ
(m)
x,i (x), x ∈ [xm−1, xm],

0, в противном случае.
(4.23)

Для интерфейсных точек, т.е. лежащих на границе между доменами, исполь-
зуются составленные из двух полиномов Лагранжа функции

ψ∗(m)
x (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ψ
(m)
x,Nx,m

(x), x ∈ [xm−1, xm],

ψ
(m+1)
x,0 (x), x ∈ [xm, xm+1],

0, в противном случае

(4.24)

с носителем на двух соприкасающихся доменах. Все такие функции, которые
в дальнейшем будем называть характеристическими функциями Лагранжа,
обладают тем свойством, что они равны единице строго в одной точке кол-
локации, а во всех остальных равны нулю.

Приближённое решение задачи представляется как интерполяция его зна-
чений в точках коллокации:

U⃗N(x, y, z, t) =
∑︂
m

U⃗N(m)(x, y, z, t) =
∑︂
m

∑︂
ijk

U⃗
(m)
ijk (t)ψ̃i(x)ψ̃j(y)ψ̃k(z), (4.25)

где значения функции на интерфейсных точках в соприкасающихся доменах
полагаются одинаковыми:

U⃗
(m)
Nx,mjk = U⃗

(m+1)
0jk , (4.26)
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а точки коллокации r⃗
(m)
ijk в домене с номером m получаются из референс-

ных точек коллокации преобазованием координат, масштабирующем рефе-
ренсный домен Ωref на домен Ωm.

Применение преобразований уравнения (4.21), аналогичных тем, что опи-
саны в предыдущем подразделе, и подстановка в него набора тест-функций
в виде

V⃗ = e⃗αψ̃
(m)
x,i (x)ψ̃

(m)
y,j (y)ψ̃

(m)
z,k (z), (4.27)

V⃗ = e⃗αψ
∗(m)
x (x)ψ̃

(m)
y,j (y)ψ̃

(m)
z,k (z), α = x, y, z (4.28)

приводит к системе ОДУ относительно значений перемещения в точках кол-
локации. Для точек, принадлежащих только одному домену, эта система
представляется в виде

ρ
¨⃗
U

(m)
ijk = F⃗ (m)

ijk , i ̸= Nx,m при m < M, i ̸= 0 при m > 1 (4.29)

а для интерфейсных точек в виде

ρ
¨⃗
U

(m)
Nx,mjk = ρ

¨⃗
U

(m+1)
0jk =

w
(m)
x,Nx,m

F⃗ (m)
Nx,mjk + w

(m+1)
x,0 F⃗ (m+1)

0jk

w
(m)
x,Nx,m

+ w
(m+1)
x,0

, (4.30)

где “сила” F⃗ijk, действующая на точку коллокации r⃗ijk, определяется следу-
ющим образом:

F⃗ (m)
ijk = (divPN)

(m)
ijk

+
δi0

w
(m)
x,0

(F⃗ x−
ijk δm1 +P

(m)
ijk · e⃗x) +

δiNx,m

w
(m)
x,Nx,m

(F⃗ x+
ijk δmM −P

(m)
ijk · e⃗x)

+
δj0

w
(m)
y,0

(F⃗ y−
ijk δm1 +P

(m)
ijk · e⃗y) +

δjNy,m

w
(m)
y,Ny,m

(F⃗ y+
ijk δmM −P

(m)
ijk · e⃗y)

+
δk0

w
(m)
z,0

(F⃗ z−
ijk δm1 +P

(m)
ijk · e⃗y) +

δkNz,m

w
(m)
z,Nz,m

(F⃗ z+
ijk δmM −P

(m)
ijk · e⃗z). (4.31)

В приведённой системе индекс m пробегает от 1 до M (в уравнении (4.30) до
M − 1), а индексы i, j и k от 0 до Nx,m, Ny,m и Nz,m соответственно.

Стоит отметить, что получаемые уравнения можно интерпретировать как
уравнения движения для системы взаимодействующих частиц, масса кото-
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рых определяется квадратурными весами. В таком случае интерфейсные ча-
стицы испытывают влияние со стороны частиц из двух доменов одновре-
менно, причём у этих частиц в разных доменах может быть разная масса.
Поэтому в уравнениях движения интерфейсных частиц (4.30) берётся сред-
невзвешенная сила со стороны одного и другого соприкасающегося домена,
что обеспечивает одинаковое движение интерфейсных частиц в обоих доме-
нах.

В заключение необходимо описать каким образом вычисляются простран-
ственные производные и веса в системе (4.29) – (4.31) и как представляют-
ся функции в формулах (4.23) и (4.24). Последние являются полиномами
Лагранжа от масштабированного на отрезок [−1, 1] аргумента:

ψ
(m)
x,i (x) = ψx,i

(︃
x− xm−1+xm

2

L
(m)
x

)︃
, (4.32)

где ψx,i — полином Лагранжа, построенный на основе Nx,m + 1 точки колло-
кации (формула (4.16)), а L(m)

x = |xm−xm−1| — длина домена m вдоль оси x.
Поскольку все домены предполагаются масштабированными версиями рефе-
ренсного домена, то при интегрировании по каждому домену в слабой поста-
новке задачи (4.21) удобно сделать замену координат и перейти к интегри-
рованию по референсному домену. Поскольку эти интегралы впоследствии
заменяются на квадратурные суммы, то возникающие в результате замен ко-
ординат якобианы должны учитываться масштабированием квадратурных
весов:

w
(m)
x,i =

L
(m)
x

L
(ref)
x

wx,i, (4.33)

где L(ref)
x = 2 — длина референсного домена вдоль оси x, а wx,i — стандартные

квадратурные веса для Nx,m + 1 точки коллокации (формула (4.15)). При
дифференцировании некоторой функции f , определённой как интерполяция
массива значений в точках коллокации на каждом домене:

f(x, y, z) =
∑︂
m

f (m)(x, y, z) =
∑︂
m

∑︂
ijk

f
(m)
ijk ψi(x)ψj(y)ψk(z), (4.34)

массив значений в каждом домене умножается на матрицу дифференцирова-
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ния в этом домене: (︃
∂f (m)

∂x

)︃
ijk

=
∑︂
i′

d
(m)
x,ii′f

(m)
i′jk . (4.35)

Матрицу дифференцирования в домене m, как и веса, тоже необходимо мас-
штабировать в соответствии с размером домена:

d
(m)
x,ii′ =

L
(m)
x

L
(ref)
x

dx,ii′, (4.36)

где dx,ii′ определена для референсного домена, например в формуле (4.19).
Аналогичному масштабированию подлежат веса и матрицы дифференциро-
вания вдоль двух других осей.

Описанный в разделах 4.1 и 4.2 метод реализован автором и научным
руководителем данной диссертации самостоятельно на языке Python, код до-
ступен по ссылке [145].

4.3 Тестовые расчёты

В данном разделе демонстрируются результаты численного моделирования
тестовой задачи на сетках разной плотности с целью продемонстрировать
возможность оптимизации времени вычислений, а также с целью более по-
дробно показать каким образом происходит дискретизация задачи и, в част-
ности, привести вид упругого и вязкоупругого тензора напряжений в точках
коллокации.

Тензор напряжений изотропного нелинейно-упругого тела (материал
Мурнагана) связан с градиентом перемещения следующим образом:

P = (I+ grad U⃗) · S(E), (4.37)

S(E) = λI trE+ 2µE+ lI(trE)2

+ 2m(E trE− II2(E)) + n(II2(E)− E trE+ E · E), (4.38)

E =
1

2

(︂
grad U⃗ +

(︁
grad U⃗

)︁T
+
(︁
grad U⃗

)︁T · grad U⃗
)︂
, (4.39)

где I2(E) = 1
2((trE)

2 − tr(E2)), а (grad U⃗)αβ = ∂βUα в декартовой системе ко-
ординат (α, β = x, y, z). При дискретизации задачи значение производных U⃗
в точках коллокации i, j, k определяется умножением на матрицу дифферен-
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цирования. Поскольку суммирование с матрицей дифференцирования прово-
дится вдоль той оси, по которой берётся производная, то для записи выра-
жений удобно ввести следующие матрицы:

Dx
ijk,i′j′k′ = dx,ii′δjj′δkk′, Dy

ijk,i′j′k′ = δii′dy,jj′δkk′, Dz
ijk,i′j′k′ = δii′δjj′dz,kk′.

(4.40)
Тогда координатное представление тензора напряжений в точках коллокации
имеет вид:

Pαβ,ijk =
∑︂
γ

(︂
δαγ +

∑︂
i′j′k′

Dγ
ijk,i′j′k′Uα,i′j′k′

)︂
Sγβ(Eijk), (4.41)

Eαβ,ijk =
1

2

∑︂
i′j′k′

(︂
Dβ

ijk,i′j′k′Uα,i′j′k′ +Dα
ijk,i′j′k′Uβ,i′j′k′

+
∑︂
γ

Dα
ijk,i′j′k′Uγ,i′j′k′D

β
ijk,i′j′k′Uγ,i′j′k′

)︂
. (4.42)

При моделировании вязкоупругих материалов тензор S является функ-
цией не только тензора деформации E, но и тензоров внутренних деформа-
ций Es. Так, в нелинейно-упругом и линейно-вязком материале, рассматри-
вавшемся в разделе 3.2, это выражение имеет вид

S(E,E1,E2, . . . ) = λI trE+ 2µE+
R∑︂
s=1

(λsI trEs + 2µsEs) + lI(trE)2

+ 2m(E trE− II2(E)) + n(II2(E)− E trE+ E · E), (4.43)

где внутренние деформации являются релаксационными процессами и под-
чиняются эволюционным уравнениям

Ės +
Es

τs
= Ė, s = 1, . . . , R. (4.44)

В таком случае в представлении тензора напряжений в уравнении (4.41) необ-
ходимо использовать выражение (4.43) вместо (4.38) с тензорами деформации
и внутренних деформаций, взятыми в точке коллокации с индексом ijk, а си-
стему ОДУ (4.13) относительно значений перемещения в точках коллокации
необходимо дополнить системой ОДУ для внутренних деформаций:

Ės,ijk +
Es,ijk

τs
= Ėijk. (4.45)
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В качестве тестовой задачи для численного метода выбрана задача, рас-
сматривавшаяся в разделе 3.2.2, о распространении волн в результате удара
по торцу прямоугольного стержня. Параметры задачи — модули вязкоупру-
гости и давление на край стержня — выбраны теми же, что указаны в раз-
деле 3.2.2, с тем лишь отличием, что расчёт проводится для более короткого
стержня длиной 40 мм, а толщина 10 мм оставлена прежней.

Было проведено три серии расчётов на сетках с разным числом доменов
и разным количеством точек в каждом домене. В первой серии область была
разбита на 4 домена вдоль оси x, а вдоль осей y и z разбиение не прово-
дилось. Таким образом, каждый домен являлся кубом со стороной 10 мм, а
пример такого разбиения схематично показан в легенде на рис. 4.3. В каж-
дом домене было выбрано одинаковое количество точек вдоль каждой оси
(Nx = Ny = Nz = N), а расчёты проводились для N = 6, 12, 18, 24, 30 и
36. Во второй и третьей серии расчётов количество доменов вдоль каждой
оси было увеличено в два и в три раза соответственно, а число точек в од-
ном домене вдоль каждой оси пропорционально уменьшено, так чтобы общее
количество точек сетки оставалось неизменным.

На рисунке 4.3а построена зависимость относительной погрешности реше-
ния в зависимости от общего количества точек сетки. Погрешность вычисля-
лась в момент времени t1 = 9.2 мкс по L2-норме отклонения от референсного
решения:

rel. error =

⌜⃓⃓⎷∫︁
Ω0

(︁
U⃗ |t=t1 − U⃗ ref|t=t1

)︁2
dΩ∫︁

Ω0

(︁
U⃗ ref|t=t1

)︁2
dΩ

, (4.46)

где в качестве референсного решения U⃗ ref выбран результат вычислений на
существенно более мелкой сетке. На рисунке 4.3a видно характерное для спек-
тральных методов экспоненциальное убывание ошибки с ростом количества
точек сетки. Быстрое убывание ошибки сопряжено с быстрым ростом време-
ни вычислений, что продемонстрировано на рис. 4.3b. Зависимость ошибки
от времени вычисления показана на рис. 4.3c.

Разная скорость убывания ошибки и роста времени вычислений позволяет
оптимизировать время для желаемого уровня погрешности. Так, при ошибке
2 · 10−3 (верхняя пунктирная линия на рис. 4.3с) оптимальным по времени
оказывается разбиение на 8 доменов вдоль оси x и на 2 домена вдоль каждой
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(a)

(b)

(c)

Рис. 4.3: Зависимость относительной погрешности решения (панель а) и вре-
мени вычисления (панель b) от общего количества точек сетки; зависимость
относительной погрешности от времени вычисления (панель с). Легенда: си-
ние линии, круглые точки — 4 домена по оси x и 1 домен по осям y и z
(4× 1× 1); оранжевые линии, перевёрнутый треугольник — в два раза боль-
ше доменов по каждой из осей (8×2×2); зелёные линии, треугольный маркер
— в три раза больше доменов по каждой из осей (12× 3× 3). У сеток с боль-
шим числом доменов количество точек в каждом домене пропорционально
уменьшено.

из осей y и z, при этом число точек вдоль каждой оси в одном домене N = 12

(число точек в домене, строго говоря, равно N + 1, однако с поправкой на
принадлежность интерфейсных точек сразу двум доменам его можно счи-
тать равным N). При повышении требуемой точности до 2.8 · 10−4 (нижняя
пунктирная линия на рис. 4.3с) разбиение на 12 доменов по x и на 3 домена
по y и z (N = 12 в каждом домене) начинает быть более эффективным.

Результаты первой серии расчётов (разбиение на 4 домена), представлен-
ные на рис. 4.4, иллюстрируют улучшение детализации решения при увели-
чении количества точек сетки.
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Рис. 4.4: Панель a — схема сетки из четырёх доменов. Панели b – g — значения
линейной продольной деформации − ∂Ux/∂x в срезе стержня (при z = 0) в
момент времени t = 9.2 мкс, полученные при трёхмерном моделировании
удара по левому торцу стержня на сетках из четырёх доменов с разными
степенями полиномов N в каждом домене.

4.4 Заключение к главе 4

На основе многодоменного псевдоспектрального метода (метода спектрально-
го элемента) построена численная схема решения уравнений движения нели-
нейного вязкоупругого тела с заданной поверхностной силой, действующей на
границы тела. Тестовые расчёты на различных сетках показали возможность
оптимизации времени вычислений за счёт варьирования количества доменов
и точек коллокации в каждом из них. В модельной задаче о моделировании
удара по торцу стержня более эффективными среди рассмотренных оказа-
лись расчёты с 12 точками коллокации вдоль каждой оси в одном домене.

Описанный в данной главе метод активно применялся для проверки тео-
рии, разработанной в главах 2 и 3. С его помощью получены результаты,
теоретически подтвердившие, что в режиме средних деформаций солитоны
могут принимать вид флатонов, описываемых уравнением Гарднера, а также
позволившие провести моделирование зарождения длинной солитоноподоб-
ной волны деформации в полимерном стержне.
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Заключение

Представленное диссертационное исследование посвящено различным
связанным друг с другом аспектам распространения волн деформации в
нелинейно-упругих и вязкоупругих телах.

В главе 2 теоретически изучены продольные нелинейные упругие волны
в стержнях, при этом особое внимание уделено длинным солитонам дефор-
мации. Асимптотический анализ уравнений движения и граничных условий,
проведённый в разделе 2.2, позволил получить скорректированное уравнение
типа Буссинеска для осесимметричных продольных волн малой амплитуды в
стержнях круглого сечения, обладающее наилучшими дисперсионными свой-
ствами среди известных из литературы уравнений того же типа. Дальнейший
асимптотический анализ позволяет описать длинноволновые решения с по-
мощью известного уравнения Кортевега–де Фриза.

В данной работе впервые сопоставлены солитоны, полученные в полном
трёхмерном расчёте, с асимптотическими солитонными решениями моделей
типа Буссинеска и КдФ. Сравнение показало с одной стороны одинаковую
применимость этих моделей в режиме малых амплитуд, а с другой — появле-
ние существенной ошибки в обеих моделях с ростом амплитуды. Возникнове-
ние этой ошибки объясняется результатами, представленными в разделе 2.3:
в режиме средних амплитуд деформаций существенное влияние приобрета-
ют эффекты следующего порядка малости, которые учитываются в расши-
ренном уравнении КдФ. При этом во многих материалах модули упругости
третьего и четвёртого порядков существенно превышают модуль Юнга, что
делает кубически-нелинейный эффект наиболее существенным среди эффек-
тов следующего порядка. В таком случае показано, что ключевые свойства
солитонов деформации могут быть описаны уравнением Гарднера. В зависи-
мости от соотношения между модулями упругости солитоны деформации в
режиме средних амплитуд могут приобретать вид либо узких, либо широких
солитонов, также известных как солитоны с плоским верхом или флатоны.

В заключительном разделе 2.4 главы 2 показано, что с помощью простых
предположений — плоских и равномерно деформируемых сечений — можно
получить одномерную модель, не являющуюся асимптотической, но приме-

— 118 —



нимую для качественного моделирования одновременного распространения
как длинных, так и коротких нелинейных продольных волн в стержнях с
произвольной формой поперечного сечения.

В главе 3 изучены волны деформации в нелинейных вязкоупругих телах.
В разделе 3.2 проведено моделирование зарождения длинной солитоноподоб-
ной волны в полимерном стержне, позволившее установить связь между тео-
ретическими работами, посвящёнными уже сформированным длинным соли-
тонам деформации в стержнях, и экспериментальными работами, в которых
наблюдался лишь самый ранний этап формирования этой волны. Установ-
лено, что быстрое формирование длинной волны в результате приложения
короткого давления к торцу стержня, наблюдавшееся в экспериментах, про-
исходит благодаря линейным эффектам: дисперсии и вязкоупругой дисси-
пации, а нелинейные эффекты должны проявляться на существенно более
поздних этапах эволюции волны.

В разделе 3.3 в рамках формализма внутренних (скрытых) переменных
и многоинтегрального подхода Грина-Ривлина построена новая наиболее об-
щая модель, описывающая малые, но конечные деформации в нелинейном
вязкоупругом теле. Эта модель обобщает, с одной стороны, материал Мур-
нагана — наиболее общую нелинейную модель абсолютно упругого тела в
режиме малых деформаций, а с другой — обобщённую модель Максвелла,
описывающую линейные вязкоупругие свойства материала. В рамках пред-
ложенной модели получены выражения для частотно-зависимых изотропных
модулей упругости третьего порядка. В разделе 3.4 показано, что примене-
ние этих выражений позволяет объяснить сильную частотную зависимость
акустоупругого эффекта, наблюдавшуюся экспериментально.

В общем случае упругие модули третьего порядка зависят от двух пере-
менных частоты, поэтому их частотная зависимость наиболее полным обра-
зом проявляется при нелинейном взаимодействии двух волн на разных часто-
тах, что продемонстрировано в разделе 3.5. В частности, показано, что ампли-
туда генерируемой высшей гармоники на суммарной частоте предоставляет
достаточно информации для полного измерения частотно-зависимых упругих
модулей третьего порядка.

В главе 4 на основе многодоменного псевдоспектрального метода пред-
ставлен численный метод, позволяющий эффективно моделировать полные
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трёхмерные уравнения движения упругих и вязкоупругих тел со сложной
нелинейной и запаздывающей связью напряжения с деформацией.
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